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Vorwort

Diese Einfiihrung in die Strémungsmechanik entspricht vom Umfang her meiner
gleichnamigen Vorlesung, die ich an der Universitit Gottingen regelméBig fiir Stu-
dent*innen der Physik ab dem dritten Studienjahr im Profilierungsbereich anbiete.
Da es fiir die Stromungsmechanik viele Lehrbiicher unterschiedlichster Ausrichtung
gibt, habe ich bisher bewusst kein Skript zur Verfiigung gestellt. Damit wollte ich
vermeiden, dass ein solches bereits als hinreichend fiir ein ordentliches Versténdnis
des Faches angesehen wird. Stattdessen habe ich bisher auf eine Auswahl wei-
terfithrender Lehrbiicher verwiesen. Hervorzuheben sind darunter das vielleicht
erste Lehrbuch der modernen Stromungsmechanik, der Abrifi der Stromungslehre
von Ludwig Prandtl, und die Theoretische Stromungslehre von Karl Wieghardt, die
beide im Universititsverlag Gottingen als Nachdruck im Open Access verfiighar
sind.

Zu Beginn des virtuellen Sommersemesters 2020 kam von einer kleinen Grup-
pe von Student*innen, die die Vorlesung bereits im Vorjahr gehort hatten, der
Vorschlag, den Student*innen in dieser schwierigen Zeit der COVID-19-Pandemie
zusétzlich zur Online-Vorlesung ein Skript zur Verfiigung zu stellen. Aus ihrer Mit-
schrift hatten sie schon eine erste Vorlage in IXTEX erstellt, bereits mit sdmtlichen
Abbildungen aus der Vorlesung als Vektorgrafiken. Im Laufe des virtuellen Som-
mersemesters 2020 habe ich daraufhin begleitend zur Vorlesung die Vorlage zu
einem ausfiihrlichen Text erweitert und durch weitere Abschnitte ergénzt. Der fiir
ein Skript auf diese Weise vielleicht etwas umfangreiche Text kann und soll kein
Lehrbuch ersetzen. Er dient allein einer ersten Einfithrung in die Grundlagen der
Stromungsmechanik. Nicht alles wird in angemessener Tiefe behandelt. Insbeson-
dere werden die durchaus wichtigen potentialtheoretischen Methoden praktisch
gar nicht angesprochen, da sie in der in Gottingen ebenfalls regelméBig gehaltenen
Vorlesung Aerodynamik ausfithrlich vorgestellt werden.

Fiir die Unterstiitzung bei der Erstellung dieser Schrift méchte ich mich herzlich
bei Dorian Marx und Sebastian Troue bedanken, die die KTEX-Vorlage formatiert
sowie das IHTEX-Dokument erstellt haben. Herzlicher Dank gilt ebenfalls Inga
Kottlarz, die sdmtliche Grafiken mit dem Programm Inkscape als Vektorgrafiken
nach ihren Vorlesungsaufzeichnungen erzeugt und anschlieBend etliche meiner
weiteren Wiinsche erfiillt hat. Fiir eine abschliefende sorgfiltige Durchsicht des
Manuskripts und hilfreiche Anmerkungen bin ich schlieflich Dominik A. Suchla,
der die Vorlesung einige Jahre zuvor gehort hatte, sehr dankbar.

Gottingen, im November 2020 Martin Rein
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Festkorper, Fliissigkeiten und Gase

Fliissigkeiten und Gase verhalten sich unter &ulerer Krafteinwirkung anders als
Festkorper. Dies liegt an der leichten Verschiebbarkeit der Teilchen in Fliissigkeiten
und Gasen. Das unterschiedliche Verhalten betrachten wir am Beispiel eines mate-
riegefiillten Volumens, der Einfachheit halber eines Quaders, vgl. Abbildung 1.1.
An der Ober- und Unterseite moge jeweils eine Kraft F' tangential zur Oberfléche
angreifen, wobei die Kréfte oben und unten einander entgegengesetzt seien. Die
Fléchen der Ober- und Unterseite bezeichnen wir mit A. Damit wirken auf das
Volumen Tangentialspannungen 7, auch Schubspannungen (engl. shear stress)
genannt:

T=7 (1.1)
Die Schubspannungen fithren zu einer scherenden Beanspruchung, die in einer
Verformung des Volumens resultiert (gestrichelte Linie in Abbildung 1.1). Die
Seitenflichen neigen sich um einen Scherungswinkel . Der Zusammenhang zwischen
dem Scherungswinkel v und den Schubspannungen ist bei Festkérpern ein anderer
als bei Fliissigkeiten und Gasen. Dies betrachten wir im Folgenden fiir kleine
Scherungen.

‘ Materie K

Abbildung 1.1: Verformung eines materiegefiillten Volumens
unter scherender Beanspruchung.



2 KAPITEL 1

Festkorper (solids)
e cndliche Schubspannung = endliche Verformung, endliches 7,
e beliebig lange Wirkung = nur endliche Scherung.

Fiir viele Festkorper gilt:

v =f(7). (1.2)
Oftmals ist die Funktion f linear in 7:
1
v = IE T (1.3)

Hierbei bezeichnet G den Schubmodul, eine Materialkonstante (vgl. Hooke’scher
Korper).

Fliissigkeiten und Gase (liquids and gases)
e geben einer scherenden Beanspruchung unbegrenzt nach,
e Verformung hort nur auf, wenn Schubspannungen verschwinden,

e unendlich lange Wirkung = unendliche Verformung.

Im Ruhezustand existieren keine Schubspannungen.

Im Fall von Fluiden, die sich nicht im Ruhezustand befinden, ist deshalb nicht -,
sondern vielmehr die Scherrate 4 (shear rate), also die zeitliche Anderung von -,
von Interesse. Fiir viele Fliissigkeiten und Gase gilt:

v =f(7). (1.4)

Dieser Zusammenhang wird Flie3gesetz der Fliissigkeit bzw. des Gases genannt.
Oft ist die Funktion f linear in 7:

=T (1.5)
1
Dies gilt fiir Newton’sche Fliissigkeiten und Gase (in weiten Bereichen z.B. fiir
Wasser, Luft). Hierbei bezeichnet i die dynamische Zihigkeit oder Schervis-
kositit (auch dynamischer Zidhigkeitskoeffizient (dynamic viscosity)). Die
Einheit der dynamischen Viskositét ist:

1] = Pa-s. (L6)

EINLEITUNG



1.1. Festkorper, Fliissigkeiten und Gase 3

Generell ist p eine Funktion der Temperatur 7" und des Druckes p. Die Abhéngigkeit
vom Druck ist jedoch in den meisten Féllen vernachliassigbar. Beispielsweise gilt
dies fiir Luft fiir p < 10 — 50 bar (je nach Genauigkeitsanforderung).

Im Fall von Fliissigkeiten sinkt die dynamische Viskositét mit steigender Tempe-
ratur (Beispiele: Honig, Maschinendl). Bei Gasen hingegen steigt die dynamische
Viskositéat mit steigender Temperatur:

Fliissigkeiten: % <0, (1.7)
o
: — . 1.
Gase 5T > 0 (1.8)

Abbildung 1.2 zeigt die Temperaturabhéngigkeit der Viskositédten von Luft, Wasser
und einem Ol. In der Strémungsmechanik tritt hiufig die durch die Dichte p geteilte
dynamische Viskositéat auf. Dieser Ausdruck wird als kinematische Viskositit
v bezeichnet:

e V=
V= 5’ [V] : (1.9)

]
—
<
—
(=)
b

1072

—_
<
=S

dynamische Viskositat
)
L

kinematische Viskositét v [m? - s

,_.
]
ot

Temperatur [° C]

Abbildung 1.2: Temperaturabhéngigkeit der Viskositit von Luft, Wasser
und einem Ol, p: dynamische Viskositét, v: kinematische Viskositét.

Fliissigkeiten folgen nicht immer einem linearen FlieSgesetz. Solche Fliissigkeiten
werden dann als nicht-Newton’sche Fliissigkeiten bezeichnet. Abbildung 1.3 zeigt
einige Beispiele. Die dynamische Viskositét ist hier abhéngig von der Scherrate.

EINLEITUNG
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-
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Abbildung 1.3: Flieigesetze einfacher nicht-Newton’scher Fluide.

K ,scherverdickend
/
\ N //
N Newton’sch
~ P
e P /
ST ..
L scherverdiinnend
~
-
//

5
Abbildung 1.4: Dynamische Viskositéat ¢ in Abhéngigkeit von der

Scherrate 7 fiir Newton’sche Fluide (1 = const) und nicht-Newton’sche
Fluide (1 = 7).

Dies ist in Abbildung 1.4 skizziert. Bei den dilatanten oder scherverdickenden
Fliissigkeiten (shear thickening) nimmt die Viskositidt mit steigender Scherrate
4 zu, bei den pseudoplastischen oder scherverdiinnenden Fliissigkeiten (shear
thinning) mit steigender Scherrate ab. Einen anderen Sonderfall bilden Bingham
Medien. Diese verhalten sich unterhalb einer Schubspannung 7y wie ein Festkorper,
dariiber wie eine Newton’sche Fliissigkeit:

o fiir 7 < 7, wie Festkorper,

e fiir 7 > 7 wie Newton’sche Fliissigkeiten mit 4 = (7 — 7¢)/p,
Beispiele: Zahnpasta, Ketchup.

Ein weiterer Sonderfall ist die vielen bekannte Hiipfknete. Bei kurzer starker
Wirkung einer Spannung, z.B. wenn man die Knete auf eine feste Oberfliche wirft,
reagiert die Knete wie ein elastischer Korper (Flummi), ldsst man sie dagegen
lange liegen, zerflieBt sie. Der Ubergang zwischen fest und fliissig ist flieBend.
Nicht-Newton’sche Fliissigkeiten werden in der Rheologie behandelt.

EINLEITUNG



1.2. Molekulare Betrachtungen 5

Es bleibt, weitere Unterschiede zwischen Fliissigkeiten und Gasen, die fiir das
stromungsmechanische Verhalten wichtig sind, einander gegeniiberzustellen:

Fliissigkeiten Gase
e bilden Oberflichen aus: e cxpansiv, fiillen Raum aus,

= tropfbare® Fliissigkeiten, o
e hohe Kompressibilitét:

e geringe Kompressibilitéit, haufig = Thermodynamik kommt ins
vernachléssigbar: Spiel (hoher Druck = hohe Tem-
= inkompressible Fliissigkeit. peratur).

In vielen Féllen sind die Unterschiede nicht entscheidend fiir das stromungsmecha-
nische Verhalten. Wenn das der Fall ist, fassen wir im Folgenden Fliissigkeiten und
Gase als Fluide (fluids) zusammen.

1.2 Molekulare Betrachtungen

1.2.1 Transportvorginge

In Stromungen fiihrt Viskositét zu einem Transport von Impuls. Dies lésst sich
fiir (verdiinnte) Gase iiber eine Betrachtung der Vorginge auf molekularer Ebene
illustrieren. Andere Transportvorginge, die iiber molekulare Vorgiange ablaufen,
sind die von Masse und Wirme iiber Diffusion und Wéarmeleitung:

Diffusion von Masse,
Viskositét Transport auf molekularer Ebene ¢ von Impuls,
Wairmeleitung von Energie.

Masse- und Wéarmetransport treten bei Vorliegen von Konzentrations- beziehungs-
weise Temperaturgradienten auf. In dhnlicher Weise héngt der Impulstransport mit
Geschwindigkeitsunterschieden im Stréomungsfeld zusammen. Dies lésst sich in einfa-
cher Weise am Beispiel von Gasen iiber eine Betrachtung der Vorgénge auf moleku-
larer Ebene illustrieren. Dazu betrachten wir eine ebene Parallelstromung, siche Ab-
bildung 1.5a. Die Stromung verlauft an jedem Ort in die gleiche Richtung. Mit stei-
gendem y erhoht sich in diesem Beispiel der Betrag der Stromungsgeschwindigkeit
u. Das Geschwindigkeitsprofil bei = x( ist in Abbildung 1.5b dargestellt. Im Fol-
genden wird in einer derartigen Stromung der Impulsfluss in y-Richtung untersucht.
Wir betrachten dazu den Austausch von Gasmolekiilen zwischen benachbarten
Fluidschichten bei yg.

Aufgrund thermischer Fluktuationen kommen bei yq stindig Molekiile an, die
aus einem Abstand Ay stammen, der der mittleren freien Weglénge A\ entspricht.
Dabei bringen sie den dort herrschenden Impuls mit (vgl. Abbildung 1.5b). Da
die Geschwindigkeit oberhalb und unterhalb von y, verschieden ist, fithrt dies

EINLEITUNG



6 KAPITEL 1

y y
Ao
u(xo,y) Y0 ;E) 1 A mittlere freie
R '11 Weglange
x x u(x0.%0)  u(x,y)

a) b)

Abbildung 1.5: Ebene Parallelstromung. a) Parallelstréomung, b) Geschwin-
digkeitsprofil bei x = xg.

am Ort (2o, yo) zu einem Impulsfluss in y-Richtung. Um diesen zu bestimmen,
entwickeln wir zunéchst die Geschwindigkeit an benachbarten Orten yo + Ay in
eine Taylor-Reihe und brechen nach dem linearen Glied ab:

du
u(wo, yo £ Ay) ~ u(xe, yo) £ @Ay (1.10)

Mit Ay = X erhalten wir fiir den Impulstransport quer zur Stromungsrichtung:

1 d 1 d d

ggvm(u + /\d—Z) —5%) m(u — )\d—Z) = gvm/\d—z =T (1.11)
— —
Impuls bei yo+A Impuls bei yo—\

Es gelten dabei folgende Bezeichnungen:

e \: mittlere freie Weglinge

e m: Masse
der Molekiile.
e n: Anzahldichte

v: mittlere thermische Geschwindigkeit

In Gleichung (1.11) bedeutet der Faktor n/3, dass nur ein Drittel der Molekiile
Schwankungsbewegungen in y-Richtung ausfiihrt, davon die Hilfte (Faktor 1/2) in
Richtung g, sowohl von ,oben* (y = yo + A) als auch von ,unten® (y = yo — A).

Der Impulsfluss ist eine zeitliche Anderung des Impulses pro Fliche, also eine
Kraft pro Flache. Hier wird der Fluss der z-Komponente des Impulses in y-
Richtung betrachtet, daher entspricht der Impulsfluss einer Schubspannung. Dieser
Zusammenhang wird im eingekasteten Teil der Gleichung (1.11) wiedergegeben.

EINLEITUNG



1.2. Molekulare Betrachtungen 7

Yy Yy
y() + dy yo —|— dy,, u(yo + dy) dt
dry
Yo Yo T u(yo) - dt
u(yo) u(yo + dy) u(y) T T
a) b)

Abbildung 1.6: Zusammenhang zwischen du/dy und 4. a) Geschwindigkeitsprofil,
b) Bewegung einer Linie in einer Scherstrémung.

Es gibt einen Zusammenhang zwischen der Grofle du/dy in Gleichung (1.11)
und 4. Dazu betrachten wir Abbildung 1.6. Das Geschwindigkeitsprofil bei
gemaf Abbildung 1.6a fithrt dazu, dass sich einzelne Elemente einer Linie, die
zunéchst senkrecht zur Bewegungsrichtung steht (gestrichelte Linie bei xy = const
in Abbildung 1.6b), in einem kleinen Zeitintervall d¢ verschieden weit in z-Richtung
bewegen. Die Linie ,kippt“ daher im Zeitintervall d¢ um einen Scherwinkel d-.
Fiir kleine dt ist auch dv klein und es gilt:

u(yo + dy)dt — u(yo)dt Taylor du(yo)

dy ~ tan(dy) = i ay dydt/dy (1.12)
dry du

dy . du 1.13

ki (1.13)

Ersetzen von du/dy in Gleichung (1.11) durch Gleichung (1.13) liefert:
d
T= gv/\md—z = gv)\m’y = us. (1.14)
Hier hat der Vergleich mit Gleichung (1.5) folgenden Ausdruck fiir die dynamische
Viskositét ergeben:

w= gv)\m. (1.15)

Diskussion

e n -\~ const (ohne Beweis). Bei steigendem Druck sinkt A, wihrend n steigt,
= 4 ist kaum druckabhéingig (gilt in Luft fir p = 10 — 50 bar, je nach
Genauigkeitsanforderung),

e in Gasen steigt v mit steigender Temperatur 7,
= d/LGaS/dT > 0.

EINLEITUNG



8 KAPITEL 1

1.2.2 Randbedingungen an iiberstromten Oberflichen

Zwischen zwei Festkorpern kennt man den Effekt der Haft- und Gleitreibung.
Letztere tritt auf, wenn zwei sich beriihrende Festkorper relativ zueinander bewegt
werden. Es stellt sich hier die Frage, wie es im Fall von Fluiden, die iiber feste
Oberflachen strémen, aussieht.

Das Verhalten von Fluiden an Oberflichen betrachten wir wieder am Beispiel eines
Gases. Wie im Fall der Gleitreibung, wo es eine Relativbewegung zwischen zwei
Festkorpern gibt, treffen wir hier zunéchst die Annahme, dass auch zwischen einer
festen Wand und einem dariiber entlang stromenden Gas eine Relativgeschwin-
digkeit herrscht und {iberlegen dann, wie grof3 diese ist. Im Folgenden befinde
sich die Wand in Ruhe und die Gasgeschwindigkeit an der Wand sei uy # 0. Ein
entsprechendes Geschwindigkeitsprofil ist in Abbildung 1.7a dargestellt. Aufgrund
thermischer Fluktuationen treffen sténdig Molekiile aus einem Wandabstand, der
der mittleren freien Weglédnge entspricht, auf die Wand und werden dort reflektiert
(siche Abbildung 1.7b). Im Fall einer Wand, die auf molekularer Ebene glatt ist,
wiirde das Molekiil spiegelnd reflektiert und dabei die wandparallele Komponente
u, seiner Einfallgeschwindigkeit behalten. Real sind feste Oberflachen jedoch auf
molekularer Ebene immer rau und es findet eher eine diffuse Reflexion statt. Der
Ausfallwinkel ¢, ist dann kleiner als Einfallwinkel ¢, und im Mittel haben die reflek-
tierten Molekiile nach der Reflexion eine reduzierte wandparallele Geschwindigkeit
Uy

u, = [ u,, experimentell: 5~ 0, 2. (1.16)

Die Geschwindigkeit an der Wand ergibt sich jetzt als Mittelwert zwischen einfal-
lenden und reflektierten Molekiilen:

Uw = i(ueJrur).
g u(y) Ue B U olUr = Ue
el
by Pe| /Py
uw
u(y) .

a) b)

Abbildung 1.7: Geschwindigkeit an festen Oberfldchen. a) Geschwindig-
keitsprofil, b) Reflexion an glatter bzw. rauher Wand (rote Linie).

EINLEITUNG



1.3. Kontinuumshypothese 9

Dabei kommen die einfallenden Molekiile aus einem Abstand Ay &~ A (A: mittlere
freie Wegldange), da sie dort den letzten Stol mit einem anderen Molekiil erfahren
haben. Damit:

1
uw = 5 (ue + ﬁue)

1 du du
=g |(mwegy) o8 ()]

= (L= ) = A1+ A

Y ly=0

I

~(14p), du
W= 1y

(1.17)

y=0

Mit 8 < 1, X sehr klein (typischerweise unter Normbedingungen A ~ 10~ m) und
da Geschwindigkeitsdnderungen iiber Ay = X klein sind:

= | uw ~ 0. (1.18)

Das Verschwinden der Geschwindigkeit an einer Wand wird experimentell bestétigt
und gilt auch fiir Fliissigkeiten. Dies wird als Haftbedingung bezeichnet:

Haftbedingung

Fluide haften an festen Wanden (no-slip condition). (1.19)

Bei sehr grofien mittleren freien Weglidngen (z.B. Gas unter sehr niedrigem Druck,
duBere Atmosphire) oder bei sehr hohen Geschwindigkeitsgradienten (z.B. in Gleit-
lagern, Spaltstromungen, Mikrofluidik) kénnen jedoch merkliche Relativgeschwin-
digkeiten zwischen Fluid und Wand auftreten. Man spricht von Gleitstromungen.

1.3 Kontinuumshypothese

Makroskopische Eigenschaften eines Fluids, z.B. Druck, Temperatur oder Ge-
schwindigkeit, erhdlt man durch Mittelung iiber viele Molekiile. Die Temperatur
als skalare Grofle moge als einfaches Beispiel dienen. In Abbildung 1.8 ist die
gemittelte Temperatur in Abhéngigkeit von der GréBe des Volumens (L3), iiber das
gemittelt wird, gegen das zugehorige Langenmafl L logarithmisch aufgetragen. Der
Mittelpunkt des Volumens sei dabei fest gehalten. Bei sehr kleinen Léngen dndert
sich der Mittelwert aufgrund thermischer Fluktuationen der einzelnen Molekiile,
bei sehr groflen Lingen dndert sich der Mittelwert aufgrund unterschiedlicher
Temperaturen in der Umgebung. Dazwischen liegt idealerweise ein Bereich mit
konstantem Mittelwert. Dieser wird als der lokale Wert der Temperatur betrachtet.
Die in Abbildung 1.8 eingezeichneten Lingen sind wie folgt zu interpretieren:
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10 KAPITEL 1

L, : eine GroBlenordnung grofier als mittlere Molekiilabstéinde,
Ly : Groflenordnung eines , Fluidteilchens“(s.u.), A < Lo,

L3 : ,charakteristische* Lénge der Stréomung (z.B. Lénge, Breite oder Hohe bei
einem umstromten Auto).

_ Anderung aufgrund

T A molekulare .
Fluktuationen makroskopischer

gemittelte / Temperaturverteilung

Temperatur K

const., lokaler Wert der
makroskopischen Eigenschaft

Ly < Ly < Ls log(L)

Abbildung 1.8: Gemittelte Temperatur T in Abhéingigkeit von der
Langenskala L, die ein Maf fiir die Grofle des Mittelungsvolumens ist.

Kontinuumshypothese

Fluide koénnen als Kontinuum idealisiert werden,
dessen makroskopische Eigenschaften stetige (1.20)

Funktionen des Ortes sind.

Makroskopische Eigenschaften erfordern dabei die Mittelung iiber viele Molekiile.
Aus der Hypothese folgt, dass auch beliebig kleine Fluidvolumina definierte makro-
skopische Eigenschaften besitzen.

Fluidteilchen Als Fluidteilchen bezeichnen wir ein kleines fluidgefiilltes Volu-
men, das lokale makroskopische Eigenschaften besitzt.

Im Folgenden werden auf Basis der Kontinuumshypothese Strémungen mit Mitteln
der Kontinuumsmechanik beschrieben. Bereits gefundene Zusammenhinge wie
T = “% sind als phédnomenologische Gesetze gegeben, die nicht iiber molekulare
Betrachtungen abgeleitet werden. Beschreibungen fiir Stromungsvorgéinge werden
ab jetzt also durch die Bewegungsgleichungen fiir kontinuierliche Fluide geschehen.
Die folgenden 7 Variablen sind dafiir von Interesse:

EINLEITUNG



1.4. Die Rohrstrémung als einfithrendes Beispiel 11

e Geschwindigkeit , e Temperatur T,
e Druck p, e innere Energie e,
e Dichte p.

Das Ziel ist die Kenntnis dieser Variablen an jedem Ort zu jeder Zeit ¢. Dafiir
stehen folgende Gleichungen zur Verfiigung:

e Kontinuitatsgleichung
e Impulserhaltung (drei Richtungen)

Energieerhaltung = 7 Gleichungen.

thermische Zustandsgleichung

kalorische Zustandsgleichung

1.4 Die Rohrstromung als einfithrendes Beispiel

1.4.1 Hagen-Poiseuille-Gesetz

Wir wenden uns nun der Rohrstrémung zu und leiten das Hagen-Poiseuille-Gesetz
her. In Abbildung 1.9 ist dargestellt, wie die hier besprochene Rohrstromung
experimentell realisiert werden kann. Ein Reservoir verfiigt iiber einen Zulauf,
durch den eine Fliissigkeit einflieit und einen Uberlauf, der sicherstellt, dass der
Fliissigkeitsspiegel stets auf gleicher Hohe bleibt, also der Druck p, am Anfang des
Rohres konstant ist. Das gerade Rohr mit Radius R und Léange L beginnt im unteren
Bereich des Reservoirs, etwas iiber dem Boden, so dass dieser das Einstromen
nicht beeinflusst. Am Ende des horizontalen Rohres fliefit die Fliissigkeit in die
Atmosphére aus. Dort herrscht atmosphérischer Druck p,. Um die Stromung im
Rohr zu bestimmen, treffen wir folgende Annahmen:

e Stromung ist stationdr (Randbedingungen sind unabhéngig von der Zeit),

Dichte ist konstant (Fliissigkeit),

Stromung ist axialsymmetrisch (Geometrie axialsymmetrisch),

e Geschwindigkeit verlduft parallel zur Rohrachse, ist unabhéngig vom Ort x
entlang der Achse, also u = u(r),

Druck ist unabhéngig vom Radius, also p = p(z) (kleine hydrostatische
Druckunterschiede werden vernachléssigt).

EINLEITUNG
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Zulauf .
Uberlauf
~ L
~ ~
~ ~
x o
~ > ~
~ ,\,N ~ Atmosphire
~ ~ ’_\:\/
o
~ -~ f\,N JL¥
~~
~ ~ —_— — [ — — p— — —
Druck p, Pe

Abbildung 1.9: Rohrstromung: experimentelle Anordnung.

Auf die Fliissigkeit im Rohr wirken beschleunigende Druck- und verzégernde Rei-
bungskrifte. Um dies genauer zu untersuchen, denken wir uns ein Fliissigkeitsvolu-
men in der Form eines Hohlzylinders mit Radius r, Wandstérke 6r und kleiner
Lange [ (siehe Abbildung 1.10). Das Volumen des fliissigen Hohlzylinders liegt
axialsymmetrisch im Rohr und wird durchstromt.

Hohlzylinder

a) b)

Abbildung 1.10: Rohrstromung: Geometrie zur Kréftebilanz am Hohlzy-
linder. a) Anordnung eines Volumens in der Form eines gedachten koaxialen
Hohlzylinders im Rohr, b) Abschnitt des gedachten Hohlzylinders der Léange
[, mit Radius r und ,, Wanddicke“ dr.
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1.4. Die Rohrstrémung als einfithrendes Beispiel 13

Der Druck wirkt auf die beiden Stirnflichen des Hohlzylinders. Liegt eine Druck-
differenz zwischen den beiden Enden vor, so ergeben sich die Druckkrifte zu:

[p(z) = p(x +1)] - 277 0r = f% 127y ér. (1.21)

Die reibungsbedingten Schubspannungen wirken auf die innere und duflere Mantel-
fliche des Hohlzylinders. Die Spannungen werden durch die nicht zum Hohlzylinder
gehorende Fliissigkeit direkt neben den beiden Mantelflichen ausgeiibt. Dies ist
in Abbildung 1.11 fiir ein als beliebig angenommenes Geschwindigkeitsprofil u(r)
skizziert. Die schnellere Fliissigkeit zieht jeweils die langsamere mit sich. Umgekehrt
verzogert die langsamere Fliissigkeit die schnellere. Im Gleichgewicht sind die ent-
sprechenden Schubspannungen von gleichem Betrag, aber entgegengesetzt gerichtet
(vgl. Abbildung 1.11). Dies gilt getrennt fiir die innere und duflere Mantelfléiche.
Die Schubspannungen sind hier jeweils leicht versetzt gezeichnet, um anzudeuten,
auf welchen Bereich sie wirken. Die Schubspannungen verursachen entgegengesetzte
Tangentialkréifte F' auf der inneren und duleren Mantelfldche:

F(r)=7(r)2nrl = ,u%?ﬂ'rl. (1.22)
T

Falls die Schubspannungen an den beiden Mantelflichen betragsméfig unterschied-
lich grof sind, wirkt eine Tangentialkraft AF auf die Fliissigkeit im Volumen des
Hohlzylinders:

AF =F(r+dér)—F(r)= %(57“ = % (ujjf%rrl) or. (1.23)

r+drig M/

x, u(r)

Abbildung 1.11: Reibungsspannungen (Schubspannungen), die
an den Mantelflachen des gedachten Hohlzylinders wirken.
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Dies ist eine Reibungskraft. Die Reibungskraft hingt von der zweiten Ableitung
der Geschwindigkeit nach dem Radius ab. Dies gilt allgemeiner auch in anderen
Stromungen.

Im stationéren Fall stellt sich ein Kréftegleichgewicht zwischen Druck- und Rei-
bungskriften ein, es folgt fiir die radiusabhéngige Geschwindigkeit u:

d du dp
+Ap o </t o m’l) or dxl mrér =0 (1.24)
:>«()—7n2 dp+A1 + B (1.25)
u(r) = 1 e ogr . .

Zur Bestimmung der Integrationskonstanten A und B verwenden wir die folgen-
denden Bedingungen:

e Geschwindigkeit endlich beir =0 = A =0,

e bei r = R muss u(r = R) = 0 gelten (wegen der Haftbedingung)
= B = —R2/4u . dp/daxc,

| u(r) = —ig (R —1?). (1.26)

Diskussion

i) Fiir den Druckgradienten gilt:

dp 1
a = _4IMU(7")W, (127)
linke Seite unabhéngig von r . .
. . = beide Seiten konstant
rechte Seite unabhéngig von x
dp  pe—pa 4
= | = == 7 linearer Druckabfall. 1.28
i T (1.28)

Hierbei bezeichnen p, und p, den Druck am Anfang respektive Ende des
betrachteten Bereiches.

ii) Geschwindigkeitsprofil:

1 a — Pe . .
u(r) = @p i P (R*—r*), | Rotationsparaboloid. (1.29)
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1.4. Die Rohrstrémung als einfithrendes Beispiel 15

Diese Aussagen gelten genau genommen nur weit entfernt von den Rohrenden.
Insbesondere beim Einstromen in das Rohr verhélt es sich anders. Anfangs liegt
ein fast rechteckiges Geschwindigkeitsprofil vor. In der Rohrmitte herrscht eine
konstante Geschwindigkeit. Aufgrund der Haftbedingung verschwindet die Ge-
schwindigkeit an der Rohrwand. Dies fiithrt zu einer Verzégerung benachbarter
Fluidschichten. Da der Volumenstrom konstant bleibt (stationére, inkompressible
Stromung), erhoht sich in Richtung stromab gleichzeitig die Geschwindigkeit in
der Rohrmitte. Dies ist in Abbildung 1.12 skizziert. Der Ubergangsbereich (in
radialer Richtung) von Geschwindigkeit null am Rand zum Bereich mit konstanter
Geschwindigkeit in der Rohrmitte wird stromab immer grofler, bis er das ganze
Rohr ausfiillt. Solche Gebiete, in denen die Geschwindigkeit von null an einer Wand
auf eine Fernfeld-Geschwindigkeit anwéchst, findet man an allen iiberstromten
festen Oberfldchen. Sie werden Reibungs- oder Grenzschicht genannt.

u
Le max
< : o

2R

ausgebildete
Rohrstréomung

Einlaufstrecke/ -strémung

Abbildung 1.12: Einlaufstromung einer Rohrstromung: Geschwindigkeitspro-
file fiir verschiedene Absténde vom Rohranfang — Entwicklung der anfangs
iitber den Rohrquerschnitt nahezu konstanten Geschwindigkeit in ein Profil von
der Form eines Rotationsparaboloids.

Den Durchfluss oder Volumenstrom @ (Volumen pro Zeit) erhélt man durch Inte-
gration der Geschwindigkeit (nach Gleichung (1.29)) iiber die Querschnittsfléche:

Hagen-Poiseuille-Gesetz

R —
Q= /0 dr u(r)2nr = &pa 7 Pe pa, (1.30)

Diskussion

i) Q o< R*: kleine Anderungen des Radius haben grofie Wirkung auf den
Durchfluss (z.B. in elastischen Blutgefafien),
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ii) mittlere Durchflussgeschwindigkeit :

RN e
mR?> 8u L

1 max
R = Sulr=0) = —“2 : (1.31)

iii) Zéhigkeitsbestimmungen kénnen itber Durchflussmessungen durchgefiihrt
werden,

iv) Hagen-Poiseuille-Gesetz wird experimentell erfiillt — Haftbedingung bestétigt.

Rohrstromungen erfiillen nicht immer das Hagen-Poiseuille-Gesetz. Theo-
retisch und praktisch gibt es andere Stromungsformen. Rohrstromungen verlaufen
dann nicht mehr zwangsweise parallel; es sind auch wirbelnde Mischbewegungen
moglich. In diesem Fall verliert der gefundene Zusammenhang ) o Ap/L seine
Richtigkeit. Es gilt dann:

Ap\ 7

0 x (Lp> . n~15-20 (1.32)
Diese unterschiedlichen Stromungsformen, die im Fall der Rohrstrémung mit ver-
schiedenen Durchflussgesetzen gekoppelt sind, treten auch sonst in der Strémungs-
mechanik auf. Man unterscheidet:

e glatte” Bewegungen (parallele Stromung im Rohr) — laminare Strémung
(lat. lamina: Schicht),

e  wirbelnde“ Mischbewegungen — turbulente Strémung (lat. turbulentia:
Angst, Unruhe, Verwirrung).

Die hier eingefithrten Begriffe gelten allgemein.

1.4.2 Ahnlichkeit

Der folgende Abschnitt widmet sich Ahnlichkeitsbetrachtungen. Diese erméglichen
z.B. die Untersuchung von strémungsmechanischen Vorgédngen an kleinen Mo-
dellen, aus denen dann auf die Vorgéinge bei der Umstromung in Originalgrofie
geschlossen werden kann. Dabei ist zu berticksichtigen, wie verschiedene Kréfte
(z.B. Widerstand, Auftrieb) auf umstromte Korper wirken. Man unterscheidet in
diesem Kontext zwischen zwei Arten von Ahnlichkeit:

e geometrische Ahnlichkeit, die sich ausschlieBlich auf die geometrische
Eigenschaften des Problems bezieht,

e dynamische Ahnlichkeit, die ein #hnliches Verhalten von Kriften betrifft.

Im Allgemeinen sind die einzelnen wirkenden Kréfte nicht immer bekannt, aber
abhéngig von experimentellen Parametern. Wir betrachten dies wieder am Beispiel
der Rohrstrémung. Dort hatten wir die Parameter:

w, p, R, L, Ap=p, — p. und @. (1.33)

EINLEITUNG



1.4. Die Rohrstrémung als einfithrendes Beispiel 17

Frage: Ist die Rohrstromung laminar oder turbulent? Die Antwort auf
diese Frage sollte nicht von speziell gewdhlten Dimensionen abhéngen, die Wahl
der Einheiten also keine Rolle spielen. Die physikalische Erwartung ist, dass «
direkt vom Druckgradienten, also (p, — pe)/L , abhéngt. Daher wird im Folgenden
allein @ und nicht (p, — p.)/L beriicksichtigt. Fiir geniigend lange Rohre erwarten
wir weiterhin, dass L keine Rolle spielt (bei gegebenem Druckgradienten). Die
Dimensionen der oben genannten Parameter lauten wie folgt:

Masse _ Masse _ Lénge

[R]=Linge,  [a] = o

1] . (1.34)

= Zeit - Linge’ P Lénge®’

Osborne Reynolds hat aus diesen Parametern eine dimensionslose Groe geformt,
die nach ihm benannte Reynolds-Zahl Re:

Reynolds-Zahl

_ pu2R  u2R

Re : 1.35
e P2 (1.35)

Experimentell fand er, dass die Rohrstromung bei kleinen Reynolds-Zahlen laminar
und bei grofen turbulent verlduft. Der Ubergang erfolgt bei Re ~ 2 - 10% bis 10°.
Der genaue Wert hingt von Feinheiten des experimentellen Aufbaus und von
Storungen in der Zustromung ab.

Auch in anderen Stromungsfillen erméglicht die Reynolds-Zahl abzuschétzen, ob ei-
ne Stromung laminar oder turbulent ist. Bei geometrisch dhnlichen Féllen geschieht
der Ubergang von laminarer zu turbulenter Stromung dann bei gleicher Reynolds-
Zahl. Der kritische Wert der Reynolds-Zahl hingt dabei vom jeweiligen Problem
ab. Es gibt viele weitere solche dimensionslose Grofien in der Stromungsmechanik.
Sie werden Kennzahlen genannt und aus Groflen gebildet, die fiir das Problem
charakteristisch sind.

Frage: Welcher Druckgradient wird fiir einen bestimmten Durchfluss
benstigt? Wir betrachten den Fall, dass R = const. Dann gilt fiir den Durchfluss
durch das Rohr:

Q x @ x Re. (1.36)

Der Durchfluss lidsst sich also als Funktion von der Reynolds-Zahl ausdriicken. Die
Reynolds-Zahl ist damit auch ein Maf fiir den Durchfluss.

e laminar:

_ pu2R a=0/~R? inR HPo P p3Pa — Pe (1.37)

R Lop
‘ I TR? p 42 L
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= fiir laminare Stromungen gilt:

Pa — De
—— X Re.
I X e

e turbulent (empirisch):

Pa — Pe ]
—— x Re" v~ 1,5 —2,0.
I X fve, n , s

(1.38)

(1.39)

Abbildung 1.13 zeigt in doppeltlogarithmischer Darstellung den Zusammenhang
zwischen der Reynolds-Zahl (o Durchfluss) und dem dimensionslosen Druckgradi-
enten. Es sei darauf hingewiesen, dass hier der Druckgradient ohne Verwendung
der Geschwindigkeit skaliert wurde, da diese direkt mit dem Durchfluss zusammen
hangt (oft wird in der Stromungsmechanik jedoch die Geschwindigkeit bei der

Skalierung von Driicken verwendet).

P1—pP2,3 P
A'°g <LR 4;;)

turbulent

laminar

‘ >
Rewrit log(Re)

Abbildung 1.13: Rohrstrémung: dimensionsloser Druckgra-
dient als Funktion der Reynolds-Zahl.
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Kapitel 2

Statik

In der Statik befassen wir uns mit der Druckverteilung in ,,schweren* Fluiden, also
in Fluiden unter der Wirkung der Schwerkraft. Die Fluide befinden sich dabei im
Ruhezustand. Man spricht gelegentlich auch von Hydrostatik, wenn es sich um
Fliissigkeiten, und von Aerostatik, wenn es sich um Gase (insbesondere Luft)

handelt.

2.1 Spannungszustand in ruhenden Fluiden

Zunachst untersuchen wir die Richtungs-
abhéngigkeit des Spannungszustands in
einem ruhenden Fluid. Dazu betrach-
ten wir ein Prisma, dessen Stirnflichen
orthogonal zu den Prismenkanten ste-
hen. Abbildung 2.1 zeigt die Seitenan-
sicht des Prismas und die verwende-
ten Groflenbezeichnungen fiir die Kan-
tenlingen und die Normalspannungen p,,, p,
und p, (beachte: im Ruhezustand wir-
ken keine Tangentialspannungen). Auf
das Prisma wirken Volumen- und Ober-
flichenkrifte:

e Volumenkrifte: Volumenkrifte, zum
Beispiel die Schwerkraft, skalieren mit
dem Volumeninhalt des betrachteten
Korpers. Im Fall der Schwerkraft er-
gibt das mit der Schwerebeschleuni-

19

Pa

dx
by

Abbildung 2.1: Prisma mit Nor-
malspannungen.
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gung ¢ und der Dichte p den folgenden Zusammenhang:

1
59p drdydz o< dadydz, (2.1)

e Oberflichenkrifte: Hier betrachten wir nur Ruhezustéinde, weshalb die
tangential zur Oberfliche wirkenden Reibungsspannungen verschwinden, es
treten nur die Normalspannungen p,, p, und p, auf. Exemplarisch geben wir
die Kraft auf die linke Seite an:

pedydz o< dydz. (2.2)

Folgerungen

e Oberfléchenkréfte sind eine Gréfenordnung
grofer als Volumenkréfte. Fiir verschwin-

Y 5
dendes Prismenvolumen verschwinden Volu- 0 (}65 g_
menkrifte schneller als Oberflichenkrifte. e

e Im Gleichgewicht gilt daher fir ver- pdydz

schwindendes Prismenvolumen, dass be-

reits die vektorielle Summe allein der Ober- Abbildung 2.2: Krifte-
flachenkrifte Null sein muss. gleichgewicht am Prisma:
Kréftedreieck #hnlich zum
Prismenquerschnitt aus Ab-
bildung 2.1.

e Die Oberflichenkrifte stehen jeweils senk-
recht auf den Oberflichen, daher &hnelt das
Kriftedreieck der Oberflachenkrifte dem
Prismenquerschnitt (siehe Abbildung 2.2).

e Die Oberflachenkrifte sind proportional zu den jeweiligen Flichen, daraus
folgt: Die Normalspannungen sind auf allen Prismenseiten gleich.

An einem Ort in einem ruhenden Fluid sind die Normalspannun-
gen in jede Richtung gleich grof§ (Pascal).

e Im Ruhezustand geniigt eine einzige Grofle zur Angabe des Spannungszu-
standes an einem Ort. Dies ist der Druck:

N

Druck p| = Pa= —.
ruck p, [p] a=

(2.3)

Dies gilt auch in reibungsfrei stromenden Fluiden, da in diesen keine Reibungs-
spannungen, insbesondere keine Tangentialspannungen, wirken und damit alle hier
getroffenen Annahmen ebenfalls erfiillt sind.
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2.2 Hydrostatischer Druck

Als néchstes untersuchen wir den Einfluss einer Volumenkraft auf die Druckvertei-
lung in einem ruhenden Fluid. Als Beispiel wihlen wir die in negativer z-Richtung
wirkende Schwerkraft. Dazu betrachten wir die Kréfte, die auf ein in dem ruhenden
Fluid liegendes Fluidvolumen in der Gestalt eines Zylinders wirken. Dies tun wir
zum einen fiir ein Zylindervolumen mit horizontaler Achse (senkrecht zur z-Achse)
und zum anderen fiir einen Zylinder mit Achse in z-Richtung.

Horizontaler Zylinder Betrachtet wird ein horizontal orientierter Zylinder, wie
er in Abbildung 2.3 dargestellt ist. Auf den Zylinder wirkt die Schwerkraft als
Volumenkraft in z-Richtung. Die Driicke p; und ps, die eine Kraft in 2-Richtung
auf die kreisformigen Stirnflichen ausiiben, sind gleich groff. Begriindung;:

e Druckkriifte auf den Zylindermantel und die Schwerkraft haben keine Kom-
ponente in z-Richtung,
= die Druckkrifte auf die Stirnflichen heben sich auf.

e Fiir verschwindende Querschnittsfliche folgt p; = py = p. Dies gilt auch fiir
andere horizontale Orientierungen:

o _o P _ _
== 5, =0 Fr=p) (2:4)
z
P P2
g
X

Abbildung 2.3: Horizontaler Zylinder.

Vertikaler Zylinder Am vertikalen Zylinder des Volumens dV = dA- dz liefert
das Gleichgewicht von Druck- und Volumenkriften (vgl. Abbildung 2.4):

dp, Fav
[p(z) — p(z + dz2)] = —adz =91 = pgdz. (2.5)

STATIK
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Hier bezeichnet F' = pg eine spezifische Kraft, ge-
z nauer eine Kraft pro Volumen. Die Verwendung
spezifischer Kréfte ist in der Stromungsmechanik
iiblich, da i.A. keine festen Volumina mit definier-
ten Massen betrachtet werden. Fiir die Anderung

z+dzy des Drucks in z-Richtung ergibt sich schliefilich:
dp
. L= (2.6)
g
21 bzw.

AL dA p(2) =po— / pgdz,  po=p(z0). | (2.7)

Querschnitts- 0

flache .
Falls die Dichte p als konstant angenommen wer-
den kann, vereinfacht sich der Ausdruck zu
Abbildung 2.4: Vertikaler p(2) =po — pg(z — 2)- (2.8)

Zylinder. Die Schwerkraft verursacht einen allseitig rich-

tungslosen Druck, der linear nach unten zunimmt.

In unserem Beispiel gilt:

8p70 apio dp

Zr £ = = = —pgq. 2.9
=" 9,0 5= (2.9)
Allgemein gilt im Gleichgewicht mit einer Kraft F (pro Volumen) entsprechend:
F,
Vp=F=| F, |. (2.10)
F.
Fiir den Druck als stetig differenzierbare Funktion des Ortes gilt:
9*p 9?p
= . 2.11
0xdy  Oyox’ e (211)
oF, OF,
oxr  dy
L N ) (2.12)
y 0z
or, Or.
0z Oz

Das Vektorfeld F ist also ein konservatives Kraftfeld, denn mit der Vektoridentitét
rot (gradu) = 0 folgt, dass es ein Potential U gibt mit VU = F. Somit gilt:

gradU = gradp bzw. U — p = const. (2.13)
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2.2. Hydrostatischer Druck 23

In ruhenden Fluiden ist Gleichgewicht nur mdglich, falls die &ufleren
Krafte konservativ sind, also ein Potential U haben.

2.2.1 Beispiele

i) kommunizierende Réhren:
Der Druck héngt nur von z ab,
die Fliissigkeitsspiegel liegen auf
gleicher Hohe.

Po Po

ii) Pascal’sches (hydrostati- “A

sches) Paradoxon: 1

Druck am Gefalboden héngt nur

von Fliissigkeitshohe ab. Bei glei-

cher Fliissigkeitshohe und Stem- p

pelfliche A ist gleiche Kraft F’ 1

erforderlich, um Stempel zu hal- A T
p-

ten. F=

A

iii) Barometer:
Vorstellung vor dem 17. Jahrhun-

dert: = l ,Vide dans
Die Natur ,scheut* das Vaku- h (II_Z;’::?”

um (horror vacui), deshalb steigt L |'der Leere)
Quecksilber im Barometer. Die ~o =~ ~ |- Pascal (1647)
Steighche wird als Maf3 der Scheu /q N‘;' -~

gesehen. Luft -~

Pascal (1647): experimentiert mit ~ @ - _ ~~~~ ~

zwei Barometern. Das zweite ~Z~ o~ o~
wird im evakuierten Raum des

ersten platziert. Nach Luftzufuhr

in den leeren Raum des ersten Barometers beginnen sich die anfianglich glei-
chen Schenkelhthen im zweiten Barometer zu unterscheiden. Pascal zeigt: Es
ist der Luftdruck - nicht der horror vacui - der das Quecksilber im Barometer
steigen lésst.
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iv) Auftrieb:

Auftrieb: Kraft, die ein un-

tergetauchter Korper —durch

Fliissigkeitsdriicke erfahrt.

Gedankliche Vorgehensweise:

e crsetze Korper durch Fliissig-
keit,

e Fliissigkeit im Gleichgewicht
= resultierende Druckkraft F,
entspricht der Volumenkraft,
Fy=paVy,

e betrachte Fliissigkeit als erstarrt. Es gilt weiterhin: Fj, = pgVyg,

e crsetze ,erstarrtes® Volumen durch Kérper anderer Dichte. Weiterhin gilt:

F,=paVg.

FEin in eine Fliissigkeit eingetauchter Korper verliert so viel seines
Gewichts, wie die verdrangte Fliissigkeit wiegt (Archimedes).

2.3 Druckverteilung in der Atmosphére

Wir betrachten hier den unteren Teil der Atmosphére, die Troposphire. An
den Polen ist diese etwa 7 km hoch, am Aquator circa 14 km. In diesem Bereich
beobachtet man folgenden Zusammenhang zwischen Druck und Dichte:

pp~ " = const = popy ", ,polytrope Atmosphire”. (2.14)

Hierbei bezeichnet der Index 0 einen Bezugszustand und n den Polytropenexpo-
nenten mit n ~ 1, 2. Fiir andere Werte von n ergeben sich z.B.:

e n = 1: isotherme Schichtung (Boyle-Mariotte),

e n = ¢,/cy: adiabatische Schichtung. Hierbei bezeichnen ¢, und ¢y die spezi-
fischen Warmekapazititen bei konstantem Druck bzw. konstantem Volumen.

AuBerdem gilt die thermische Zustandsgleichung:
p = pRT. (2.15)

R ist die spezifische Gaskonstante. Fiir mittelfeuchte Luft betrigt ihr Wert in
etwa R ~ 288 % T bezeichnet die absolute Temperatur. Elimination von p aus
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2.3. Druckverteilung in der Atmosphére 25

Gleichung (2.14) mithilfe der thermischen Zustandsgleichung erlaubt eine Aussage
itber den Zusammenhang zwischen Druck und Temperatur in der Atmosphére:

—n p - —n 3 n —n 7 n
pp " =p (ﬁ) =p'"R"T" = py "R"Ty (2.16)
T nt T\ 7ot
N _<P> , p_<> . (2.17)
To Do Do To
Das totale Differential des Drucks liefert:
d TN dT
@_ (L) e (2.18)
po  n—1\Tp Ty
dp Py pog (T\™
E : e — 2 87 2 . 2.19
S dz r Zutsltlzexﬁl(lilégl RT RTO TO ( )

Vergleich von Gleichung (2.18) und (2.19) liefert:

dT n—1g
0 Ea 2.2
dz n R (2:20)
n—1
= TZTofnn %(Z*Zo), T():T(Z:O)' (2'21)

Wir halten fest, dass die Temperatur linear nach oben hin abnimmt, der sich
ergebende Temperaturabfall kann nun berechnet werden:

e n = 1,2, polytrope Schichtung: AT ~ 0,6K auf 100m,

e n = 1,4, adiabatische Schichtung: AT ~ 1K auf 100m.

Mit T'/Ty nach Gleichung (2.21) folgt aus Gleichung (2.16):

p T) [ n—1 g =
e = 1= (2 — z . 2.22
M <TO (2 — 2) (2.22)

Fiir kleine Az = z — 25 kann die Atmosphére lokal als isotherm betrachtet werden.
Dann gilt:

p_p dp p
P_P o P = _pty (2.23)
Po  Po dz Po
d
- PPy, (2.24)
p Po
=2 —exp (—pog(z - z0)> : (2.25)
Po Po
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Mit der Definition der Skalenhdhe (scale height) H,
o= (2.26)
Pog
(auf der Erdoberfliche H ~ 8000 m) ergibt sich die barometrische Héohenformel:

[ \

| Barometrische Hohenformel |

p 2= %0
— =ex — . 2.27
" p( - ) (2.27)

Uber einen Hohenunterschied von Az = H fillt der Druck um 1/e. Sind die
Hohenunterschiede z — 2 klein, so ldsst sich die Exponentialfunktion iiber Reihen-
entwicklung bis zum linearen Term anndhern (e* ~ 1 + z):

p Z— %
Po H ( )
PR po— pog(z — 20)- (2.29)

Dies entspricht der hydrostatischen Druckverteilung in Fluiden konstanter Dichte.

2.3.1 Stabilitiat in der Atmosphire

Nachdem der Druckverlauf in der Atmo- 5
sphére bestimmt wurde, bleibt zu untersu- A
chen, ob Schichtungen in der Atmosphére 21 P2, 2.pol
stabil sind. Ausgangspunkt ist die Situa-

tion in Abbildung 2.5, in der eine Luft-
masse aus einer niedrigen in eine héhere
Luftschicht gehoben wird. Solche Verschie- Auslenkung
bungen treten aufgrund von Windbéen einer
in der Natur auf. Da diese Prozesse ver- Luftmasse

gleichsweise schnell von statten gehen, fin-
det praktisch kein Wérmeaustausch statt,

d.h., die Zustandsinderung ist adiaba- 7l P1, P1pol = P1
tisch. Fiir Stabilitdt gentigt es nicht, dass

die Dichte der Luft nach oben abnimmt.
Stabil ist die Atmosphére nur, wenn ei-

ad = adiabatisch

. . . ol = polytro
ne aufsteigende Luftmasse nach adiabati- P POlytrop
scher Zustandsdnderung am neuen Ort Abbildung 2.5: Auslenkung einer
2y eine groBere Dichte pyaq besitzt als Luftmasse von einer niedrigeren in

die umgebende polytrop geschichtete Luft eine hohere Luftschicht.
(Dichte papor):

Stabilitat fiir P2,ad. > P2,pol.s
Instabilitit P2,ad. < P2,pol.-
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2.3. Druckverteilung in der Atmosphére 27

Der Druckausgleich ist ein schneller Prozess, so dass auch in der nach oben verla-
gerten Luftmasse der zur Hohe z3 gehdrende atmosphérische Druck p, herrscht.
Damit erhélt man fiir die Dichten in polytroper (atmosphérischer) Schichtung bzw.
bei adiabatischer Zustandsinderung (Boe):

1
polytrop: Papol. _ <p2> , (2.30)
P1 p1
1
adiabatisch: Prad _ <p2> , K= C—p7 (2.31)
P1 P Cv

wobei k den Adiabatenkoeffizienten bezeichnet. Der Vergleich liefert:

x—n

11 5
P2pol. _ (])2> _ (pz) - (2.32)
P2,ad. P1 P1

Falls pa/p1 < 1 folgt pa, aq > papo fiir & > n. Stabilitit liegt also vor, falls n < k.
Dies ist insbesondere der Fall fiir:

e n = 1: isotherme Atmosphére,

e n < 1: mit Gleichung (2.21) folgt d7'/dz > 0, also Temperaturzunahme nach
oben (Inversion). Dies kann an kalten Wintertagen auftreten und fithrt zu
besonders stabilen Verhéltnissen. Aufsteigender Rauch steigt beispielsweise
nicht iiber eine gewisse Hohe, sondern wird wie von einem unsichtbaren
Deckel in den unteren Luftschichten gehalten, vgl. Abbildung 2.6. In Stddten
macht sich das als Smog bemerkbar.

Abbildung 2.6: Inversion bei Lochcarron, Schottland, (JohanTheGhost,
CC BY-SA 3.0, via Wikimedia Commons).
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Kapitel 3

Kinematik

Die Kinematik dient der Beschreibung von Bewegungsformen in strémenden Flui-
den, ohne dabei die Krifte, die diese Bewegungen verursachen, zu beriicksichtigen.
Dabei spielen vor allem Ort, Zeit und Geschwindigkeit eine wichtige Rolle. Es
werden verschiedene Schreibweisen verwendet;:

x
Ortsvektor: =1\ vy |, Koordinaten z,y,z auch als z;, i = 1,2, 3,
z
(3.1)
u
Geschwindigkeit: @ = [ v |, Komponenten u,v,w auch als u;, i =1,2,3.
w
(3.2)

AuBerdem werden gelegentlich Ableitungen in Kurzform dargestellt und die einfache
Form der Einstein’schen Summenkonvention verwendet, z.B.:

du v Ow 3
diva’:va:%+6fy+£:amu+ayv+azw:;

6u,-

3.1 Betrachtungsweisen

3.1.1 Euler- und Lagrange-Koordinaten

Stromungen lassen sich aus verschiedener Sicht beschreiben. Zum einen kann man
verfolgen, wie sich die Eigenschaften (z.B. Ort, Geschwindigkeit) einzelner Fluid-
teilchen dndern, wéhrend sich diese mit der Stromung mitbewegen. Dies ist die
Lagrange’sche Betrachtungsweise. Zum anderen kann man die Vorgénge im
Stromungsfeld von einem festen Ort aus beobachten. Dies ist die Euler’sche Be-
trachtungsweise. Die beiden Betrachtungsweisen sind in Abbildung 3.1 skizziert
und wie folgt charakterisiert:
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30 KAPITEL 3

i Lagrange

f Euler

ly

X

Abbildung 3.1: Boot treibt mit der Stromung: Euler’sche (hier stati-
ondre Stromung) und Lagrange’sche Betrachtungsweise (hier instati-
onére Stromung).

Lagrange’sche Betrachtungsweise:

e Vorgehensweise wie in der Punktmechanik, einzelne Fluidteilchen werden
verfolgt,

e Kennzeichnung iitber Nummerierungskoordinaten ay, k = 1,2, 3 (diese werden
auch Lagrange-Koordinaten genannt und kénnen z.B. durch den Ort des
Fluidteilchens zu einer bestimmten Zeit ¢, gegeben sein),

e Ort x; = x;(ag, t), Druck p = p(a, t), Dichte p = p(ay, t),

e Geschwindigkeit gegeben durch lokale Zeitableitung: w; = 0; z;(ag, t)
= rdumliche Gradienten sind nicht sofort klar, werden aber gebraucht, z.B.
Oyu bei der Bestimmung von Schubspannungen (7 = p dyu).

Euler’sche Betrachtungsweise:
e Vorgehensweise entspricht der in der Feldtheorie iiblichen,
e am Ort z; zur Zeit t: up = ug(z4,t), p = p(a;, t), p = p(a;, t).

Stromungen konnen stationér oder instationér sein. Wir betrachten dazu Abbil-
dung 3.2. Es gibt zwei verschiedene Euler’sche Betrachtungsweisen:

e BEuler auf dem Boot: sieht stationéres Wellensystem,

e Fuler am Ufer: sieht instationédres Wellensystem.

Eine Stromung ist stationér < es gibt keine Zeitabhingigkeit
im Euler’schen Koordinatensystem.
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e

Abbildung 3.2: Zwei Beobachter in Euler’schen Koordinaten: Einer
am Ufer und einer auf dem fahrenden wellenerzeugenden Boot.

3.1.2 Bahn-, Strom- und Streichlinien

Bewegungen in Stromungsfeldern kénnen iitber Bahn-, Strom- und Streichlinien
beschrieben werden. Abbildung 3.3 zeigt den Unterschied zwischen diesen Linien
am Beispiel von aus einem Schornstein austretendem Rauch bei nachlassendem
Wind. Im Folgenden werden die einzelnen Linienarten erlautert.

Wind (ldsst nach)
E—

——— Bahnlinie, Start zur Zeit @

----- Streichlinie zur Zeit

—-—-= Stromlinie, tangential an Bahnlinien zum
betrachteten Zeitpunkt ¢ = t3

Abbildung 3.3: Darstellung von Bahn-, Strom- und Streichlinien am Beispiel
von aus einem Schornstein austretendem Rauch bei nachlassendem Wind.

Bahnlinien (path lines) sind Trajektorien von Fluidteilchen. Man erhilt sie
quasi als Zeitaufnahme eines Fluidteilchens. Praktisch lésst sich dies durch Zufiigen
kleiner Teilchen realisieren, die der Stromung nahezu tragheitslos folgen. Beachte:
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Fluidteilchen, die zu verschiedenen Zeiten denselben Ort passieren, kénnen unter-
schiedliche Bahnlinien durchlaufen.

Stromlinien (stream lines) sind Integralkurven des momentanen Geschwindig-
keitsfeldes. Jedes Linienelement ds = (dz, dy, dz)T der Stromlinie ist parallel zum
lokalen Geschwindigkeitsvektor (%, t). Deshalb gilt:

o d d d
dixi=0=| LY _ & ger w:v:w=dzr: dy: dz. (3.4)
w

Beachte: Stromlinien konnen sich nicht schneiden.

Streichlinien (streak lines) geometrischer Ort aller Fluidteilchen, die in einem
betrachteten Zeitintervall einen bestimmten Ort passiert haben. Im Beispiel der
Abbildung 3.2 ist dies die sichtbare Rauchfahne. Da hier ein nachlassender Wind
angenommen wurde, steigt hier die Rauchfahne mit der Zeit.

Beachte: Wenn an einem Ort der Stromung Teilchen zugefithrt werden, um den
Verlauf der Strémung zu visualisieren (z.B. ein Tintenfaden in die Rohrstromung),
so sieht man immer die Streichlinien. Es gilt:

In stationdrer Stromung sind Bahn-, Strom- und Streichlinien identisch.

Stromréhren (stream tubes) Die Ober-
fliche einer Stromrohre wird von allen
Stromlinien gebildet, die durch eine ganz
im Fluid liegende, geschlossene Kurve C' ver-
laufen (vgl. Abbildung 3.4).
g Stromfaden (stream filaments) entspre-
chen Stromrohren mit verschwindend klei-
Abbildung 3.4: Stromrdhre, C ner Querschnittsfliche, sodass der Zustand
ist die generierende geschlossene der Stromung auf der Querschnittsfliche als
Kurve. konstant angenommen werden kann.

Die eine Stromrohre oder einen Stromfaden begrenzenden Stromlinien kénnen
sich nicht schneiden. In stationérer Stromung liefert die Bedingung der Massen-
erhaltung fiir kleine Querschnitte (iiber die hinweg der Zustand als konstant
angesehen werden kann):

p1u151 = pQUQSQ = const. (35)
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In inkompressibler Strémung (p = const) folgt

1
u151 = UQSQ = U X g (36)

Aus einem Stromlinienbild einer inkompressiblen Stromung kann man daher fol-
gendes ableiten:

e konvergierende Stromlinien: Stromung wird beschleunigt

e divergierende Stromlinien: Stromung wird verzogert

3.1.3 Substantielle Zeitableitung

In Euler’schen Koordinaten wird die zeitliche Anderung einer physikalischen GréBe,
z.B. der Temperatur T, am Ort z; gesucht. In einem Stromungsfeld muss man
dabei unterscheiden zwischen der Anderung der Temperatur eines Fluidteilchens

e in seiner augenblicklichen Umgebung,
e weil das Fluidteilchen in ein Gebiet mit anderer Temperatur kommt.

Dies wird im Folgenden zuerst fiir skalare und dann fiir vektorielle Grofien gezeigt.
i) skalare Groflen, z.B. die Temperatur 7'(z;,t): die Ableitung erhélt man tiber

die totale Zeitableitung, wobei zu beachten ist, dass die zeitliche Anderung
des Ortes gerade der Geschwindigkeit entspricht:

dT(x,t) _ 0T  ~0OTdn; _ OT z":al
dt ot — Qw; dt ot — du;

- (3.7)

Gleichung (3.8) zeigt die Zeitableitung auch einmal in bequemer Index-
schreibweise mit Summenkonvention. Dies ist die substantielle Zeitableitung
(material oder substantial derivative). Sie setzt sich aus lokaler und konvek-
tiver Zeitableitung zusammen und wird nach Stokes auch (vor allem in der
englischen Literatur) mit D7/D¢ bezeichnet:

Substantielle Zeitableitung

dr  or | DT
E—E—Q—u-gradT—.

—. (3.9)
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i) vektorielle GroBen, z.B. ein Vektor B = (by, by, bs)™: Hier folgt fiir die einzel-
nen Komponenten analog:

db
Ttl = Oiby + 1 - grad by, u.s.w., also (3.10)
dB ﬂ .

Beachte: (@ - grad)é entspricht bis auf Normierung der Richtungsableitung
von B in Richtung . Fiir den Spezialfall B = « erhilt man die

Substantielle Beschleunigung

da L L @\ .
e Oyl + (u grad) @ = Oy + grad 5 ) —Ux rot 1. (3.12)

Auf der rechten Seite wurde der Term (@ grad) @ noch mittels einer vektori-
ellen Identitdt in eine spéter gelegentlich verwendete Form umgewandelt.
Die substantielle Beschleunigung geht in die Bewegungsgleichungen der Stré-
mungsmechanik ein. Sie hingt, wie Gleichung (3.12) zeigt, in nichtlinearer
Weise von der Geschwindigkeit « ab. Dies gestaltet die Losung der Gleichungen
oft schwierig.

3.2 Kontinuititsgleichung und Stromfunktion

Reynolds’sches Transporttheorem (RTT) Zur Herleitung der Kontinuitéts-

gleichung betrachten wir zunéchst ganz allgemein, wie sich eine in einem zeitlich

variablen Kontrollvolumen befindliche exten-

A sive GroBle mit der Zeit #ndert. In der

/ Stromungsmechanik sind als extensive Grofien

Masse, Impuls und Energie von Interesse. Zu-

gehorige intensive Groflen sind die Massen-,

Impuls- und Energiedichte (hier jeweils bezo-

gen auf das Volumen). Man erhélt die extensive

Grofle durch Integration der zugehorigen inten-

- siven Grofle y iiber ein Kontrollvolumen. Die

b zeitliche Anderung der extensiven Groe zu ei-
ner Zeit ty ist dann gegeben durch:

Sy

Abbildung 3.5: Kontroll-

volumen V() mit Ober- d

fliche A(t), sowie Ober- dt xav. (3.13)
flaichenelement dA mit Nor- V(t)

m.aler}vek tor 7 und Geschwin- Es gibt zwei Beitriige, die zu einer Anderung der
digkeit b.

extensiven Grofie beitragen:
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e /o1 dV: Anderungsrate im Volumenelement dV zur Zeit to,

° Xl; -7t dA: Anderungsrate aufgrund der sich mit Geschwindigkeit b bewegenden
Oberflache (vgl. Abbildung 3.5).

Im Rahmen der Strémungsmechanik interessiert die zeitliche Anderung von Ei-
genschaften einer definierten Fluidmasse. Wir betrachten deshalb im Folgenden
Kontrollvolumina, die materiell gebunden sind. Die Oberfléche eines solchen Volu-
mens bewegt sich mit der lokalen Stromungsgeschwindigkeit, d.h., b = . Fiir die
zeitliche Anderung der extensiven GréBe ergibt sich damit ein Zusammenhang, der
bekannt ist als

Reynolds’sches Transporttheorem

xdV = / XdV+/x i dA. (3.14)
V(t) A(t)

Die Integrationsgrenzen der Integrale auf der rechten Seite der Gleichung (3.14)
unterliegen nicht mehr der Zeitableitung. Daher kénnen wir das Kontrollvolumen
auch als raumfestes Kontrollvolumen betrachten, das mit der Geschwindigkeit
w(Z,t) durchstromt wird.

Kontinuititsgleichung Wir identifizieren nun die intensive Grofie x mit der
Massendichte p und betrachten ein materiell gebundenes Kontrollvolumen V. Dann
ist die extensive Grofie gerade die Masse im Volumen. Da Masse im Volumen nicht
einfach entstehen oder verschwinden kann, ist die Masse in V zeitlich konstant und
wir erhalten mit dem Reynolds’schen Transporttheorem:

d
0= T pdV /thdV—i-/,ou ndA (3.15)
(Satz von Gauﬁ):> :/&pdV—i-/div (pu)dV (3.16)
v v
j/ [Orp + div (pu)] AV = 0. (3.17)
v

Da das Volumen hier beliebig wéhlbar ist, folgt, dass bereits der Integrand ver-
schwinden muss. Man erhilt die Kontinuititsgleichung in differentieller Form:

Kontinuitatsgleichung

dp

—_F = 1
o7+ div (p) = 0, (3.18)
Dp
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Fiir die untere Form der Kontinuitdtsgleichung wurde ausgenutzt, dass div (pl) =
wgrad p + pdivd, und dp/ot + i grad p = Dp/Dt, also der substanticllen Zeitablei-
tung entspricht. Fiir inkompressible Stromungen gilt aufierdem p = const, man
erhélt die

Kontinuitdtsgleichung fiir inkompressible Fluide

diva = 0, p = const. (3.20)

Stromfunktion ¢ (stream function) An dieser Stelle bietet es sich an, die
Stromfunktion ¢ einzufiihren, die spéter gebraucht wird. Fiir beliebige Vektorfelder
B gilt die Identitéat div rot B = 0. Ein Vergleich mit der Kontinuitatsgleichung
zeigt, dass diese erfiillt wird fiir

inkompressible Stromungen mit i =rot B, (3.21)
t B

kompressible, stationédre Stromungen mit pu =10

B ist ein Vektorpotential. Dies kann in zweidimensionalen Stromungen niitzlich

sein, da dann nur eine Komponente des Vektorpotentials B wichtig ist. Fiir zweidi-

mensionale, inkompressible Stromungen gilt aufgrund der Kontinuitatsgleichung
ou Qv

divi = s + oy 0. (3.23)

Dies wird fiir eine Funktion v, die Stromfunktion, erfiillt mit

N oY
= — = 3.24
" oy’ Y o’ (3:24)
Dies entspricht
- . 0
d=rotB mit B=|[ 0 |. (3.25)
(G
Es ist
dp = 0, do + 0y dy = —vda + udy. (3.26)

Das totale Differential verschwindet entlang einer Stromlinie, da dort dz/u = dy/v,
vgl. Gleichung 3.4. Es gilt also

1) = const ldngs Stromlinien. (3.27)

Dies gilt analog fiir pu in zweidimensionalen kompressiblen stationéren Stromungen.
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3.3 Drehung, Wirbelvektor, Zirkulation

In Abbildung 3.6 ist eine Parallelstromung zwischen zwei Wénden dargestellt.
Die untere Wand befindet sich in Ruhe, die obere Wand bewegt sich mit einer
Geschwindigkeit u nach rechts. An den Wénden wird die Haftbedingung erfiillt.
Im Fluid stellt sich ein lineares Geschwindigkeitsprofil ein. Eine solche Stromung
wird Couette-Stromung genannt. Wir werden spéater sehen, dass das lineare
Geschwindigkeitsprofil eine exakte Losung der Bewegungsgleichungen (Navier-
Stokes-Gleichungen) ist. Hier wollen wir untersuchen, ob in dieser Scherstromung
Drehung vorhanden ist. Dazu betrachten wir (gedachte) Zeiger, die mit unter-
schiedlicher Orientierung in die Stromung gebracht werden. In horizontaler Lage
wird der Zeiger seine Orientierung nicht dndern, wéhrend Zeiger, die unter einem
anderen Winkel «v eingebracht werden, eine Drehbewegung ausfiithren werden, da die
Geschwindigkeiten an den Enden unterschiedlich sind. Die Winkelgeschwindigkeit
4 hingt daher vom Winkel « ab.

—_— >

=

Abbildung 3.6: Drehung am Beispiel der Couette-Stromung.

Um die Winkelgeschwindigkeit 4 zu bestimmen, gehen wir wie in Abschnitt 1.2.1
vor, wo die Scherrate bestimmt wurde. Dazu betrachten wir in Abbildung 3.7a
zunéchst einen Zeiger der Lénge dl unter einem Winkel o = 90° und ermitteln
dafiir die Winkelgeschwindigkeit. Der obere Kopf des Zeigers bewegt sich in einem
kleinen Zeitintervall d¢t um dx =~ du/dy dy dt weiter nach rechts als der untere. Fiir
kleine dt (und damit kleine Winkeldnderungen dvy & da/dy) erhalten wir wieder:

dy  Ou
ooy (3.28)

In einem weiteren Schritt fithren wir die gleiche Betrachtung fiir einen Zeiger durch,
der unter einem Winkel « liegt, vgl. Abbildung 3.7b. Die Vorgehensweise ist die
gleiche, jedoch ist zu beachten, dass nun dy = sina dl:

dz ~ ~ U sina - dl dt, (3.29)
dy —
y
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dy = sina d/f dz = du/0y dy dt
Yy dz = Ou/dy dy dt Vorher\\
y+dyp o5 a 7,
Yy o dt dy 4 ay nachher
)
T
L
a) b)

Abbildung 3.7: Geometrische Uberlegungen zur Drehung.

ds = dz-sina (3.30)

- % sin” a d¢dt, (3.31)

v= % = % sin? o dt (3.32)

N % _ %y sin . (3.33)

Im Mittel iiber alle «v gilt dann mit dem Mittelwert (-)

dy\ 1 o, Ou
11 1. Ou  10u

Fir allgemeinere Fille, in denen die Stromung nicht mehr parallel verlauft, be-
trachten wir exemplarisch Winkeldnderungen in der zy-Ebene am Beispiel eines
Rechtecks. Geschwindigkeitsinderungen in z- und y-Richtung verursachen in glei-
cher Weise wie zuvor eine Drehung der Seiten des Rechtecks um die Winkel dv;
und drys, siche Abbildung 3.8:

ov ou

Die mittlere Winkelgeschwindigkeit des Rechtecks um die z-Achse erhilt man
iitber die mittleren Winkelgeschwindigkeiten der beiden Rechteckseiten unter
Beachtung, dass die Winkeldnderung dv, hier mathematisch negativ ist, zu
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Car) =2 () () o N
1

ov  Ou —dydt
e 3.38 . .
2 <8x 8y> ( ) 6y “““
1 dy2
= _(rot @) (3.39) ; /
5 2 . P
M A Qv
Fiir die anderen Drehachsen gilt dies analog Y ’*8—dxdt
und man erhilt den folgenden allgemeinen ‘L,X dx dyy 7 X

Zusammenhang fiir die mittlere Winkelge-
schwindigkeit: Abbildung 3.8: Zur Drehung ei-

nes Quaders.

<?>—1 T (3.40)
) = grotd=: 5@ .

Die Rotation des Geschwindigkeitsvektors ist in der Stromungsmechanik eine
wichtige Grofle. Sie wird als Wirbelvektor (vorticity), oder auch als Wirbel-
dichtevektor, bezeichnet:

W = rot 1. (3.41)

Sy

C

Abbildung 3.9: Zirkulation: Integrationsweg und -fliche.

Eine weitere Grofle, die Drehungen im Stromungsfeld charakterisiert, ist die Zir-
kulation I' oder Wirbelstérke (circulation). Diese erhélt man, indem man die
Geschwindigkeit entlang einer ganz im Fluid liegenden geschlossenen Kurve C
integriert, siche Abbildung 3.9:

r:fﬁdgsﬂ‘“/rom-ﬁdfx:r:/w-ﬁdA. (3.42)
C A A

Die Zirkulation ist nach dem Satz von Stokes auch das Integral des Wirbelvektors
iiber die von der Kurve C' umschlossene Flidche A mit der Flachennormalen 7. In der
Darstellung der Zirkulation als Fldchenintegral sieht man, dass der Wirbelvektor
die Eigenschaft einer Dichte (Wirbelstérke pro Fliche) hat.
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Beispiele

i) geschlossene Stromlinie: fc uds # 0.

(3

Abbildung 3.10: Wirbel im Totwasser hinter einer riickspringenden Stufe.

ii) Scherstrémung: Stromlinien parallel, also insbesondere nicht geschlossen,
dennoch I' = fcﬁdé';é 0.

vd c

Abbildung 3.11: Drehungsbehaftete Scherstrémung.

iii) Festkorperrotation: Bei Festkorperrotation mit Winkelgeschwindigkeit ’;
um die z-Achse gilt:

i@(r)=4x7  oder v =4 - r (Zylinderkoordinaten). (3.43)

Abbildung 3.12: Zirkulation bei Festkorperrotation um die z-Achse.
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Damit folgt fiir die Zirkulation ldngs einer Kurve C, die den Ursprung
(Drehachse) nicht einschlieft:

I'= j{ wds =Are Ay - ry —Ary Ayry =4 Ay (rg — r%) (3.44)
c

= / JridA = / rot €7 dA =" (vot @), -Ay i (ry — 71) (3.45)
A A ——

=Wy

2,2
=|w, = —yM ~ 2% | fiir ry — 1y, (3.46)
7"1(T2 - 7“1)

Bei Festkorperrotation entspricht die z-Komponente des Wirbelvektors der
doppelten Winkelgeschwindigkeit.

iv) Potentialwirbel (Tornado, Badewannenwirbel): Die azimutale Geschwin-
digkeit v sei gegeben durch:

v(r) = = ¢ = const. (3.47)

Abbildung 3.13: Zirkulation beim Potentialwirbel.
Beim Potentialwirbel verschwindet die Zirkulation ldngs einer geschlossenen
Kurve, die den Ursprung nicht einschlief3t:

T2

F:i%ﬁdizﬁAvm—~£A7n:0 (3.48)
e} 81
= rotd = 0. (3.49)

Die Zeiger in Abbildung 3.13 &ndern ihre Richtung beim Umlauf nicht. Fiir
die Zirkulation langs einer Kurve (Kreis mit Radius R) um den Ursprung
gilt dagegen unabhéngig vom Radius

2w
F:/ £ Rdy = 2re. (3.50)
0o B
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Am Ursprung, bei r = 0, besitzt der Potentialwirbel eine Singularitdt. Auch
die Ableitung der Geschwindigkeit nach dem Radius divergiert fiir » — 0 und
daher ebenso die Tangentialspannung 7 = pd,v. Dies fiihrt in reibungsbehaf-
teten Stromungen dazu, dass in einem ,, Kernbereich“ um den Ursprung die
Geschwindigkeitsverteilung nicht mehr der eines Potentialwirbels entspricht.
Stattdessen kommt es hier zu einem Ubergang zu einer Geschwindigkeitsver-
teilung wie bei der Festkorperrotation.

Stromungen mit & = rot & = 0 heilen drehungsfrei. (3.51)

In Abbildung 3.14 wird die drehungsfreie Bewegung beim Potentialwirbel mit der
drehungsbehafteten bei der Festkdrperrotation verglichen. Dazu wird die Bewegung
eines anfangs rechteckigen Fluidteilchens verfolgt. Im Fall der drehungsfreien Bewe-
gung kommt es zu einer Verformung, die dergestalt ist, dass die mittlere Drehung
verschwindet. Bei der Festkorperrotation dreht sich dagegen das Fluidteilchen.

==

Abbildung 3.14: Vergleich von Potentialwirbel und Festkorperrotation.

3.4 Geschwindigkeitspotential

Fiir beliebige skalare Funktionen ¢ gilt die Identitdt rot (grad ¢) = 0. In drehungs-
freien Stromungen gilt rot @ = 0. Daher kann die Geschwindigkeit in drehungsfreien
Stromungen iiber ein skalares Geschwindigkeitspotential ¢ dargestellt werden:

i = grad ¢. (3.52)

Die Kontinuitdtsgleichung muss erfiillt werden. Fiir inkompressible Stromungen
folgt somit

0 =div @ = div grad ¢ = | A¢p = 0. (3.53)

¢ ist also fiir inkompressible Stromungen eine Losung der Laplace-Gleichung.
Losungen zu bestimmten Féllen ergeben sich iiber Randbedingungen.
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Beispiele

i) Potentialwirbel:
Der Potentialwirbel hat nur eine azimutale Geschwindigkeitskomponente v,
die radial mit 1/r abfillt (s.o0.). Die radiale Komponente u verschwindet.
Damit erhélt man in Zylinderkoordinaten (r: Radius, ¢: Azimutalwinkel):

u=0,.¢6=0 = ¢ ist unabhéngig von r, (3.54)

1 c
= — = — = =cC-Q. 3.55
v="0,0= - p=c-yp (3.55)

Die Zirkulation ist hier
r= j{ - ds= 7{ grad pd§ = lim (¢ — ¢a), (3.56)
C C E—A

wobei ¢4 und ¢ den Wert von ¢ an den benachbarten Anfangs- und End-
punkten der geschlossenen Kurve C' bezeichnen. Je nachdem, ob die Kurve
C' den Ursprung umschlieBt oder nicht (vgl. Abbildung 3.15), erhélt man fiir
die Zirkulation

FCI = 27‘(’67 FCZ =0. (357)

Beim Potentialwirbel ist die Zirkulation I'" immer identisch Null, wenn C eine
geschlossene Kurve ist, die den Ursprung nicht einschliefit.

Abbildung 3.15: Verschiedene Integrationswege zur Be-
stimmung der Zirkulation beim Potentialwirbel.

ii) Quelle/Senke:
Eine klassische Losung der Laplace-Gleichung lautet:

¢ = —%., a =const, 1= (x2 +y? + 22)1/2 = |7]. (3.58)
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Interpretiert man diese Losung als Geschwindigkeitspotential, so erhélt man

a a

r3

1
u=grad ¢ = —agrad — = —7, || = (3.59)
r

r2’
Wie beim Potentialwirbel liegt am Ursprung eine Singularitdt vor. Man
iiberzeugt sich schnell, dass die Losung diva = 0 fiir alle r # 0, also die
Kontinuitétsgleichung erfiillt. Den Volumenfluss () durch eine symmetrisch
um den Ursprung liegende Kugeloberfliche A mit Radius R erhélt man durch
Integration der Geschwindigkeit iiber diese Fliche:

a

Q= / undA = 2 47 R?* = 4ma = const. (3.60)
A

Der Volumenfluss ist unabhéngig vom Radius. Je nach Vorzeichen der Kon-
stanten a liegt eine Quell- bzw. Senkenstromung vor, vgl. Abbildungen 3.16a
und 3.16b, die passend zur Singularitdt am Ursprung als Punktquelle bzw.
Punktsenke bezeichnet wird. Naherungsweise liegt die einer Punktsenke
entsprechende Stromung z.B. beim Ausfluss aus einem Loch am Boden eines
Eimers vor (Abbildung 3.16¢).

-

4
- <—T—> > > € < :’\“ NNN
l o T
| ¢ QQJ/;L

(a) Punktquelle. (b) Punktsenke. (c) Beispiel fiir eine Punkt-
senke.

— >

Abbildung 3.16: Punktquelle und -senke.

3.5 Gradiententensor der GGeschwindigkeit

Wir haben bereits gesehen, dass Ableitungen der einzelnen Geschwindigkeitskom-
ponenten nach den verschiedenen Raumrichtungen eine Rolle spielen. Dies soll
hier genauer untersucht werden. Dazu betrachten wir den Gradiententensor der
Geschwindigkeiten (velocity gradient tensor). Dieser ist definiert als

8zlu1 8m2u1 0131“
Ly :=grad @ = (uppe) = | Opyiz Opytta Opyup | . (3.61)
aw1u3 81‘2“/3 813u3
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Dieser Tensor léasst sich in einen symmetrischen und einen antisymmetrischen
Anteil aufspalten:

1 1
Ly = (uk/g) = g(uk/g + Ug/k) + i(uk/g — Ug/k), (3.62)

=:Dye =:Rp¢

Dy ist der Deformationstensor und ist symmetrisch: Dy, = Dy,
Ry, ist der Rotationstensor und ist antisymmetrisch: Ry, = — Ry

Rotationstensor (rotation rate tensor):
Betrachten wir zuerst den Rotationstensor genauer. Wir hatten in Gleichung (3.40)
gefunden, dass

L1 1 Ug/2 — U2/3 1 1
v = 3 rottl = - | wyz—ugpn | = 55 =3 w2 ] - (3.63)
Ug/1 — U1/2 (€%}

Setzt man dies in die Definition von Ry, ein, vgl. Gleichung 3.62, so folgt direkt

1 0 —W3 (05}
Rk[ = = W3 0 —W1 . (364)
2
—Wo w1 0

Der Rotationstensor Ry, ist anisotrop, also richtungsabhéngig. Weitere Eigen-
schaften sind Spurfreiheit Tr(Ry,) = 0 und Antisymmetrie (per Definition).

Als Beispiel wird eine Festkorperrotation um die z3-Achse betrachtet, vgl. Ab-
bildung 3.17. Das bedeutet, dass w; = wy = 0, sowie w3z = const # 0. Hier wird
w3z > 0 gewahlt. Fiir die Geschwindigkeit am Ort & gilt:

- 1 1[0 1 s
U=FXT==10tUXT == 0 XT=—= T1Ws . (3.65)
2 2 w 2 0
3

Dies erhélt man auch mittels Rotationstensor wie folgt:

—ToWs
Rk[f = = T1Ws = 1. (366)
2
0
Allgemein gilt fiir die Festkorperrotation:
U= Ry 2. (3.67)
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X2‘

2

Abbildung 3.17: Festkorperrotation.

Deformationstensor (strain rate tensor):
Deformation setzt sich aus Dehnung und Scherung zusammen. Beides wird durch
den Deformationstensor Dy, beschrieben. Wir beginnen mit der Dehnung.

Dehnung In Abbildung 3.18 ist die Dehnung eines rechteckigen Korpers darge-
stellt. Da sich die verschiedenen Ecken mit leicht unterschiedlicher Geschwindigkeit
bewegen, verdandern sich die Kantenldngen in einem kleinen Zeitintervall d¢ wie
folgt (Vorgehensweise wieder {iber Reihenentwicklung der Geschwindigkeit nach
Taylor):

dxq = ury1 Azq di, 0y = Ugye Az dt. (3.68)
Die relative Dehnung in z;-Richtung ist
dann
oxof 1T T T
| 1)
! g1 = o0 uy1 dt, 9, €3 entsprechend.
! Axl
Axo ; (3.69)

Die relative Dehnung pro Zeit ist demnach

Ax: y
! 0 €1 =uy1, £2,E3 entsprechend. (3.70)

Abbildung 3.18: Dehnung.
Mit diesen Groflen ergibt sich die relative
Volumeninderung aufgrund von Deh-
nung, V¥, zu:

OV (Azy 4 0x1)(Azy 4 029) (Axs + 0x3) — Axy Axy Ay

Yoave 71
AV Azy Ary Ay (3.71)
oz ox ox 3
X To Z3 )
T An Any o Awg ©’) =D e 72
AfEl + A.’EQ + A.’L‘3 +0 (é‘LL ) — & (3 7 )
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Entsprechend ist die relative Volumenénderung pro Zeit gegeben durch:

3
U= "¢ =uy=divi, (3.73)

i=1

Dies lésst sich auch iiber das Reynolds’sche Transporttheorem zeigen. Zur Erinne-
rung, das Reynold’sche Transporttheorem lautet :

d ox -

— XdV:/ —dV—i—/ xb-ndA (3.74)

dt Jy vy Ot A(D)

Wir betrachten an dieser Stelle ein materiell gebundenes Volumen V'(¢), dann ist
.

b = ii. Sei auBerdem die spezifische Zustandsgrofie y = 1. Dann folgt:

v :o+/ ﬁ-ﬁdA:/ divzdv, (3.75)
d A v

o1 dv .l

‘l/lgb Voa s div . (3.76)

Dies geht bereits auf Euler (1755) zuriick. Wir halten fest:

lokale Divergenz der Geschwindigkeit <— relative Volumendnderung pro Zeit.

A U1/2AX2d t

/i //
Dy [0 /
/ 6,\/1 _ '
/IA,——’(X——‘ qu/lAX1dt
AXl -

Abbildung 3.19: Scherung.

Scherung Wir betrachten in Abbildung 3.19 die Scherung eines Quaders in
zweidimensionaler Darstellung. Die Situation entspricht der aus Abbildung 3.8,
nur dass hier die Scherung und nicht die Drehung betrachtet wird. Die in einem
kleinen Zeitintervall dt entstehenden Winkelénderungen sind die gleichen, wie bei
der Drehung. Die Scherung ist jedoch durch die Summe dieser Winkeldnderungen
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gegeben. Die zeitliche Anderung der gesamten Winkeldnderung erhilt man wie
folgt:

6"/1 ~ Uz/1 dt, 6"}/2 ~ Uy/2 dt = % + % = U3z/1 + Uy/2- (377)
Entsprechende Ausdriicke erhédlt man mit Blick auf die anderen Seiten des Quaders.
Ein Vergleich mit dem Deformationstensor zeigt, dass die Winkeldnderungen auf-
grund von Scherung Komponenten des Deformationstensors entsprechen. Allerdings
enthélt der Deformationstensor noch Anteile, die mit einer Volumenénderung zusam-
menhéngen. Diese kann man abspalten, indem man den Deformationstensor in zwei
Anteile zerlegt. Einer ist isotrop und beschreibt allein die Volumenénderungsrate,
der andere ist symmetrisch und beschreibt die Scherung (Winkeldnderungsraten)
ohne Volumenénderung:

1
Dy = = (unje + uyr)
2

1 1 1
= |:3 One Um/m + B (uk/[ + Ug/k) — § One U /m | - (3.78)
isotrope Volumeninderung symm., Spur=0,
pro Zeit Scherung ohne Volumenénderung

Zur Veranschaulichung seien hier zwei Komponenten explizit ausgeschrieben:

B 1 /0ur Ousy 1 (0w | Ouy

Drz =01+ [2 <8x2 * 81‘1) 0} 2 <8wg + 6x1> ' (8.79)
Ll Ouy 1 %

Dyy = 3d1vu+ 02 3dlvu = 9, (3.80)
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Dynamik

4.1 Spannungszustand im reibungsbehafteten Fluid

In der Stromungsmechanik wird die Dynamik wesentlich durch die Wirkung von
Spannungen im Fluid bestimmt. In der Statik und im Fall reibungsfreier Fluide
ist der Spannungszustand bereits durch eine richtungsunabhéngige Normalspan-
nung, den Druck, vollstindig definiert. Ist das Fluid jedoch reibungsbehaftet,
kénnen zusétzlich Tangentialspannungen auftreten. Fiir ebene Scherstrémungen
Newton’scher Fluide haben wir den einfachen Newton’schen Ansatz fiir die Schub-
spannung kennengelernt. Diesen gilt es fiir komplexere Stromungsvorgénge zu
erweitern. Dazu betrachten wir zunéchst die allgemeine Beschreibung des Span-
nungszustandes in einem Kontinuum iiber den Spannungstensor und darauf folgend
die Erweiterung des Newton’schen Ansatzes fiir den allgemeinen Fall.

4.1.1 Spannungstensor

Wir betrachten ein Flachenelement dA,,, dessen Orientierung im Raum durch seine
Flachennormale 77 gegeben ist. An der Fliche greife eine Flachenkraft dF, an. Im
Gleichgewicht wirkt auf der Riickseite der Fliache die entgegengesetzte Kaft — dF,,
siehe Abbildung 4.1. Wir definieren den Cauchy’schen Spannungsvektor Y wie
folgt:

On1 dF_:
3 o
En = On2 = dAn’ (41)
On3
=<
—dF, wobei der erste Index, n, der Komponenten o,;,7 =

1,2, 3, fiir die Flidchenorientierung und der darauf
folgende fuir die Spannungsrichtung steht (es sei an-
Abbildung 4.1: Krifte gemerkt, dass in der Literatur auch die umgedrehte
an einer Fliche dA, mit Reihenfolge gebriuchlich ist). Der Cauchy’sche Span-
Flichennormaler 7. nungsvektor ist abhéngig sowohl vom Ort 7 als auch
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von der Orientierung 7 des Fldchenelements. Dies wird im Folgenden am Beispiel
eines Stabs gezeigt.

Beispiel In Abbildung 4.2 ist ein Stab im Gleichgewicht dargestellt, an dem in
axialer Richtung Krifte +F angreifen. Wir bestimmen die Spannungen, die auf
verschieden orientierte gedachte Schnittflichen im Stab wirken. Auf die Fliche Ay,
die unter dem Winkel o = 0° zur Stabachse liegt, wirkt nur eine Normalspannung
00,n- Auf Fléchen A, unter einem Winkel a # 0° zur Stabachse wirken dagegen
sowohl tangentiale (F, ;) als auch normale (F, ,) Krifte. Bezeichnet man die daraus
resultierenden normalen und tangentialen Spannungskomponenten mit o, , bzw.
Oa.t, 50 erhélt man:

F Fcosa
2
0o,n = — Oan = 77 = Oo,n " COS™ @, (4.2)
A Agcosta
Fsina .
0o, = 0, Oa,t = -~ = Oo,n "S- cos . (4.3)
Apcos~ o

Die Spannungen sind abhéngig vom Winkel «, also der Flichenorientierung.

Fo,n = Fcosa

/S {/////////
\/

N o
N
N

N

(0]

<

-F F Foe = Fsina

N

/////Q//VX//////
0 Ao

a =

Abbildung 4.2: Krifte an gedachten Schnittflichen in
einem Stab unter Spannung.

Vorzeichen Wir betrachten ein Flachenelement dA; mit Normalenvektor ¢
in x;-Richtung. Auf diese Fliche wirke die Kraft dF, (vgl. Abbildung 4.3). Der
zugehorige Spannungsvektor ¥ ist dann gegeben durch:

011 l

- dF,

21 = 012 = dA . (44)
013 !

Auf die Riickseite des Fldchenelements wirkt die betragsméBig gleiche Kraft — dF,.
Die Riickseite des Flichenelements mit Flachennormaler —é; wird mit ,,-1“ indiziert,
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dA_,, wobei gilt dA; = dA_;. Fiir den Spannungsvektor erhalten wir:

- —dF, —dF, 4 _
2_1 == dA71 = dAl = *21. (40)

Die Spannungsvektoren auf Vorder- und Riickseite eines Fléchenelements sind ent-
gegengesetzt gleich. Dies ist bei der folgenden Betrachtung des Kréftegleichgewichts
zu beriicksichtigen.

T3

—dF =

Abbildung 4.3: Kriftegleichgewicht am Flichenelement.

Kriftegleichgewicht Wir betrachten nun das Kréftegleichgewicht an einem
kleinen Volumenelement dV mit der Oberfliche dA. Wie schon in der Statik
beschréanken wir uns hier der Einfachheit halber wieder auf die Betrachtung eines
Prismas in Seitenansicht, siche Abbildung 4.4. An dem Prisma greifen sowohl
Volumen- als auch Oberflichenkréifte an. Da die Volumenkrifte fir dV — 0
schneller verschwinden als die Oberflachenkréfte, muss im Grenzfall dV' — 0 bereits
die vektorielle Summe der Oberflichenkrafte verschwinden. Mit dA_; = dA;:

i (ii dAi) + 5, d4, = 0. (4.6)
=1

Abbildung 4.4: Spannungen an einem Prisma im Gleichgewicht.

DYNAMIK



52 KAPITEL 4

Da dA; =17 -¢;dA, = n;dA, folgt:

dA, =0 (4.7)

W5, (). (49

i=1

5, ist der Spannungsvektor beziiglich der Flidche mit 77 als Normalenvektor. Alter-
nativ lésst sich dies auch iiber die Cauchy’sche Formel darstellen:

o = (03)" - i (4.9)

In einem Kontinuum ist der Spannungszustand vollsténdig bestimmt durch den

Spannungstensor (stress tensor)

Uij: Z,] S {1,2,3} (410)

Die Diagonalelemente o;; sind die Normalspannungen. Diese sind formal als Zug-
spannungen definiert (ein positiver Druck entspricht einem o;; < 0). Die 05, @ # j
bezeichnen die Tangentialspannungen (Schubspannungen), die in Fluiden allein
durch Z#higkeit verursacht werden.

Im Ruhezustand gilt ;; = —p und o0;; = 0, Vi # j. Dies legt nah, den Druck von
0;; abzuspalten und die zéhigkeitsbedingten Spannungen in einem Tensor 7;; der
Reibungsspannungen zusammenzufassen:

011 012 013 Ti1 Ti2 Ti3
021 022 023 =-—1Ip+ To1 T22 T23 . (4~11)
031 032 033 T31 T32 733

Der Einheitstensor 1 ist gegeben durch d;; = 1 fiir 4 = j und 0 sonst.

Symmetrie des Spannungstensors Wir betrachten den Drehimpuls L eines
kleinen Quaders. Die zeitliche Anderung seines Drehimpulses L gleicht dem Dreh-
moment M der angreifenden dufleren Kréfte

L -

— =M. 4.12

7 (4.12)

Als duflere Krifte werden allein reibungsbedingte Tangentialkréfte beriicksichtigt.
Exemplarisch behandeln wir die Drehung des Quaders um die x3-Achse. Die
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00'33
0x3

0(73]_
031+ —— -dx3 033 +
- 0x3

Abbildung 4.5: Spannungen an einem Quader.

Winkelgeschwindigkeit sei durch w3 und das zugehorige Tragheitsmoment durch
d/l3 gegeben. Mit

dl; ~p- (dx% + dx%) dz; dzy dwg o< p- da? (4.13)
erhalten wir (vgl. Abbildung 4.5):
drL 1 1
Ttg = d[3 . (,2)3 ~ 2 012 dxg dZ’g . 5 dIl — 20’21 dIl d{E3 5 d$2. (414)
dez;f, 2 Seiten Fliche o

Das Minuszeichen im rechten Ausdruck kommt daher, dass die Spannung o9; in
Richtung eines mathematisch negativen Drehsinns wirkt (siehe Abbildung 4.5).
Kleine Spannungsunterschiede auf sich gegeniiber liegenden Seiten (z.B. %‘;112 daq)
tragen nur in hoéherer Ordnung bei und wurden deshalb vernachléssigt. Geht
nun das Volumen gegen null (dz; — 0), so verschwindet die linke Seite der
Gleichung schneller als die rechte. Daher muss fiir dz; — 0 bereits die rechte Seite

verschwinden. Es folgt:

2015 dxg das - % dzy = 209, doy dog % dxzs (4.15)
= 012 = O21. (4.16)
Dies gilt ganz allgemein, der Spannungstensor ist symmetrisch:
oy =04, i,j€{1,2,3}. (4.17)
Zusammenfassend ist der Spannungstensor gegeben durch:
0ij = —0up+ Tij, 4,J € {1,2,3}, (4.18)

wobei aufgrund der Symmetrie zusétzlich zum Druck p nur sechs weitere Kompo-
nenten 7;; = 7;; auftreten, die in Fluiden durch Zahigkeit verursacht werden.
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4.1.2 Zusammenhang zwischen dem Spannungstensor und
dem Gradiententensor der Geschwindigkeit

In diesem Abschnitt wird ein fiir viele (aber nicht alle!) Fluide geltender Zusammen-
hang zwischen den Reibungsspannungen und dem Geschwindigkeitsfeld heuristisch
abgeleitet. Fiir die einfache ebene Scherstromung in z-Richtung (v = u(y)) liefert
der uns bereits aus Kapitel 1 bekannte Newton’sche Ansatz fiir den Impulstransport
in y-Richtung, der einer Tangentialspannung in z-Richtung bzgl. einer Fldche mit
Normaler in y-Richtung entspricht:

ou

Auch in allgemeinen, komplexeren Stromungsfeldern ist zu erwarten, dass der
Impulstransport zwischen Fluidteilchen, die sich gegeneinander bewegen (und
damit zu einer Deformation des Fluids fithren), Reibungsspannungen verursacht.
Aus physikalischen Uberlegungen sind dabei folgende Punkte zu beriicksichtigen:

e Reibungsspannungen treten nur auf, falls das Fluid nicht gleichférmig stromt.
Daraus folgt, dass in Ruhe keine Restreibungsspannungen auftreten.

e Bei Festkorperrotation bewegen sich Fluidteilchen nicht gegeneinander, daher
entstehen auch keine Reibungsspannungen.

e Reibung hiangt mit Transportprozessen auf molekularen Langenskalen Ly,
zusammen. duy,/0x; dndert sich kaum iiber Lingen der Grofienordnung Az, =~
L. Es wird daher erwartet, dass hohere Ableitungen der Geschwindigkeit
nicht wesentlich sind.

e Es werden hier nur isotrope Fluide betrachtet, die keine richtungsabhéngige
innere Struktur aufweisen.

e Der Spannungstensor ist symmetrisch.

Auf Grundlage dieser Uberlegungen gehen wir davon aus, dass die Ableitungen aller
Geschwindigkeitskomponenten nach sdmtlichen Raumrichtungen einen Beitrag zu
den Reibungsspannungen liefern. Als allgemeinsten Ansatz wihlen wir einen linear
homogenen Zusammenhang zwischen den 7; und den uy

3 3
ou .
Tip = A u = YD Aijkla—x’;, ij=1,2,3, (4.20)

k=1 [=1

Es treten 3% = 81 unbekannte Koeffizienten Ajji auf. Bereits aufgrund der Sym-
metrie des Spannungstensors reduziert sich deren Anzahl. Wenn alle Geschwin-
digkeitsableitungen verschwinden, d.h. bei gleichférmiger Bewegung, treten keine
Tangentialspannungen auf (homogener Zusammenhang). Wir gehen nun wie folgt
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vor. Ein Tensor a;; (¢, = 1,2,3) kann immer in einen isotropen, einen symmetri-
schen und einen antisymmetrischen Teil zerlegt werden. Hier fiihren wir das sowohl
fiir den Tensor der Reibungsspannungen als auch fiir den Gradiententensor der
Geschwindigkeiten durch und setzen die drei einzelnen Tensoren linear zueinan-
der in Verbindung. Die entsprechenden Proportionalitidtskonstanten stehen in der
folgenden Gegeniiberstellung zwischen den jeweiligen Tensoren:

1 1 1 1
Tij = |:35ij7—mm:| + |:2(7—ij + 7)) — 35ij7mm] + {2(7}']‘ - Tji):| ;
T T T
3y 21 0
1 1
Ouy, 1. Ouy, 1 /0w, Ou 1. Ou,, 10w, Ou
T\ — | 25,54 Sl (L P W ) T et Bl
[&Tl] [3 kl@xm} + [2 <6zl + oxy, 3 klamm * 20x; Oxy
Volumeninderung Scherung ohne Volumenénderung Festkorperrotation
Dy Ry

Die beiden antisymmetrischen Tensoren tragen nichts zu den Spannungen bei, denn
der Spannungstensor ist symmetrisch und der Rotationstensor beschreibt eine reine
Festkorperrotation, die keine Reibungsspannungen verursacht. Die verbleibenden
Teile des Gradiententensors entsprechen dem symmetrischen Deformationstensor.
Sie beschreiben zum einen das Entstehen von Reibungsspannungen aufgrund von
Scherung ohne Volumenénderung. Der lineare Zusammenhang zwischen den beiden
isotropen Tensoren zeigt zum anderen, dass bereits eine reine Volumendnderung
reibungsbedingte Normalspannungen hervorrufen kann. Fiir den Tensor der Rei-
bungsspannungen erhalten wir:

o (()Ul 4 Ouj T _
Ty = # Oxj 61’1 He

Es lasst sich zeigen, dass dies der allgemeinste Zusammenhang ist, der unsere
Anforderungen erfiillt (ohne Beweis). Die verschiedenen Koeffizienten werden wie
folgt bezeichnet:

/t) 0 Ot (4.21)

YOz,

Wl N

7% Scherviskositit (shear viscosily), (4.22)
ty =A+2/3p: Druckviskositéit (bulk viscosity), (4.23)
A= —2/3pu:  Volumenviskositit (second coefficient of viscosity). (4.24)

Die Scherviskositét entspricht der schon eingefithrten dynamischen Viskositédt. Den
gesamten Spannungstensor, nun mit Druck, erhélt man zu

0ij = —0iip + (Wi + i) + A0ijt - (4.25)
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Fluide, die diesen Zusammenhang zwischen dem Spannungs- und Deformationsten-
sor erfiillen, werden als Newton’sche Fluide bezeichnet.

Als néchstes bestimmen wir den Mittelwert der Normalspannungen, (o,):

1 1
(on) = goii =-—p+ §(2u +3X) U jm = —P + 1B - Uy /- (4.26)
|
=HB

Falls pug # 0, folgt sofort, dass eine reine Volumenanderung (u,,/n, # 0) Normal-
spannungen erzeugt. Empirisch zeigt sich, dass fiir einatomige Gase pup = 0 und
fiir mehratomige Gase up =~ 0 ist. Bei schnellen Zustandséinderungen ist jedoch
up > p, beispielsweise veruchsacht ug bei Ultraschallwellen in Luft eine erhebliche
Dampfung. Oft wird ug = 0 gesetzt. Dies ist auch als Stokes’sche Hypothese
bekannt und fithrt zu

A= —Zpu 4.2
S (4.27)

Der Spannungstensor ist dann gegeben durch

2
Oij = —04j <P + g,u um/m) + u (ui/j + um) . (4.28)

Fiir inkompressible Fluide ist divei = wn,/, = 0. Damit vereinfacht sich der
Spannungstensor zu

ou;  Ou;
¥ 2

4.1.3 Navier-Stokes-Gleichung

In diesem Abschnitt stellen wir die Bewegungsgleichungen der Strémungsmechanik
auf. Dazu betrachten wir die Kréfte, die auf ein kleines Volumenelement wirken.
Dies sind zum einen Oberflichenkréfte, verursacht durch Spannungen, und zum
anderen Volumenkriéfte.

Oberflichenkrifte Die an der Oberfliche des Volumenelements angreifenden
Normal- und Tangentialspannungen (siehe hierzu erneut Abbildung 4.5) fithren
zu einer Kraftwirkung auf das Volumenelement, falls die sich entsprechenden
Spannungen auf gegeniiberliegenden Oberflichen betragsméflig verschieden sind.
Fiir eine Kraft in x;-Richtung liefert z.B. die Normalspannung auf den Fliachen
mit Flachennormaler in z;-Richtung und Flidche dzs dzs den Beitrag:

0 0
o1+ 2 dzy | — oy | dapdas = S day das das. (4.30)
6$1 6$1
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Analog gilt dies fiir die Tangentialspannungen. Allgemein erhilt man fiir die
Komponente der gesamten Oberflachenkraft in z;-Richtung:
Jdoy; P Jos;
8.1'1 (9.%'2 8%3

> dl’l dl‘z d[l'5 = Oki/k dIl dIQ dl’3 (431)

Volumenkrifte Die duleren Volumenkrifte werden hier wieder als spezifische
Kraft, genauer als Kraft pro Masse, angegeben:

F=| F | =F. (4.32)

Die Masse dm und die Beschleunigung d@ des Volumenelements sind gegeben durch

dm = pdrxy dzy das, (4.33)
ay
N d’U,Z 8ul 8“1
a= Zg =a; = i = a5 + ’ukaxk = Uiy + Uik (4.34)
3

Nach Newton’s zweitem Axiom, der Grundgleichung der Mechanik, entsprechen
die duBeren am Volumenelement angreifenden Krifte, zu denen hier auch die
Oberflachenkrifte gehoren, gerade Masse mal Beschleunigung des Volumenelements:
agdm = oppdridesdes + Fydmo . (4.35)
—_——— ~——
Trigheitskraft spannungsbedingte Kriifte ~ Volumenkréfte

Driickt man hier noch die Beschleunigung iiber die substantielle Zeitableitung der
Geschwindigkeit aus, so erhélt man die

Cauchy’sche Bewegungsgleichung

1 1 1
Uise + Wl = ;Uki/k +Fi= —;p/i + ;Tki/k + F;. (4.36)

Diese Gleichung enthélt noch keinen Ansatz fiir den Tensor der Reibungsspannun-
gen und gilt daher ganz allgemein in der Kontinuumsmechanik. Eine alternative
Schreibweise lautet

—

pﬁ = —Vp+ VT + pF. (4.37)

Im Folgenden betrachten wir Newton’sche Fluide. Fiir diese haben wir im letzten
Abschnitt die Reibungsspannungen 7; spezifiziert:

ou du; .
Thi = [ <8;rlj + axk> + Ay div . (4.38)
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Setzt man diesen Ansatz in die Cauchy’sche Bewegungsgleichung ein, so ergibt
sich:

p(uiy + uptigg) = —pi + [/1, (uk/i + ui/k)} wt [Aékium/m] T pF;. (4.39)

Voll ausgeschrieben erhélt man z.B. fiir die Komponente in x;-Richtung, also fiir
i =1 in Gleichung (4.39):

) <8u1 Ouy Ouy Ouy >

ot Mo T P or, T Pon,

dp 19} ouy 19} Ous  Ouy

_ 2 F+9— it i R Wit

81‘1 +p ! . 8$1 |:M (8I1>:| * 81;2 |:M (89:1 * 81;2

19} 8u3 E)ul d 8u1 i?uz 8u3

— — 4+ — — AN =—+=—+=)] (440
* 81'3 |:/L (03:1 * 813)} + 81’1 |: <8I1 + 81:2 + 8953 ( )
Es ist hier zu beachten, dass p und A im Allgemeinen nicht konstant sind, ins-
besondere ist u von der Temperatur abhingig (u = p(7")). Oft, insbesondere in
inkompressiblen Strémungen, gilt jedoch p ~ const und, mit der Stokes’schen
Hypothese, auch A = —2/3u & const. Fiir g = const und A = const sowie der

Annahme von Inkompressibilitét (div @ = 0) vereinfachen sich die Reibungsterme
erheblich. Dann lautet z.B. die z;-Komponente des Reibungsterms:

82u1 627.L1 82U2 82’&1 82’&3 19} R
2 - —

H Oz? T Oz + M@xlﬁxg Tt r2 + M@xlaxg + )\Oxl (div )

o 62 82 82 0 8u1 8“2 871,3

=A divu=0 hier

= pAuy.

Damit erhélt man als Bewegungsgleichung fiir inkompressible Newton’sche Fluide

die

Navier-Stokes-Gleichung

du; 0 .
p di = — 8p + pAu; + pF; w = const, diva = 0. (4.42)
L
—— ~———
Triagheit Druck Reibung  duflere
Krifte

Eine alternative Schreibweise der Navier-Stokes-Gleichung lautet:

di 1 B Ay
— =—-Vp+vAu+ F mit Au:= | Auy |, (4.43)
de P Aus

3
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wobei v die kinematische Viskositit bezeichnet und die Anwendung des Laplace
Operators auf den Geschwindigkeitsvektor komponentenweise zu verstehen ist.

Die Navier-Stokes-Gleichung ist eine nichtlineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung. Die Nichtlinearitit steckt in der konvektiven Zeitableitung der Geschwin-
digkeit. Die Ableitungen zweiter Ordnung in den Reibungstermen erlauben die
Erfiillung der Haftbedingung an iiberstromten festen Wénden/Oberfldchen, also
die Vorgabe zweier Bedingungen fiir die Geschwindigkeit:

e Normalkomponente der Geschwindigkeit (relativ zur Wand) verschwindet,
e Tangentialgeschwindigkeit an der Wand verschwindet.

Zur Berechnung instationérer, also zeitabhéngiger, Strémungen sind zusétzlich
Anfangsbedingungen anzugeben.

Die Reibungsterme in der Navier-Stokes-Gleichung sind oft klein im Vergleich zu
den anderen Termen. Deshalb kénnte man geneigt sein, diese zu vernachléssigen
und fortzulassen. Dann reduziert sich jedoch die Ordnung der Differentialgleichung
um eins und es kénnen nicht mehr zwei Randbedingungen vorgegeben werden.
An festen Oberflachen ist die Haftbedingung daher nur mit den Reibungstermen
erfilllbar. Ohne Reibungsterme sind Effekte, die auf der Haftbedingung beruhen,
nicht beschreibbar.

Abschliefend sei noch einmal darauf hingewiesen, dass die Navier-Stokes-Gleichung
nur fiir inkompressible Newton’sche Fluide gilt. Die in Abschnitt 1.1 angesprochenen
nicht-Newton’schen Fluide werden durch diese Gleichung nicht beschrieben, da der
Spannungstensor dann nicht mehr auf einfache Weise iiber zwei Koeffizienten linear
mit dem Gradiententensor der Geschwindigkeit verbunden ist. Ein Vielen bekanntes
Beispiel fiir ein nicht-Newton’sches Verhalten einer Fliissigkeit ist z.B. Kuchenteig,
der in einer Rithrmaschine in der Mitte am Stab des Riihrers hochkriecht, anders
als man dies aufgrund der Zentrifugalkraft erwarten wiirde.

4.2 Reibungsfreie Fluide

In vielen Féllen lassen sich beobachtete Stromungsvorgénge bereits ohne Beriick-
sichtigung von Reibung beschreiben. Dies ist vor allem in der Gasdynamik und
bei Fliissigkeiten mit freien Oberflichen der Fall. Die Fluide und die Strémungen
konnen dann ndherungsweise als reibungsfrei angesehen werden.

4.2.1 Euler-Gleichung

In Kapitel 2, Statik, wurde gezeigt, dass in ruhenden Fluiden der Spannungszustand
allein durch die richtungsunabhéngige Normalspannung, den Druck, bestimmt ist.
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Dies gilt auch in reibungsfrei stromenden Fluiden, da dort die reibungsbedingten
Schubspannungen verschwinden. Die Bewegungsgleichung fiir reibungsfreie Fluide
folgt daher direkt aus der Cauchy’schen Bewegungsgleichung (4.36), indem man
in dieser die Reibungsspannungen 7 fortlasst. Als Bewegungsgleichung fiir das
reibungsfreie Fluid erhélt man so die

Euler-Gleichung

di 9

I
E*&‘F(U-V)U— pr—i—F. (4.44)

Es sei betont, dass hier keine Bedingung an die Kompressibilitidt des Fluids gestellt
wurde. Die Euler-Gleichung gilt daher allgemein fiir kompressible Fluide, div @ # 0
ist erlaubt. Bei der Euler-Gleichung handelt es sich um eine nichtlineare Differen-
tialgleichung erster Ordnung. Anders als bei der Navier-Stokes-Gleichung kann
daher nur eine Randbedingung vorgegeben werden. Bei instationédren Stromungen
kommen noch Anfangsbedingungen dazu. Wir unterscheiden zwischen festen Be-
randungen und Fliissigkeitsoberfliichen:

e feste Wand: die Oberfldche kann nicht durchstrémt werden, die Geschwindig-
keitskomponente in wandnormaler Richtung (77) muss verschwinden, - = 0,
das Fluid stromt tangential entlang der Wand.

Beachte: Die Haftbedingung ist nicht mehr erfillbar! Wichtige stromungs-
mechanische Phénomene wie das Zustandekommen von Widerstand sind
nicht beschreibbar.

e freie Fliissigkeitsoberfliche: die Oberfliche ist frei beweglich, daher wird
statt einer Bedingung fiir die Geschwindigkeit gewthnlich der Druck im Gas
itber der Fliissigkeit als konstant vorgegeben.

Beispiel: Euler-Gleichung mit Coriolis-Kraft

Als ein Anwendungsbeispiel fiir die Euler-Gleichung werden lokal Stromungen in
der Atmosphére an einem Ort unter dem Winkel ¢ nordlicher Breite betrachtet.
Dabei soll, um das Beispiel einfach zu halten, nur die Coriolis-Kraft beriicksichtigt
werden. (Der geringe Einfluss der Zentrifugalkraft kann, dhnlich wie die Schwerkraft
in der Hydrostatik, iiber ihr Kraftpotential in den Druck integriert werden.) Mit
der Winkelgeschwindigkeit der Erdumdrehung, QO, \QO| ~ 1,2-107° %7 ist die

Coriolis-Kraft Fe (pro Masse) gegeben durch:
Fo =2 x Q. (4.45)

DYNAMIK



4.2. Reibungsfreie Fluide 61

Abbildung 4.6: Rotierendes kartesisches Koordinatensystem.

Es wird ein mitrotierendes kartesisches Koordinatensystem entsprechend der Abbil-
dung 4.6 gewihlt, d.h., es wird eine Tangentialebene unter dem Winkel ¢ nérdlicher
Breite an die Erdoberfliche gelegt. In diesem System sind die Schwerkraft ﬁg (pro
Masse) und die Winkelgeschwindigkeit gegeben durch:

0
F,=1 0 |, (4.46)
-9
Qo = || - [cos(p)] + sin(cp)l;], (4.47)
——

sin(5-¢)  cos(5-¢)

wobei j und k die Einheitsvektoren in y- und z-Richtung bezeichnen. Unter
Beriicksichtigung von

vsin(p) — w cos(yp)
—usin(yp) -] (4.48)

wcos(p)

S
X

C{pi
Il

ergibt sich fiir die drei Komponenten der Euler-Gleichung:

1 . -
% = f;g—f +2|Q] - vsin(p) — 2|Qo|w cos(¢), (4.49)
% = _%% — 2|C] - usin(p), (4.50)
dw 10p .~ 1op
= T 4 92|0] - —gR ——— —q. 4.51
7 P 0] - ucos(p) — g 0. Y (4.51)

In der letzten Gleichung wurde ausgenutzt, dass 2|Qq|ucos(p)/g < 1. Dies sind
Grundgleichungen der Meteorologie fiir kleinrdumige Untersuchungen.
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Falls Tréagheitskréfte gegeniiber der Coriolis-Kraft vernachléssigbar sind, besteht
bei stationdrer Stromung in der Tangentialebene ein Kréftegleichgewicht zwischen
Druckkréften und der Coriolis-Kraft. Da die Coriolis-Kraft grundsétzlich senkrecht
zur Stromungsrichtung wirkt, gilt dies dann auch fiir den Druckgradienten. Daraus
folgt, dass der Druck ldngs Stromlinien konstant ist. Solche Stromungen sind
typisch fiir manche grofirdumigen Bewegungen in der Atmosphére. Sie werden
als geostrophischer Wind bezeichnet. Auf Wetterkarten erfolgen entsprechende
Luftbewegungen ndherungsweise parallel zu den Isobaren. Auf der Nordhalbkugel
wird ein Hochdruckgebiet im und ein Tiefdruckgebiet gegen den Uhrzeigersinn
umlaufen.

Euler-Gleichung in natiirlichen Koordinaten

In Vorbereitung auf die Ableitung der Bernoulli-Gleichung geben wir hier noch die
Euler-Gleichung in natiirlichen Koordinaten an. Dazu betrachten wir das Stromli-
nienbild zu einem Zeitpunkt ¢ = ¢y, vgl. Abbildung 4.7a. An einem Ort auf einer

ds s

Kriim-
mungskreis

a) b)

Abbildung 4.7: Natiirliche Koordinaten a) Koordinatensystem an einem
Ort im Stromlinienfeld, b) einzelne Stromlinie mit Kriimmungskreis.

Stromlinie wird ein Koordinatensystem durch die drei Einheitsvektoren §, 77 und b
definiert. Dabei bezeichnet

e 5 den Einheitsvektor fiir die Stromlinienkoordi- ‘
nate s, am betrachteten Ort ist § tangential zur ¥
Stromlinie,
e 71 die Normale, die am betrachteten Ort in Rich- r
tung des Kriimmungsmittelpunktes der Stromli-
nie zeigt, Abbildung 4.8:
Zylinderkoordinaten.

e b = 5 x 11 die Binormale, diese steht orthogonal
auf 5 und 7.
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Die Geschwindigkeitskomponenten sind wie folgt definiert:
e v in Richtung s,
e 1 in Richtung —7,
e w in Richtung g, es gilt w = 0.

In Abbildung 4.7b betrachten wir nun eine einzelne Stromlinie. Lokal kénnen
wir die Euler-Gleichungen in Zylinderkoordinaten (Notation siehe Abbildung 4.8)
schreiben:

ou ou  vou ou 02 1 Jp

T it Ty =, o T (4.52)
%-&—u%%—%g—z—kw% = —%%S—Z—FFW (4.53)
%*“%*%%*w% :—% %Jer- (4.54)
In natiirlichen Koordinaten ist u =0, w =0, 1 = —7, rdp = ds, % = 0. Damit

erhalten wir aus den Euler-Gleichungen eine Gleichung fiir die Richtung normal
zur Stromlinie und eine Gleichung fiir die Richtung tangential zur Stromlinie

ou v*  10p

e i 455
oo R pon (4.55)
Ov ov 10p
En + U% = *;a + F. (4.56)

Die dritte Gleichung (4.54) beschreibt ein Gleichgewicht zwischen Druck- und
auBeren Kriften in Binormalenrichtung, das hier nicht von Interesse und daher
nicht mit aufgefithrt ist. Fiir stationédre Stromungen ohne duflere Kréfte lassen sich
aus Gleichung (4.55) folgende Schlussfolgerungen ziehen:

e Der Druck wéchst vom Kriimmungsmittelpunkt nach auflen.

e In Parallelstromungen gilt fiir den Kriimmungsradius R — oo und daher

Ip
o 0.

In stationédren Parallelstromungen ohne duflere Krifte dndert sich der
Druck nicht quer zur Strémungsrichtung.

Die Integration von Gleichung (4.56), auch instationir und mit dufleren Kréften,
fithrt zur Bernoulli-Gleichung.
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4.2.2 Bernoulli-Gleichung

Im Folgenden gehen wir davon aus, dass auflere Kréafte konservativ sind, also ein
Potential U besitzen, und dass die Dichte allein vom Druck abhéngt. Letzteres
wird Barotropie genannt und geniigt haufig, um den Zusammenhang zwischen
Druck und Dichte anzugeben. Weiterhin fithren wir eine Druckfunktion P ein, die
im Fall von Barotropie allein vom Druck p abhingt. Zusammenfassend gehen wir
im Folgenden aus von:

® Barotropie: p = p(p), (4.57)
d 1

e Definition: P:/ﬁﬂ dP = = dp, (4.58)
p p

® ufere Krifte haben ein Potential: F=VU. (4.59)

Wir betrachten nun von den Euler-Gleichungen in natiirlichen Koordinaten die
Gleichung fiir die Geschwindigkeit in Stromlinienrichtung, Gleichung (4.56). Die
Geschwindigkeit in diese Richtung ist gleich dem gesamten Geschwindigkeitsbetrag,
also v = |i]. Unter Beriicksichtigung der Gleichungen 4.58 und 4.59 erhalten wir:

old|
ot

_ol@  ola 1aar o
A =S+ 5 = 5

Js ot 2 ds  Os

(U - P). (4.60)

Wir unterscheiden im Folgenden zwischen stationdren und drehungsfreien Stromun-
gen. Dabei bezeichnen wir den Geschwindigkeitsbetrag von nun an mit u = ||
(statt mit der Stromlinienkomponente v).

Stationire Stréomung Gleichung (4.60) wird entlang einer Stromlinie integriert:

1 Ou? 7]

Man erhalt die

Bernoulli-Gleichung fiir stationére Stromungen

2

P+%—U:O (4.62)

C ist eine Integrationskonstante, die entlang von Stromlinien, aber nicht not-
wendigerweise im gesamten Stromungsfeld, konstant ist. Zum Beispiel kénnen
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verschiedene Konstanten C' beim Zusammenfluss von Stromungen auftreten, die
aus unterschiedlichen Gebieten kommen (z.B.: Rio Negro und Amazonas, Atem-
und Raumluft).

Drehungsfreie Stromung In drehungsfreien Stromungen existiert ein Geschwin-
digkeitspotential ¢ mit @ = grad ¢. Damit kann Gleichung (4.60) wie folgt geschrie-
ben werden:

0 (09 1,

I B P— =0. 4.

83<8t+2u+ U) 0 (4.63)

Nach Integration entlang einer Stromlinie erhédlt man die

Bernoulli-Gleichung fiir drehungsfreie Strémungen

0o u? B
o T5 TP-U=f@) (4.64)

Hierbei ist f(t) eine Integrationskonstante, die im Allgemeinen zeitabhéngig ist,
zum Beispiel bei einer Variation des Druckes durch dufiere Einwirkungen. Im Fall
stationdrer Randbedingungen hingegen ist f(¢) = const.

Bernoulli-Gleichung (stationir) iiber Energieerhaltung

Die Bernoulli-Gleichung fiir stationére bzw.
drehungsfreie Stromungen wurde iiber die In-
tegration der Euler-Gleichung entlang einer
Stromlinie gewonuen. Die Euler-Gleichung be- Af///// A
schreibt die zeitliche Anderung von Impuls iz

aufgrund angreifender Krafte. Daher handelt
es sich bei der Bernoulli-Gleichung um ei- N
ne Energiegleichung. Die stationdre Form der w2, p2
Bernoulli-Gleichung lésst sich auch einfach di-
rekt iber Energieerhaltung in einer Stromrohre
ableiten. Wir betrachten dazu die inkompres-
sible Stromung durch eine horizontale Stromréhre mit verdnderlicher Quer-
schnittsflache (siehe Abbildung 4.9). In einem Zeitintervall At muss aus Kon-
tinuitdtsgriinden durch jede Querschnittsfliche das gleiche Volumen strémen, also
gilt an den Fldchen A; und A,:

AV = AlAII = AQAIQ (465)

AXl 7
uy, p1

Abbildung 4.9: Stromrohre
mit variablem Querschnitt.

mit Azq = uy At, und uy als Geschwindigkeit bei A; (Azy entsprechend). Durch
die Driicke p; und p, wird dabei folgende Arbeit AW verrichtet:

AWl = plAlAl'l = plAV (466)
AWQ = pgAgA.’Z‘g = pgAV (467)
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Wieder aus Kontinuitétsgriinden sind die Geschwindigkeiten an den beiden Flachen
unterschiedlich grofl. Das gilt entsprechend auch fiir die kinetische Energie. Un-
terschiede in der kinetischen Energie miissen hier, da keine weiteren Energien
(Kriftepotentiale) betrachtet werden, durch entsprechende Unterschiede in den
Arbeiten ausgeglichen werden:

1
AWy — AWy = (p1 — p2) AV = §PAV(U§ —uf). (4.68)

Daraus folgt sofort die Bernoulli-Gleichung fiir stationdre Stromung ohne duflere
Kraft in ihrer vielleicht bekanntesten, aber auch eingeschrénktesten Form:

1
p+ 5'0“2 = const = py. (4.69)

Die Konstante py bezeichnet den Druck an einem Ort, an dem die Geschwindigkeit
verschwindet, also z.B. in einem grofien Reservoir, aus dem die Strémung und
damit auch die Stromréhre kommt.

4.2.3 Bernoulli-Gleichung: Beispiele

i) Ausfluss einer Fliissigkeit aus einem Gefif}:

Fliissigkeit inkompressibel: P =yp/p,

Schwerepotential: U=—g-z,

ol 1 Aep Bernoulli-Gleichung L2 _c
P (stationdr): prau T pgE =t
~T o~ P h Randbedingungen:
=T (Ag: Rohrquerschnitt, Ap < Ao,

REVERS Ar. PR Ap: Fliissigkeitsoberfléiche)
zr 7 N“ e \’
~ NEW-\ Kontinuitat: upAo = urAg,
Geschwindigkeiten: 9 5
(quasistationdre Strémung) 'R > o =0,
Sowohl an Fliissigkeitsoberfliche (bei Ap) als auch am Rohr-
Druck: s
ende herrscht atmosphérischer Druck py.
Damit gilt: po+ 04 pgzo = po + Sup, + pgzg.

—{ Torricelli’sches Ausflusstheorem ’—

ugr = v/29(z0 — 2r) = \/2gh. (4.70)
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Die Bernoulli-Gleichung ist eine Energiegleichung: Entlang einer Stromlinie von der
Fliissigkeitsoberfliche (Ap), an der die Geschwindigkeit praktisch null ist, bis zum
Austritt des Fliissigkeitsstrahls aus dem Rohrende wird die potentielle Energie,
pgh, vollstindig in kinetische Energie, p/2u?, umgewandelt.

ii) Venturi-Rohr (Volumenstrommessung):

Aq u — p:const.w _ 1A2 ~ up - A

o S

Bernoulli-Gleichung, stationér ohne Schwerkraft = Ap =p; —py =% ;
Kontinuitét: uiA; = usAs =V (Volumenstrom) = Ap = su3 [1 B (AJ) }

y Ap (AZ ) ?
= V= Asus = Agy | 2— |1 — | — 4.71
2U2 2 P A, (4.71)
iii) Schwingung einer Fliissigkeit im U-Rohr:
Beispiel fiir die Bernoulli-Gleichung fiir
instationdre Stromungen: 2
Pa AS
¢  u: p ) ‘ :
rad (| —+—+=-U) =0 4.72 ] :

& <6t 2 p ( ) ¢} _L Uz, P2
Lénge der Fliissigkeitssaule: [, :3:
Druck im umgebenden Gas:  p,,

P1, Upp=
Kraftpotential (Schwerkraft): U = —gz, i

Damit folgt aus Gleichung (4.72):

S2 8 2 2
u u u P2 D1
ds 2 1

S1
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Es ist: u(s) = ug = ug = %h und p; = py = pq

1. . g
—h-l -h= lso: h+-—=-h=0.
:>2 +g 0, also +l/2 0

Dies ist eine Schwingungsgleichung, Losung:

h = hg - exp (z\/l/TQt> (4.74)

Die Periodendauer der Schwingung der Wassersaule entspricht der eines mathema-
tischen Pendels der Linge 1/2.

iv) Parallelstrémungen:

In Parallelstromungen gilt fiir den Kriimmungsradius R der Stromlinien R — oo
und damit (‘% — 0 (vgl. Euler-Gleichung in natiirlichen Koordinaten, Kapitel 4.2.1).
In Parallelstromungen andert sich der Druck nicht quer zur Stréomungsrichtung.
Falls in einer Parallelstromung die Geschwindigkeit auf verschiedenen Stromlinien
unterschiedlich ist, so ist dies daher auch die Bernoulli-Konstante.

Anwendung: Ausgleich von Geschwindigkeitsunterschieden im Windkanal mittels
einer Diise.

I‘i
® Po=p ”"72::| t

Up1 ‘
LAUl @ Aup

Parallelstromung: pe1 = pp1 = p1,  Da2 = Pb2 = Pa-

Bernoulli-Gleichung fiir die Teilstrome a und b:

p P P p
5“312 _ §u31 =p1— o und iuz’Q — 5“31 =p1— P2 (4.75)

Nach Gleichsetzen der linken Seiten folgt:

U(QL’Z — 71%’2 + Uil — Uil =0 = (U{L’Q — ubﬂg)(uag + U[),Q) = (UQJ — 1Lb71)(ua,1 + U},,l)

(4.76)

Aus _ Ua2 — Ub2 _ Uad + Uup,1 (4.77)

Aup Ugy —Up1 Ug2 + Upo
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Die Geschwindigkeitsinderung hat gleiches Vorzeichen fiir beide Teilstréme, wegen
Kontinuitat hier Geschwindigkeitszunahme (vgl. Abbildung). Daraus folgt:

A
Uga + Up1 < Ugo + up2 und mit Gleichung (4.77): A—uz < 1. (4.78)
Uy

Fiir kleine Geschwindigkeitsunterschiede (,,Storungen®): uq; ~ up; = u;, i = 1,2,
und mit uy - Ay = ug - Ay erhilt man schliefSlich

Auy  uwy A, . Augfuy  u? A\ 2
—— =—=—"<1, bzw. relativ: =—==|-—)] <1 4.79
AU1 U9 141 ’ W relativ Aul/ul ’U/% A1 ( )

Eine Windkanaldiise bewirkt neben einer Beschleunigung der Strémung auch eine
Verringerung der (relativen) Stérungen in der Liangsgeschwindigkeit.

v) Dichtestromung (nach von Karman):

Ausbreitung einer Gaswolke mit erhohter Dichte im Schwerefeld der Erde (z.B.
,»Chemieunfall* oder Sediment-/Staubwolke, vgl. Abbildung 4.10):

P1
Up P2> P

D
Up
U1=0

D

Die instationdre Stromung ist stationédr im Bezugssystem der Front (D) (Uberlage—
rung von —up). Stationdr ist D ein Staupunkt (siehe néchstes Kapitel 4.2.4), die
Geschwindigkeit bei D verschwindet:

_UD

—_—

esist:  pp =pp+ prgd + Zuj, (Stromlinie von D nach B in Fluid 1),
Pp = pB + p2gd (Stromlinie von D nach B in Fluid 2).

Fiir die Geschwindigkeit der Front erhélt man:

2 —
29(p2 = p1) ;- (4.80)
P1

Uqg =
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Abbildung 4.10: Dichtestrémung: Sandsturm (Habub) in Texas (Leaflet,
CC BY-SA 3.0, via Wikimedia Commons).

vi) Umstrémung eines festen Korpers:

ﬁ

-— uOO

oqy

|
<
8
O1-BWN—

a) externes Bezugssystem b)Bezugssystem des Kérpers

Der Koérper bewegt sich durch Fliissigkeit mit hydrostatischer Druckverteilung:

P = Do — pgz. (4.81)
Weit vom Korper gilt daher auf Stromlinie ,,¢*:

pi -+ pgz; = py = const. (4.82)

Addiere p/2 u2, (Bezugssystem Korper), weit vom Korper gilt dann:
pi+ guio +pgzi = po+ gUEo = const, (4.83)
z.B. auch auf Stromlinien 2 und 5 (s.o.) und darauf liegenden Punkten a und 5:
P + gu; + pgza = pa + gui + pgz, = const (4.84)

Il

ps + gu; + pgzs = ps + gu% + pgzp = const. (4.85)
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Die Bernoulli-Konstante ist hier iiberall gleich. Daher verkniipft die Bernoulli-
Gleichung auch die Punkte o und g, die nicht auf der gleichen Stromlinie liegen,
miteinander:

Pa+ gui +pgza = ps + gU?g +pgzs. (4.86)

4.2.4 Definitionen

Bei der Umstromung eines Korpers unterscheiden sich einzelne Stromlinien und
einzelne Punkte auf der Korperoberfliche von den anderen. Wir betrachten dazu in
Abbildung 4.11 eine inkompressible Stromung ohne duflere Kriifte und definieren:

Staustromlinien

S @ ®

Abbildung 4.11: Umstromung eines Korpers: Staupunkte und
Staustromlinien.

e Staupunkt (stagnation point): Punkt auf Kérperoberfliche, an dem eine
Stromlinie endet / beginnt, dort gilt u =0 2.
S,/ Sp: vorderer / hinterer Staupunkt,

e Stau(punkt)stromlinien: fiihren auf den Staupunkt zu bzw. von ihm weg,
am Staupunkt (Index ,s%) gilt:

pS:P5+§'0:pm+§ugO:pa+§ui, (4.87)

e Gesamtdruck (Pitot-Druck) (stagnation/total pressure): maximaler Druck,
gegeben durch pg,

e dynamischer Druck / Staudruck (dynamic pressure): Druckanstieg, zwi-
schen einem Ort o und dem Staupunkt (kinetische Energie pro Volumen):

P§ — Pa = gui, (4.88)

e statischer Druck (static pressure): physikalischer Druck, am Ort «: p,.
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4.2.5 Druckmessung

Die drei im letzten Abschnitt definierten Driicke lassen sich mit einfachen An-
ordnungen bestimmen. Den Gesamtdruck misst man direkt an einem Staupunk,
z.B. am vorderen Ende eines parallel zur Anstrémung ausgerichteten Rohrs, dem
sogenannten Pitot-Rohr, siche Abbildung 4.12. Fiir den statischen Druck benétigt
man eine Druckmessstelle an einer Stelle, an der die Stromung durch das Messgerét
praktisch nicht gestort wird. Dies ist z.B. der Fall, wenn die Druckmessstelle seitlich
an einem umstromten Rohr angebracht ist, das wieder parallel zur Anstromung
ausgerichtet ist. Um Stérungen von der Umstrémung des vorderen Rohrendes zu
vermeiden, muss die statische Druckmessstelle dabei weit genug vom vorderen
Rohrende liegen. Die Differenz dieser beiden direkt messbaren Driicke ergibt den
Staudruck, aus dem man dann, bei bekannter Dichte, direkt die Geschwindigkeit
erhéilt. Dies wird beim Prandtl’schen Staurohr ausgenutzt, siehe Abbildung 4.13.

I
’Z: 7777777 ///

Staupunkt
— P = Ps
@ps

Abbildung 4.12: Pitot-Rohr zur Messung des Gesamtdrucks.

hier: p = po

Poo

e—

Staupunkt
— P = Ps

Ps — Poo = p/2 U2,

Abbildung 4.13: Prandtl’sches Staurohr / Prandtl-Sonde,
zur Messung des Staudrucks / dynamischen Drucks.
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4.3 Ahnlichkeitsbetrachtungen

FEine erste Ahnlichkeitsbetrachtung haben wir bereits in Kapitel 1.4.2 am Beispiel
der Rohrstromung kennengelernt. Dabei stellte sich die Reynolds-Zahl als eine
entscheidende dimensionslose Grofle heraus, von der wir sehen werden, dass sie
nicht nur fiir die Rohrstréomung, sondern ganz allgemein in der Stromungsmechanik
von grofiter Bedeutung ist. Ahnlichkeitsbetrachtungen spielen auch in anderen
Féllen eine Rolle:

e Die Losung der Navier-Stokes-Gleichung ist im Allgemeinen schwierig. Es
gibt jedoch Fille, in denen sich aufgrund der speziellen Problemstellung
die unabhéngigen Variablen derart transformieren lassen, dass man nur
noch eine Abhingigkeit von einer unabhéngigen Ahnlichkeitsvariablen
erhilt. Die partielle Navier-Stokes-Gleichung wird dann zu einer gew6hnlichen
Differentialgleichung, die leichter zu lésen ist. Dies werden wir an geeigneten
Stellen anwenden (vgl. Kapitel 4.4.iii, 7.3).

e Experimentelle Untersuchungen werden oft an kleinen Modellen durchgefiihrt.
Wann sind die gewonnen Ergebnisse auf die GroBausfiihrung iibertragbar?

e Bei der Durchfiihrung von Experimenten lidsst sich der Aufwand durch
yintelligente“Konzepte, die auf einer Dimensionsanalyse beruhen, verringern.

4.3.1 Navier-Stokes-Gleichungen entdimensionalisiert;
Kennzahlen

In diesem Abschnitt werden wir die Navier-Stokes-Gleichungen in dimensionsloser
Form angeben. Die Einheiten der Gréfien in den Navier-Stokes-Gleichungen setzen
sich aus den Grundeinheiten fiir Masse, Liange und Zeit (kg, m,s) zusammen.
Neben Linge und Zeit, die in den Ableitungen explizit auftreten, kommen noch
Druck (Pa = kg/(ms?)), Geschwindigkeit (m/s), Dichte (kg/m?®), dynamische
Zihigkeit (Ns/m? = kg/(ms))und Beschleunigung (m/s?) vor. Referenzgrofien mit
Grundeinheiten sind gewohnlich jedoch nur fiir die Lénge vorhanden, eventuell
noch fiir die Zeit. Es werden daher auch Referenzgrofien mit anderen Einheiten fiir
die Entdimensionalisierung benétigt:

e Referenzléange: L,
o Referenzgeschwindigkeit: U (ersetzt eine Referenzzeit),
e Referenzzeit: T (T = L/U, falls es keine explizite Referenzzeit gibt),

o Referenzdruck: pU? (ersetzt eine Referenzmasse).
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Unter Verwendung dieser Referenzgréfien konnen die Navier-Stokes-Gleichungen
skaliert werden. Hier fithren wir das am Beispiel der Gleichung fiir die z-Komponente
mit Schwerkraft als Reprisentant fiir eine &uflere Kraft durch. Die dimensionsbehaf-
tete Gleichung teilen wir durch eine Beschleunigung, gebildet mit Referenzgrofien
und die partielle Zeitableitung erweitern wir mit 7'/

a—w—l—ua—w+va—+ aw*—l@—ﬁ—u il +027w+027w - U72
o  oxr ey TV T po: o2 Ty To2) L
(4.89)
Man erhélt:
Loy o 0k u [0 Ly
— U U = o)== (4.90)
UT 9%  Ud% 07 pUL a(%)Q U?

Der Faktor vor der Klammer ist gerade der Kehrwert der uns schon bekannten
Reynolds-Zahl. Die anderen beiden am Anfang und Ende der Gleichung stehenden
weiteren dimensionslosen Gruppen aus Referenzgréfien und Schwerebeschleunigung
sind ebenfalls Kennzahlen. Diese sind wie folgt definiert:

Kennzahlen
UL
Re =2~ Reynolds-Zahl, (4.91)
7
U2
Fr = o Froude-Zahl, (4.92)
L
Sr = OT Strouhal-Zahl (dimensionslose Frequenz). (4.93)

Falls es eine explizite Referenzzeit T gibt, ist die Strouhal-Zahl eine dimensionslose
Frequenz. Andernfalls ist Sr = L/(U(L/U)) = 1 und der Vorfaktor vor der lokalen
Zeitableitung entfillt. Bezeichnet man dimensionslose Variablen mit einer Tilde,
2.B. § = g/ gret, S0 erhidlt man die entdimensionalisierte Navier-Stokes-Gleichung
(hier nur z-Komponente) zu

Ow | _Ow ow 0w ap 1 [*w 0% 0w 1

R S . N
o TV T TV er T ot he o o Tz | Ee | WY

Die genaue Form der Gleichung, und damit auch ihre Losung, hingt von den drei
Kennzahlen Re, Sr, und Fr ab. Es gilt:

Bei geometrisch dhnlichen Randbedingungen eines Stromungsfeldes sind
auch die Stromungen &hnlich (das heiBt an #hnlichen Orten ist auch die
Stromungsgeschwindigkeit ahnlich), wenn die Kennzahlen gleich sind.
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Interpretation der Kennzahlen

i) Krifteverhiltnis Die Groflenordnungen der in der Navier-Stokes-Gleichung
auftretenden Krifte (hier pro Volumen) werden wie folgt abgeschétzt:

e Trigheitskraft: p(dV)u ~ pUT27

u

e Reibungskraft: puAd~ 3,

e Schwerkraft: 0g.

Die Reynolds- und Froude-Zahl kénnen als Verhéltnis der Trégheits- zur Reibungs-
bzw. Schwerkraft interpretiert werden:

Triigheitskraft e L
Reynolds-Zahl ~ — e lISas Re="L - PuL (4.95)
Reibungskraft iz 1
Trégheitskraft LI IE
Froude-Zahl ~ ——————— Fr=-1t-=_—. 4.96
roudemaa Schwerkraft ! pg gL (4.96)

Eine Interpretation der Kennzahlen als Kréfteverhéltnis ist nicht immer moglich.
Beispielsweise geht dies nicht im Fall der laminaren Rohrstrémung, da dort keine
Trigheitskrifte auftreten ((¢ V)« verschwindet).

ii) Verhiltnis von Energien Grofienordnungen von kinetischer und potentieller
Energie (pro Volumen) sind:

e kinetische Energie: pU?,
e potentielle Energie: pglL.

Damit lasst sich die Froude-Zahl als Verhéltnis von kinetischer und potentieller
Energie interpretieren:

kinetische Energie

2 2
o2 U

Froude-Zahl ~ = -
roudeaa potentielle Energie’ pgL gL

(4.97)

Auch die Reynolds-Zahl ldsst sich als Verhéltnis von Energien deuten. Dabei
wird die in einem Zeitintervall At = L/U dissipierte Energie mit der kinetischen
Energie verglichen. Dissipation bezeichnet den Teil an kinetischer Energie, der pro
Zeit durch Reibung in Wiarme umgewandelt wird. Dissipation wird in Kapitel 6.1
behandelt. Es ist:

kinetische Energie

U UL
Re=20 =22

Reynolds-Zahl ~ ,
YHOKES dissipierte Energie’ nY m

(4.98)
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iii) Verhéltnis charakteristischer Zeitskalen Folgende Zeitskalen werden
miteinander verglichen:

e charakteristische stromungsmechanische Zeit: tg, = %7

e explizite Zeit (z.B. von aulen aufgeprigt): texpt = T,
e charakteristische Zeit fiir Reibungseffekte: t, = L;” = LTQ

Reynolds- und Strouhal-Zahl ergeben sich als Verhiltnisse dieser Zeitskalen:

har. Zeit f. Reibungseffekt LU LU
Reynolds-Zahl ~ S 201 - TWOIDWNESCRCRIC o _ 22 _ P22 (4.99)

stromungsmechanische Zeit v L 1

stromungsmechanische Zeit L

Strouhal-Zahl ~ , Sr (4.100)

= UT

explizite Zeit

4.3.2 Dimensionsanalyse

In Kapitel 1.4.2 hatten wir bereits festgestellt, dass fiir &hnliches stromungsmecha-
nisches Verhalten neben geometrischer auch die dynamische Ahnlichkeit be-
riicksichtigt werden muss. Ein weiterer Punkt betrifft die physikalischen Di-
mensionen der Grofien, die fiir ein betrachtetes Problem bestimmend sind. Nur
geeignete Kombinationen dieser Grofien liefern dimensionsméfig sinnvolle Aussagen.
Wie man dies bei einer Untersuchung ausnutzen kann, wird im folgenden Beispiel
demonstriert.

Beispiel: Rohrstromung Es wird erneut die Rohrstromung aus Abschnitt 1.4.2
betrachtet. Gesucht wird die Abhéngigkeit des Durchflusses von verschiedenen
Parametern. Als wichtigste den Durchfluss bestimmende Parameter wéhlen wir
wieder neben Lénge [ und Radius R des Rohres die dynamische Viskositét p, die
Dichte p und die Druckdifferenz Ap = p, — pe, siehe Abbildung 4.14. Der Durchfluss
Q = mR%u, das Produkt aus mittlerer Geschwindigkeit 4 und der Querschnittsfliche
des Rohres, ist dann eine Funktion von 5 Parametern:

Q = f(u, p, R, 1, Ap). (4.101)

Pa P Pe 2R

/
Abbildung 4.14: Rohrstromung: Bezeichnungen.

In einer experimentellen Untersuchung kann man nun auf zwei Weisen vorgehen:

DYNAMIK



4.3. Ahnlichkeitsbetrachtungen 7

e brute-force-Methode: Variation aller Parameter, zum Beispiel 10 Werte pro
Parameter — 10° Versuche!

e Beriicksichtigung der Dimensionen der Parameter: neben der Geometrie stellt
sich die Reynolds-Zahl als entscheidender Parameter heraus (vgl. Abschnitt
1.4.2) — 10? Versuche!

Die in Gleichung (4.101) vorkommenden GréBen haben die folgenden physikalischen
Dimensionen, hier ausgedriickt durch Grundeinheiten fiir Lange (L), Zeit (T') und
Masse (M):

L3 M M

bl=75 [RI=L [=L [Ap]= M

Trae (4102)

Das Durchflussgesetz (4.101) gilt auch bei anders gewéhlten Einheiten, wenn man
also z.B. die Grundeinheiten L, T und M durch neue Einheiten L/, 7" und M’
(nun nicht mehr fiir Linge, Zeit und Masse) wie folgt ersetzt:

L T M
== T==2 M==— (4.103)
a B v
Hier bezeichnen «, # und v noch geschickt zu wiahlende Umrechnungsfaktoren. Es
gilt:

3 1 1 2
QI = %Qv ,u/ - afﬁﬂ? p/ - in’ R = —R, I'= 7la A[)/ = % A[)
«@ ¥ 5y « « ~
(4.104)
Damit lautet das Durchflussgesetz:
Q' = f(y,p,R,I',Ap) (4.105)
oder
3 aB o R 1 ap?
@Q:f 7% 7P7E7E77AP . (4-106)

An dieser Stelle wihlen wir nun Umrechnungsfaktoren derart, dass die Glei-
chung (4.106) dimensionslos wird. Wie bereits in Kapitel 1.4.2 achten wir dabei
darauf, den Druck hier nicht, wie oft iiblich, iiber den dynamischen Druck (und
damit iiber die mittlere Geschwindigkeit) zu skalieren, denn die mittlere Geschwin-
digkeit steckt bereits im Durchfluss ) und ist, bei bekannter Querschnittsfliche,
die Grofle, die bestimmt werden soll. Speziell treffen wir hier die folgende Wahl:

a=R, B=R"Y =R (4.107)
1
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Dies ergibt:

l 2
MLRQ =f <17 L1 5 }Zpr> : (4.108)

Mit Q = mR*u, Re = @ und Ap bezogen auf die Rohrldnge (%) ergibt sich:

P o T I R*p Ap
— 7Rt = -Re = 1,11, =, —-1— ). 4.109
MRquef(,,,R,#” (4.109)
Dies kann umgeschrieben werden, indem man den Faktor /2 in die rechte Seite
integriert und die letzte Variable mit R/(4l) multipliziert. Dies fiihrt zu:
I R3pAp
Re=g¢g(1,1,1,—, —E=F 4.110

T ( R 42 (4.110)
mit einer neuen Funktion g, die nun nur noch von zwei dimensionslosen Variablen
abhingt. Fiir lange Rohre, also grofie I/ R, spielt die Rohrlidnge selbst keine Rolle,
sondern nur der Druckgradient, der in der letzten Variablen dimensionslos auf-
tritt. Der hier dimensionsanalytisch gewonnene Zusammenhang ist fiir laminare
Stromungen in Ubereinstimmung mit der aus dem Hagen-Poiseuille-Gesetz abge-
leiteten Gleichung (1.38) und fiir turbulente Stromungen mit dem experimentell
beobachteten Zusammenhang nach Gleichung (1.39).

Das Beispiel der Rohrstromung zeigt, dass sich grundlegende Zusammenhénge
bereits ohne Kenntnis physikalischer Gesetze oder experimenteller Daten aus di-
mensionsanalytischen Uberlegungen ableiten lassen. Dies gilt nicht nur in der
Stromungsmechanik, sondern ganz allgemein fiir Zusammenhénge zwischen dimen-
sionsbehafteten Groflen. Die Vorgehensweise ist wie folgt:

Zuerst werden alle n fiir die betrachtete Problemstellung wesentlichen Parameter
D1, D2, - - -, Py ermittelt (z.B. p1 = u,ps = p,...). Dies erfordert ein physikalisches
Versténdnis fiir das Problem. Berticksichtigt man zu wenige Parameter, so ist
eine korrekte Beschreibung nicht mdglich. Berticksichtigt man umgekehrt zu viele
Parameter, so erhilt man zwar korrekte Aussagen, aufgrund der vielen Parame-
ter sind diese aber nicht unbedingt niitzlich. Die Einheiten der n wesentlichen
Parameter setzen sich aus einer Anzahl m an Grundeinheiten zusammen (in der
Stromungsmechanik typischerweise kg, m, s und evtl. K). Gesucht wird ein funk-
tioneller Zusammenhang zwischen den n Parametern, den wir wie folgt schreiben:

f(P1:p2,sp0) = 0. (4.111)

Aus den n Parametern werden nun dimensionslose Produkte I1;,7 = 1, 2, ... gebildet,
z.B. mit p; = u, po = p, p3 = L und py = u:

: L
_ bipaps _ up ' (4.112)

P4 H

I
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Es gibt unendlich viele solcher dimensionsloser Produkte, aber nur eine endliche
Anzahl k voneinander unabhéngiger Produkte. In dimensionsloser Form kann der
funktionelle Zusammenhang aus Gleichung (4.111) als funktioneller Zusammenhang
zwischen k voneinander unabhéngigen dimensionslosen Produkten II;,i =1,... k,
geschrieben werden:

F(ITy, 1, ..., 1) = 0. (4.113)

Auf diese Weise verringert sich in der dimensionslosen Darstellung die Anzahl n
der Variablen um die Anzahl m an auftretenden Grundeinheiten auf & =n —m.
Dies lésst sich mathematisch beweisen und ist als Buckingham’sches II-Theorem
bekannt:

Buckingham’sches II-Theorem

Eine Funktion f zwischen n dimensionsbehafteten Grofien
D1, P2, - - - Dn, in denen m unabhéngige Grundeinheiten

auftreten, kann als eine Funktion F' zwischen kK = n — m
dimensionslosen Argumente IIy, Iy, ..., II; geschrieben wer-
den. Es gelten dann folgende funktionelle Abhéngigkeiten:

f(p17p27 7pn) = 07
F(IL, 1L, ..., TT) = 0.

Im obigen Beispiel der Rohrstromung haben wir den Durchfluss als Funktion
von 5 Parametern betrachtet. Insgesamt sind dies n = 6 Parameter, die m = 3
Grundeinheiten enthalten. Laut II-Theorem gibt es dann einen funktionellen Zu-
sammenhang zwischen £ = n — m = 3 dimensionslosen Parametern. Dies stimmt

mit unserem Ergebnis (Gleichung (4.110)) tiberein, das einen Zusammenhang zwi-
R°p Ap

schen den folgenden dimensionslosen Grofien lieferte: Re,l/R und e

Auch das Ergebnis der Entdimensionalisierung der Navier-Stokes-Gleichungen steht
in Ubereinstimmung mit dem IT-Theorem. Die Gleichungen selbst enthalten die
Dichte p, die dynamische Viskositét p und die Schwerebeschleunigung g. Weiterhin
haben wir als Referenzgréfien eine Geschwindigkeit U, eine Lénge L und eine
charakteristische Zeit T verwendet. Insgesamt sind dies wieder n = 6 Parameter
die m = 3 Grundeinheiten enthalten. Zu erwarten ist also, dass die dimensionslose
Form der Navier-Stokes-Gleichungen von k& = n — m = 3 dimensionslosen Pro-
dukten abhingt. Dies entspricht unserem Ergebnis (Gleichung (4.94)), in dem die
Reynolds-Zahl Re, die Strouhal-Zahl Sr und die Froude-Zahl F'r als 3 voneinander
unabhéngige Kennzahlen auftreten.

Die dimensionslosen Produkte werden in der Stromungsmechanik als Kennzah-
len bezeichnet. Neben den in diesen Beispielen genannten gibt es viele weitere
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Kennzahlen. Diese kénnen von den bisherigen unabhéngig sein, wenn z.B. andere
physikalische Phanomene wie Warmeleitung, Kapillaritdt oder Kompressibilitét
betrachtet werden, oder aber durch Kombination bekannter Kennzahlen gebildet
werden, z.B. Il = Re/Fr.

Beispiel: Wellen auf Fliissigkeitsoberflichen

Als weiteres Beispiel der Dimensionsanalyse suchen wir die Phasengeschwindigkeit
von Wellen auf einer freien Fliissigkeitsoberfliche, wobei ,,frei“ bedeutet, dass der
Einfluss des Gases iiber der Fliissigkeit keine Rolle spielt. Als Riickstellkréfte fiir
eine aus der Gleichgewichtslage ausgelenkte Oberfléiche beriicksichtigen wir die
Schwerkraft iiber die Schwerebeschleunigung g, und die Oberflichenspannung o.
Weitere Groflen, die einen Einfluss auf die Phasengeschwindigkeit ¢ haben kénnten,
sind die Wellenlédnge A\, die Dichte der Fliissigkeit p und die Fliissigkeitstiefe H,
siche Abbildung 4.15.

Y Gas

Flissigkeit

Abbildung 4.15: Oberflichenwellen: Bezeichnungen.

Gesucht ist die Phasengeschwindigkeit als Funktion der anderen genannten Para-
meter:

c=f(\p,g H, o). (4.114)

(Dies kann man leicht in die oben beim Buckingham’schen II-Theorem verwendete
Form bringen, indem man eine neue Funktion h = f — ¢ = 0 einfiihrt.) Es liegen
hier also n = 6 Parameter mit m = 3 Grundeinheiten vor:
kg
d="0 W=m =15
Laut II-Theorem gibt es daher k = n — m = 3 voneinander unabhéngige dimensi-
onslose Produkte, zwischen denen ein funktioneller Zusammenhang besteht:

Il = F(Ily, I1;). (4.116)

kg

[H]=m, [o]==3. (4115)

m
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Zur Skalierung von Lénge, Zeit und Masse bieten sich die folgenden Gréflen an:

A
Lénge: A, Zeit: \/7, Masse: pA®. (4.117)
g

Nach Skalierung aller Parameter in Gleichung (4.114) mit diesen GroBen erhalten
wir:

c H o
=f(1,1,1,>=, —). 4.118
Vg f( ’ A pA29> (4.118)

Im Folgenden wollen wir uns auf tiefe Fliissigkeiten beschrénken. Dann gilt H/A —
oo. Die Erwartung ist, dass die Phasengeschwindigkeit dann nicht von H (also dem
sich weit unter der Fliissigkeitsoberfliche befindlichen Boden) abhéngt und wir
nur noch einen Zusammenhang zwischen den beiden dimensionslosen Produkten
haben, die H nicht enthalten:

C ag
li = . 411
V0 /Ag h (p/\29> (4.119)

Weiterhin unterscheiden wir zwischen Féllen, in denen entweder die Schwerkraft
oder die Oberflichenspannung unbedeutend ist:

i) Falls die Schwerkraft keine Rolle spielt, muss die Phasengeschwindigkeit ¢
unabhéngig von der Schwerebeschleunigung ¢ sein. Aus Gleichung (4.119)
folgt sofort, dass die Funktion f; proportional zur Wurzel ihres Argumentes
ist (dann steht auf beiden Seiten 1/,/g) und man erhalt:

g g
fi =K g c=K; Y (4.120)

Dies ist die Phasengeschwindigkeit von Kapillarwellen, bei denen die
Riickstellkraft durch die Oberflichenspannung zustande kommt. Die ex-
akte Losung der Bewegungsgleichungen liefert fiir den Proportionalitétsfaktor

Kl =V 2.

i) Im umgekehrten Fall, wenn die Oberflichenspannung keine Rolle spielt,
erhalten wir entsprechend

fl = K2 = c= Kg\/ )\g (4121)

Dies ist die Phasengeschwindigkeit von Schwerewellen auf tiefen Fliissig-
keiten. Die Riickstellkraft ist hier die Schwerkraft. Die exakte Rechnung
ergibt fiir den Proportionalititsfaktor Ky = 1/4/2.
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Die Phasengeschwindigkeit sowohl von Kapillar- als auch Schwerewellen ist ab-
héngig von der Wellenlédnge. Dies nennt man Dispersion. Bei Schwerewellen steigt
die Phasengeschwindigkeit mit der Wellenldnge (normale Dispersion) und bei Ka-
pillarwellen nimmt sie mit der Wellenldnge ab (anomale Dispersion).

Im allgemeinen Fall sind sowohl Schwerkraft als auch Oberflichenspannung als
Riickstellkréfte zu beriicksichtigen. Man spricht dann von Schwere-Kapillar-
wellen. Die Phasengeschwindigkeit von Schwere-Kapillarwellen erhélt man iiber
Losen der Bewegungsgleichungen zu

c= |22 42— (4.122)

Dieser Zusammenhang fiir Schwere-Kapillarwellen ldsst sich mittels Dimensions-
analyse nicht mehr ableiten. Die Abhéangigkeiten der verschiedenen Phasenge-
schwindigkeiten von der Wellenlédnge sind in Abbildung 4.16 skizziert. Das Zu-
sammenspiel von Schwerebeschleunigung und Kapillaritit fithrt dazu, dass es fiir
Schwere-Kapillarwellen eine minimale Phasengeschwindigkeit c¢,,;, gibt, die nicht
unterschritten wird. Die zugehorige Wellenlénge ist mit A, bezeichnet.

Schwere-Kapillarwellen

S chwerewellel

Cmin . .
normale Dispersion

anomale Dispersion

Sapiy rwellep,

)\min A

Abbildung 4.16: Phasengeschwindigkeit von Schwere-, Kapillar- und
Schwere-Kapillarwellen in Abhéngigkeit von der Wellenléinge (skizziert).

4.3.3 Anwendung in der Versuchstechnik

In der Versuchstechnik werden Strémungsvorgénge an kleinen Modellen untersucht,
zum Beispiel Flugzeugmodelle in einem Windkanal oder Schiffsmodelle in einem
Wasserschleppkanal. Im Idealfall dhnelt die Stromung am Modell der an der
interessierenden Grofausfithrung, d.h., dass neben einem &hnlichen Verhalten von
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Kréften und Momenten auch physikalische Phénomene wie Grenzschichtablosung
oder ein Umschlag von laminarer zu turbulenter Stromung an dhnlichen Orten
wie im realen Fall auftreten. Dies ist zu erwarten, wenn im Experiment relevante
Kennzahlen die gleichen Werte haben wie im realen Fall. Es ist jedoch oft schwierig
und nicht immer moglich, dies zu realisieren, was im Folgenden anhand von
Beispielen gezeigt wird. Dabei steht der Index ¢ fiir die GroBausfithrung und der
Index m fiir das Modell, das im Experiment verwendet wird.

Schiffsmodell im Wasserschleppkanal Der Widerstand von fahrenden Schif-
fen entsteht durch Reibung am Rumpf und durch die stdndige Erzeugung von
Wellen. Der Einfluss der Form des Schiffsrumpfs auf den Widerstand lésst sich
in einem Wasserschleppkanal untersuchen, siehe Abbildung 4.17. Wir gehen hier
davon aus, dass der Widerstand W von den folgenden Parametern abhéngt: Grofie
L und Geschwindigkeit « des Schiffs, Viskositidt @ und Dichte p des Wassers, sowie

#H.‘ 4
/ =

I P 1t

Abbildung 4.17: Schiffsmodell im Wasserschleppkanal: Bezeichnungen.

von der Erdbeschleunigung g. Da diese 6 Parameter 3 Grundeinheiten (m, kg, s)
enthalten, ldsst sich nach dem II-Theorem der Widerstand in dimensionsloser Form
als Funktion zweier weiterer Kennzahlen darstellen. In der Stromungsmechanik wird
der Widerstand dimensionslos iiber den Widerstandsbeiwert ¢, (drag coefficient,
¢q) ausgedriickt:

w

W = ag (4.123)

2

Der Widerstand wird also durch das Produkt von Staudruck und Stirnflache S
(S o< L?) des umstromten Koérpers skaliert. Als die beiden weiteren Kennzahlen
wiahlen wir die Reynolds- und die Froude-Zahl, die den Einfluss der Viskositéat bzw.
der Wellen beriicksichtigen. Damit ist

cw = cw(Re, Fr). (4.124)
Wir gehen nun von einen Modellversuch im Maflstab 1:100 aus, also gilt:
1
Ly =—1L,. 4.125
100 g ( ‘))
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Im Wasserschleppkanal erwarten wir ein dhnliches Wellenbild wie im Realfall,

falls die Froude-Zahlen iibereinstimmen, F'r, L Fr,,. Dies wird als Froude-
Ahnlichkeit bezeichnet. Es muss also gelten:

2 2 .1 u?
Frm = Ym - i 00 ; —£ = Frg (4126)
9L, gLg 9Lg
1
= | Um = 7l (4.127)

Reibungseffekte werden {iber die Reynolds-Zahl beriicksichtigt. Versuche im Schlepp-
kanal werden gewohnlich in Wasser durchgefiihrt. Damit dndert sich die kine-
matische Viskositéat der Flissigkeit, v = u/p, im Versuch nicht. Um Reynolds-
Ahnlichkeit, also Rep, . Re,, zu erfiillen, kann nur die Geschwindigkeit angepasst
werden. Es muss gelten:

Uy Ly Vin=vg UnLg | ugL

R m — = £ — R 4.128
¢ Vm 100w, Vg s ( )

= | Uy = 100u,. (4.129)

Ein Vergleich von Gleichung (4.127) und (4.129) zeigt

Froude- und Reynolds-Ahnlichkeit lassen sich nicht gleichzeitig erfiillen!

Bei einem Versuch im Wasserschleppkanal erfiillt man zunéichst die Froude-Ahnlich-
keit. Reibungseffekte werden dann auf andere Weise, z.B. empirisch oder mittels
numerischer Rechenverfahren, erfasst.

Reynolds-Ahnlichkeit bei groen Reynolds-Zahlen Reynolds-Zahlen von
Verkehrsflugzeugen im Reiseflug sind sehr grof3:

L L
Re, = Zes _ Beze 0108 — 10°). (4.130)
Hg Vg
Im Modellversuch betrage der Mafistab 1:25, also:
L, = ! L (4.131)
m — 25 g .

Viele Windkanéle haben eine offene Messstrecke. Dann herrschen dort ungeféhr

atmosphirische Zustinde (p ~ 10° Pa, T ~ 290 K). Dadurch ist auch der Wert der

Viskositéit bestimmt. Um Reynolds-Ahnlichkeit zu erreichen, muss gelten:
Y 2 T S O T

e = = = = ) 4.132
he Vm Um 25 Vg fee (4.182)
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Daraus folgt mit 14, ~ 1/2 1, und einer Reisegeschwindigkeit von ug ~ 250 m/s:
m
Uy ~ 10uy = 2500 — > ¢, (4.133)
s

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit bezeichnet. Fiir eine Reynolds-Ahnlichkeit wéiren
also (hohe) Uberschallgeschwindigkeiten nétig. In Uberschallstrémung liegt jedoch
eine komplett andere Situation vor. Information kann sich nicht mehr vom Flugzeug
stromauf ausbreiten, es stellen sich ganz andere Stromungsfelder ein. Wir werden
spéter sehen, dass dann eine weitere Kennzahl (die Mach-Zahl) dazu kommt, iiber
die Kompressibilitéitseffekte beriicksichtigt werden.

In Windkanélen mit geschlossener Messstrecke besteht die Méglichkeit, nicht nur
die Geschwindigkeit, sondern auch die kinematische Viskositdt zu dndern. In
Hochdruckkanilen werden der Druck und damit auch die Dichte, die in die ki-
nematische Viskositit eingeht, erhoht. Bei einer Erhohung auf 100 bar erreicht
man bei konstant gehaltener Temperatur (7" ~ 290K) vy, ~ 1/200 v, und damit
Uy ~ 1/10 uy < c. Die Geschwindigkeit liegt im niedrigen Unterschallbereich und
die Stromung ist inkompressibel. Um auch Kompressibilitéitseffekte zu erfassen,
kann man die Viskositét iiber die Temperatur &ndern. In kryogenen Windkanélen
lassen sich Temperaturen auf bis auf 100 K absenken, indem man fliissigen Stick-
stoff einspritzt. Damit erreicht man vy, ~ 1/17 v,. Die Geschwindigkeit (uy,) ist
dann grofl und Kompressibilitiatseffekte konnen erfasst werden. In diesem Fall
ist es jedoch moglich, dass immer noch wu,, > c. Eventuell kann eine zusétzliche
Druckerhohung Abhilfe schaffen (falls technisch moglich). Andernfalls muss im
Versuch mit reduzierter Reynolds-Zahl gearbeitet werden.

4.4 Analytische Losungen der Navier-Stokes-
Gleichungen

Die Navier-Stokes-Gleichungen bilden ein System gekoppelter, nichtlinearer, parti-
eller Differentialgleichungen. Um diese zu l6sen, werden Randbedingungen und, im
Fall instationdrerer Stromungen, Anfangsbedingungen benétigt. Bei einer kleinen
Anderung eines Parameters, z.B. der Reynolds-Zahl, kénnen Lésungsverzweigungen
auftreten. Losungen konnen hysteretisch von diesem Parameter abhédngen. Auch
bei stationdren Randbedingungen sind instationére Losungen moglich. Dies kénnen
turbulente Stromungen sein oder auch Schwingungen des gesamten Stromungs-
feldes. Analytische Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen sind in der Regel nicht
moglich. Es gibt jedoch einige Sonderfélle, in denen die Navier-Stokes-Gleichungen
aufgrund der Randbedingungen eine lineare Form annehmen oder sich zu einer
gewohnlichen Differentialgleichung vereinfachen. Dann existieren in einigen Féllen
analytische Losungen.
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Schichtenstromungen In Schichtenstromungen ist nur eine Geschwindigkeits-
komponente von Null verschieden. Ein Beispiel haben wir bereits mit der laminaren
Rohrstromung kennengelernt. Ein anderes Beispiel ist die azimutale Stromung
im Spalt zwischen zwei konzentrisch angeordneten Zylindern, die sich mit unter-
schiedlichen Winkelgeschwindigkeiten drehen. Im Folgenden betrachten wir der
Einfachheit halber ebene Stromungen, bei denen in kartesischen Koordinaten nur
die Geschwindigkeitskomponente v in z-Richtung nicht verschwindet. Dann ist

U U
i = v =10 |. (4.134)
w 0

Da die Navier-Stokes-Gleichungen betrachtet werden, ist die Dichte konstant. Aus
der Kontinuitétsgleichung folgt:

ou ov ow B ou

divi= 244 &Y - 41
ivad al_Jr By + % — 9r 0 (4.135)
~
=0 =0
=|lu=u(y,zt), v=0, w=0. (4.136)

Die Geschwindigkeit hangt also nicht von der Ortskomponente in Stromungsrichtung
ab. Verwendet man dies in den Navier-Stokes-Gleichungen, so folgt:

du _ HOu  Ou Ou  Ou|  Op  |Ou Ou Ou
Pa ~ Pl o ox UBy Yor | T Tar TH| aa2 oy2 022 |’
S~ —— ~
= ~ = =0
(4.137)
dv dp
[ == 4.138
g =0 9 +0, (4.138)
dw dp
7 == . 4.1
=0 40 (4.139)

Die konvektive Zeitableitung, und damit die Nichtlinearitét, ist weggefallen. Wei-
terhin héngt der Druck nicht von der y- und z-Koordinate ab, p = p(z,t). Es
bleibt eine lineare partielle Differentialgleichung fiir die Geschwindigkeit v mit
u=u(y,z1):

ou  dp Pu Pu
,OE = _&r+ﬂ<8y2+c’)z2> . (4.140)

i) stationire, ebene Kanalstromung Ein Spezialfall der Schichtenstrémung
ist die stationdre, ebene Stromung in einem Kanal der Breite 2b, siche Abbil-
dung 4.18. In dieser hingt die Geschwindigkeit allein von y ab. An den beiden

DYNAMIK



4.4. Analytische Losungen der Navier-Stokes-Gleichungen 87

2b

Abbildung 4.18: Kanalstrémung.

Kanalwénden, bei y = =+b, gilt die Haftbedingung, u(£b) = 0. Der Druck ist
nur noch eine Funktion von x (keine Zeitabhingigkeit). Die Gleichung 4.140 fiir
Schichtenstromungen vereinfacht sich zu

Lo

pdr Oy
Da der Druck nicht von y abhéngt und die Geschwindigkeit nicht von x, ist
dp/ dz = const. Als Losung dieser Differentialgleichung erhélt man

) 1 dp
uly) = ——
4 2u dx

(4.141)

(y* — b%). (4.142)

Wie schon bei der Rohrstrémung ist das Geschwindigkeitsprofil parabolisch. Die
Losung fiir das Geschwindigkeitsprofil in der Rohrstromung lisst sich analog
ableiten. Dabei verwendet man jedoch die Navier-Stokes-Gleichung in Zylinderko-
ordinaten.

ii) Couette-Stromung Wenn sich bei der ebenen Kanalstromung eine der Wén-
de mit einer Geschwindigkeit U in z-Richtung bewegt, spricht man von einer
Couette-Stromung. Fiir die Losung der Navier-Stokes-Gleichung ist es zweckméfBig,
den Ursprung des Koordinatensystems auf die ruhende Wand zu legen. Die bewegte
Wand befindet sich dann im Abstand h bei y = h, siehe Abbildung 4.19. Es gilt
wieder Gleichung (4.141)

i% _ g;?; (4.141)

Der Druckgradient ist also wieder konstant. Die Randbedingungen lauten diesmal
w(0) =0 und w(h)="U. (4.143)

Integration liefert die allgemeine Losung mit den Integrationskonstanten A und B:
u(y) = i%gf + Ay + B. (4.144)
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Mit der Haftbedingung an der ruhenden Wand bei y = 0 folgt B = 0. Die andere
Randbedingung, u(h) = U, liefert

1 1 dp ,
A= . (U o d:)ch > . (4.145)

Damit erhélt man fiir das Geschwindigkeitsprofil zwischen den Wéanden:

Y
=Us - —— =, 4.14
u(y) Uh 2u dx h ( 6)

h? dp RAY/

(-7)
Bereits ohne Druckgradient, also fiir dp/dz = 0, ist die Geschwindigkeit von
Null verschieden und steigt linear von Null an der ruhenden Wand auf die Ge-
schwindigkeit der bewegten Wand an. Falls dp/dx gréfier oder kleiner als Null ist,
verringert sich bzw. steigt die Geschwindigkeit. Je nach Betrag des Druckgradienten
konnen Geschwindigkeiten grofier als die der bewegten Wand auftreten, oder sich
Riickstromgebiete (u < 0) bilden, siehe Abbildung 4.19.

y/h
U
il
P= 274 1/ 2
0,20 1 u/u

Abbildung 4.19: Couette-Stromung, Geschwindigkeitsprofile
in Abhéngigkeit vom Parameter P.

Auch die Couette-Stromung kann man dimensionsanalytisch betrachten. Vier
Parameter bestimmen das Geschehen: U, h, p und dp/dz. Da wieder drei Grund-
einheiten vorkommen, bleibt eine Kennzahl. Hier bietet sich der dimensionslose
Druckgradient P an,
h? dp
P=—— 4.147

2uU dx ( )
Nach dem Buckingham’schen I[I—Theorem geniigt diese Kennzahl, um zwischen
den verschiedenen Geschwindigkeitsprofilen zu unterscheiden. Wir betrachten dazu
die Schubspannung:

du U R*dp[1 Y
_ e (Yo dp (LY ) 414
TRy ’“‘(h 2udz<h h2>> (4.148)
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An den beiden Wénden, bei y = 0 und y = h, erhédlt man fiir die Wandschubspan-
nung;:

du U h* dp U
— =pu—|1- — | =p—(1+P 4.14
Fayly=o = ( 21U dz) Hy, L+ P), (4.149)
du U h? dp U
— =p—|(14+-——)=p—(1-P). 4.1
. dy ‘y:h an ( M 2uU dx) Mh( ) (4.150)

Fiir P = 0 ist die Wandschubspannung an beiden Wénden gleich. Dies entspricht
dem linearen Geschwindigkeitsverlauf (vgl. auch Gleichung (4.146)). Fiir P = +£1
verschwindet die Wandschubspannung an der oberen bzw. unteren Wand, das
Geschwindigkeitsprofil steht senkrecht auf der entsprechenden Wand. Das ist
gerade der Fall beim Ubergang zu lokalen Ubergeschwindigkeiten (u > U) bzw. zu
einer lokalen Riickstrémung (u < 0), vgl. Abbildung 4.19.

iii) ruckartig beschleunigte Platte In einem ruhenden Fluid wird eine un-
endlich ausgedehnte ebene Platte zu einer Zeit ¢ = 0 ruckartig auf eine konstante
Geschwindigkeit U gebracht. Die Platte bewege sich dabei in ihrer eigenen Ebene
(y = 0) in z-Richtung. Fir die Geschwindigkeit im Fluid gilt:

et <0: u=0,

et>0: wly=0)="U, lim u(y) = 0.

Y—00

Der Druck in dem zunéchst ruhenden Fluid bleibt iiberall konstant, daher ist
dp/da = 0. Von der Gleichung (4.140) fiir ebene Schichtenstromungen bleibt

2 2
Ou _pdu _ O (4.151)
ot poy? 0y?

Dies ist eine Diffusionsgleichung. Sie ist von gleicher Form wie die Warmeleitungs-
gleichung (die Geschwindigkeit entspricht der Temperatur und die kinematische
Viskositit der Temperaturleitfihigkeit). Es treten keine charakteristischen Lingen-
und Zeitmafistdbe auf. Die Losung fiir die Geschwindigkeit in dimensionsloser Form,
u/U, sollte daher nicht von willkiirlichen Langen- und Zeitmafstaben abhangen.
Wir bilden daher unter Verwendung der kinematischen Viskositdt ([v] = m?/s)
einen dimensionslosen Wandabstand #:

n= (4.152)

N | =
2l
<
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Der Faktor % ist ein reiner ,,Schonheitsfaktor”. Entsprechend unserer Erwartung
setzen wir
u

— = . 4.153

L (4.15)
Aus Gleichung (4.151) erhalten wir wie folgt eine Gleichung fiir f(n). Es ist

on y v on 1

—- == , — = . 4.154

ot 4. /(wt)¥’ oy 2/t ( )
Damit lauten die Ableitungen der Geschwindigkeit nach Ort und Zeit

ou af on , y 1

S A T = 4155

ot on ot ! 43 )’ ( )

0? 0 (0f n s 1
V3y2 VU@y (87] ay) i 4vt (4.156)

Nach Einsetzen in Gleichung (4.151) erhalten wir eine gewhnliche Differentialglei-
chung fiir die Funktion f(n):

S

f"42nf = 0. (4.157)

Dies ist ein Beispiel dafiir, wie durch Einfiihren einer unabhéingigen Ahnlichkeits-
variablen eine partielle Differentialgleichung in eine gewo6hnliche iibergefiihrt werden
kann. Die Losung der Gleichung (4.157) ist bekannt:

fn) = U= 1-— % /On e dt =1 — erf(n) = erfe(n). (4.158)

Hier bezeichnet erf(n) die Fehlerfunktion (vgl. Abbildung 4.20) und erfe(n) die
komplementire Fehlerfunktion. Zur Erinnerung: erf(0) = 0 und lim erf(n) = 1.
n—00

Die Ahnlichkeitslésung ist in Abbildung 4.21a dargestellt. Es handelt sich um eine
Anlaufstréomung. Die zeitliche Entwicklung erkennt man besser in der dimensions-
behafteten Darstellung, siehe Abbildung 4.21b. Die Stromung hat Grenzschicht-
charakter: Nur in einem wandnahen Bereich ist die Geschwindigkeit merklich von

erf(n)
1.0

erf(n) =2 -  le=tdt

sl

-1.0

Abbildung 4.20: Fehlerfunktion in Abhéngigkeit von 7.
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Null verschieden. Die Breite § dieses Bereichs nimmt mit der Zeit zu. Wihlt man als
Ma$ fiir diese Breite den Abstand, an dem die Geschwindigkeit auf T%OU abgefallen
ist, so folgt n =~ 2 (f(2) ~ 0,01). Mit diesem Wert von 7 liefert Gleichung (4.152)
die Aussage, dass die Breite § proportional mit der Wurzel aus kinematischer
Viskositédt und der Zeit steigt:

6 oVt (4.159)

=7 y
n 2Vvt 3
3
i<t <tz<ty<ts
2 2
1 1
OO 0.5 1 OO 0.5 1
u/u u/u
(a) Ahnlichkeitslsung. (b) Zeitliche Entwicklung der Geschwindig-
keit.

Abbildung 4.21: Geschwindigkeitsprofile neben einer ruckartig beschleunigten
Platte.

Die durch die Plattenbewegung erzeugte ebene Stromung ist drehungsbehaftet.
Vom Wirbeldichtevektor & = rot @ ist allein die z-Komponente, w,, ungleich Null:
0 af o U :
w =2 yoron e (4.160)
y onody rut
Die Wirbeldichte w, nimmt exponentiell mit dem dimensionslosen Wandabstand ab.
Wir betrachten als néchstes die Wirbelstérke I pro Léngeneinheit in z-Richtung
neben der Platte:

0 U R
I = w,dy = e T 2v/vtd 4.161
/0 y Tut/o Vtdn (4.161)

2@@
avt 2

Die Wirbelstérke ist zeitlich konstant! Zu Beginn, bei ¢t = 0, liegt direkt an der Plat-
te eine unendlich diinne Wirbelschicht mit unendlich konzentrierter Wirbelstarke

=U. (4.162)
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vor. Mit der Zeit verteilt sich die Wirbelstirke durch Diffusion immer weiter im
Fluid, ohne dass sich dabei der Gesamtbetrag dndert.

Die Wandschubspannung 7, wirkt der Bewegung der Platte entgegen. Um die
Bewegung der Platte mit konstanter Geschwindigkeit U aufrecht zu erhalten, muss
ihr daher Leistung zugefiihrt werden. Pro Fliacheneinheit ist diese gegeben durch:

ou 1 1
U= — —‘ U = ul? — 1163
K K 0y ly=0 K vt x \/Z ( )
<0

Bis zu einer Zeit ¢, ist dazu pro Fldcheneinheit folgende Energie aufzubringen:

.
/ —1,U dt o /.. (4.164)
0

4.5 Schleichende Stréomungen

Wenn in einer Strémung die Z&higkeitskréfte deutlich gréfier als die Tragheitskréfte
sind, spricht man von schleichenden Strémungen (creeping flows, Stokes flows).
Die Grofe der Zahigkeits- und Trégheitskraft haben wir in Kapitel 4.3.1 bereits ab-
geschétzt und festgestellt, dass ihr Verhéltnis gerade der Reynolds-Zahl entspricht
(vgl. Gleichung (4.95)). In schleichenden Stromungen ist also die Reynolds-Zahl
sehr klein.

In der Navier-Stokes-Gleichung kann man im Fall schleichender Stromungen den
Tragheitsterm gegeniiber dem Zahigkeitsterm vernachléssigen:

ou 1
M (T =—-vp+ Paa (4.165)
ot ?TH 14 P

régheit

Druck Ziahigkeit

Damit ist der aus mathematischer Sicht schwierige nichtlineare Term fortgefallen.
Ahnlich wie im letzten Kapitel, wo wir analytische Losungen der Navier-Stokes-
Gleichung erhielten, wenn die speziellen Randbedingungen zu einem Verschwin-
den des nichtlinearen Trégheitsterms fiithrten, sind auch im Fall schleichender
Stromungen analytische Losungen fiir nicht zu komplizierte Félle moglich.

Betrachtet man die Navier-Stokes-Gleichung dimensionslos,

ou 1

— + (@V)i=-Vp+ —Au 4.166
6t+(u )i p+Re " ( )
konnte man im Grenzfall Re — 0 in Versuchung kommen, nicht nur den Trégheits-

term, sondern auch weitere Terme wegzulassen. Dies ist jedoch nicht zuldssig.
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Weder iiber die Gréfie des Druckterms noch iiber die der lokalen Zeitableitung der
Geschwindigkeit konnen wir eine entsprechende Aussage machen. Es bleibt die

Differentialgleichung schleichender Strémungen

ou 1 ]
— + —-Vp==Au. 4.167
5 T 5P = AT (4.167)

Dies ist weiterhin eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Daher kann auch in
schleichenden Stromungen die Haftbedingung erfiillt werden. Zusétzlich gilt die
Kontinuitdtsgleichung fiir inkompressible Fluide:

(4.168)

Beachte: Im umgekehrten Grenzfall, Re — oo, darf der Reibungsterm nicht einfach
fortfallen. Dann wiirde sich die Ordnung der Differenzialgleichung reduzieren und
die Haftbedingung wére nicht mehr erfiillbar (vgl. Kapitel 4.2.1).

Der Druck ist in schleichenden Strémungen eine Potentialfunktion. Dies sieht
man, wenn man auf die Differentialgleichung schleichender Strémungen die Diver-
genz anwendet und die Kontinuitdtsgleichung beachtet:

_, ou . oviu
V(Vp) = Ap = pV(Ad) — pva = uA(Vi) — el 0 (4.169)
= |Ap=0. (4.170)

Darauf werden wir in Kapitel 4.5.3 {iber Hele-Shaw Strémungen zuriickkommen.
Umgekehrt kann der Druck aus der Differenzialgleichung schleichender Strémungen
eliminiert werden. Hier betrachten wir stationire ebene Stromungen. Dann kann
die Stromfunktion ¢ verwendet werden. Es war:

o o
p = — = ——. 4.171
u y’ v e ( )
Wenn wir auf diese Weise die Geschwindigkeit in Gleichung (4.167) ersetzen, dann
die Gleichung fiir die z-Richtung nach y ableiten und die fiir die y-Richtung nach

x, und die Gleichungen anschlieend voneinander abzichen, so erhalten wir:

o (op\ [ 0% | oW

a5 (5r) = (50 ) )
o (dp\ R

% (ay> = (8.L4 + 8%28”!/2 s (4.173)
NG e
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Die letzte Gleichung ist eine Bipotentialgleichung fiir die Stromfunktion. Auch die
Stromfunktion fiir zweidimensionale schleichende Strémungen in anderen Koordi-
natensystemen erfiillt eine Bipotentialgleichung. Koordinatenfrei wird dies iiber
den sogenannten Plattenoperator (doppelter Laplace Operator) ausgedriickt:

AAY = 0. (4.175)

4.5.1 Kugelumstréomung und Stokes’sches Widerstandsge-
setz

In schleichenden Stromungen sind Trégheitskrifte vernachlassigbar klein. In sta-
tiondrer Stromung bleiben nur Zahigkeits- und Druckkrifte. Die Zahigkeitskraft
ist pro Volumeneinheit von der Gréfienordnung pl//L2. Tm Gleichgewicht gilt dies
auch fiir die Druckkraft. Bei geometrisch dhnlichen Fallen liegt daher dynamische
Ahnlichkeit vor und Kriifte skalieren mit dem Produkt aus pU//L? und dem Vo-
lumen (o< L3). Fiir den Widerstand W eines umstromten Korpers erhilt man so
W oc pU/L?* - L3, In schleichender Stromung ist der Widerstand also proportional
zur Zihigkeit, der Geschwindigkeit und einem charakteristischen Langenmaf:

W o pul. (4.176)

Dieser Zusammenhang lésst sich fiir einige Félle analytisch aus der Differential-
gleichung schleichender Strémungen ableiten. Dabei erhélt man auch den genauen
Proportionalitatsfaktor. Hier betrachten wir den Fall einer Kugel in Parallelan-
stromung. Weit vor der Kugel vom Radius R betrage die Geschwindigkeit uy und
der Druck pg. Wir verwenden Kugelkoordinaten mit Ursprung des Koordinaten-
systems im Mittelpunkt der Kugel, siche Abbildung 4.22. Entlang einer Achse in
Anstrémrichtung durch den Kugelmittelpunkt ist die Strémung achsensymmetrisch.
Es treten also nur zwei unabhéngige Variablen, der Radius » und der Polarwinkel
0, auf. Daher lassen sich die radiale und polare Komponente der Geschwindigkeit,
u, und ue, iiber die Stromfunktion ¢ ausdriicken. Fiir diese gilt in schleichenden
Stromungen die Bipotentialgleichung (4.175). An der Kugeloberfliche ist die Haft-
bedingung zu erfiillen, und fiir r — oo wird die ungestorte Anstromgeschwindigkeit
erreicht:

r

& A

Po, t

Abbildung 4.22: Kugelumstromung: Bezeichnungen.
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u, =0, ug =0 fiir r=R, (4.177)
u, = uy cos(0), ug = —ug sin(O) fiir 7 — 00. (4.178)

Das Minuszeichen fiir ug(r — o0) liegt daran, dass © gegen den Uhrzeigersinn
mathematisch positiv gezéhlt wird. Fiir die Geschwindigkeitskomponenten und
den Druck lautet die Stokes’sche Lésung der Bipotentialgleichung fiir die Kugel-
umstromung bei kleinen Reynolds-Zahlen:

3R R3
u, = +up cos(0) (1 —5 21“3) , (4.179)
. 3R R3
3u R
—po=— —_——. 4.181
P =—up cos(6) 21 (1181)

Widerstand Widerstand (drag) ist die Kraft der Stromung in Anstromrichtung
auf einen umstrémten Kérper. Um aus der Stokes’schen Losung den Widerstand fiir
die Kugel zu ermitteln, muss man die Druckverteilung und die Reibungsspannungen
an der Kugeloberflache untersuchen. Wir beginnen mit ausgewéahlten Punkten auf
der Oberfliche. Den Druck bestimmen wir am vorderen und hinteren Staupunkt.
Dort gilt:

3

vorderer Staupunkt (r = R,© =7): p—po= +§u%, (4.182)
3

hinterer Staupunkt (r = R,0 = 0): p—po= —i,u%, (4.183)

Die Driicke sind entgegengesetzt gleich, wobei der Druck am vorderen Staupunkt
grofler ist. Die Druckdifferenz liefert einen Beitrag zu einer Kraft auf die Kugel in
Anstromrichtung, und damit zum Widerstand.

Reibung tibt iiber die Wandschubspannung 7, eine Kraft auf die Kugel aus. Die
Wandschubspannung bestimmen wir exemplarisch am oberen Scheitelpunkt (© = 7,
r=R):
aue 6 3 Uo
W = p—— = —puug sin(©)-— = ——U—. 4.184

W=y r=R,0=% o sin )4R e=I 2" R ( )
Das Minuszeichen bedeutet hier wieder eine Tangentialspannung in Anstrémrich-
tung, die einen Beitrag der Reibung zum Widerstand liefert. Der Wert der Spannung
entspricht dem Druckanstieg am vorderen Staupunkt.

Der Gesamtwiderstand der Kugel setzt sich aus Beitrégen des Drucks, dem Druckwi-
derstand W), und Beitridgen der Reibung, dem Reibungswiderstand W, zusammen.
W, und W, erhdlt man durch Integration der jeweiligen Beitrdge tiber die ganze
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Kugeloberfliche Ag, wobei iiber den Einheitsvektor i nur die Komponente in
Anstromrichtung beriicksichtigt wird (aus Griinden der Symmetrie gibt es hier
auch keine andere Kraftkomponente):

W, = Z/ pdA, (4.185)
Ak

W, = Z/ T dA. (4.186)
Ak

Die Summe dieser beiden Widersténde ergibt fiir den gesamten Widerstand W:

W =W, + W, = 6ruuyR. (4.187)

Dies ist das Stokes’sche Widerstandsgesetz fiir Kugeln. Experimentell wird es
fiir Re < 0,8 gut erfiillt. Hierbei ist die Reynolds-Zahl mit dem Durchmesser der
Kugel zu bilden, Re = puo2R/p. Fiir die Widerstandsanteile gilt W, = %W und
W, = %W

Skaliert man den Widerstand wie in Kapitel 4.3.3 (Gleichung (4.123)) mit dem
Produkt aus Staudruck und angestromter Stirnfliche der Kugel, so erhélt man den
Widerstandbeiwert als Funktion der Reynolds-Zahl:

W 67 pug R 1
= =24 —. 4.188
fugmR?  BufmR? Re ( )

Cw =

Geschwindigkeit Wir betrachten nun das Geschwindigkeitsprofil am Scheitel der
Kugel (Polarwinkel © = 7). Dort ist die Geschwindigkeit parallel zur Anstrémung,
also nur die Komponente ug von Null verschieden (vgl. Gleichung (4.179)/(4.180)):

(1, (4.189)

NS

3
=0, u@nzzfuol sft_ 1K .
) (.

CAr 4

Die Abhéngigkeit der Komponente ug vom Abstand von der Kugeloberflache ist
in der folgenden Tabelle in dimensionsloser Form gelistet:

/R [ 1]2 10 [100
—uo/u, | 0] 0594 | .. | 0.925 | 0.992

Selbst bei r/R = 100 erreicht die Geschwindigkeit nur ungefidhr 99% der Anstrom-
geschwindigkeit. In schleichender Stromung hat die Kugel einen weitreichenden
Einfluss. Umgekehrt konnen Oberflachen, die sich weit von der Kugel befinden,
einen Einfluss auf deren Umstrémung haben.
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Triagheitsterm In schleichenden Stromungen wird der Trigheitsterm in der
Navier-Stokes-Gleichung vernachlassigt. Auf dieser Grundlage wurde die Losung
fiir die Kugelumstromung abgeleitet. Mit der so erhaltenen Losung fiir das Stro-
mungsfeld ldsst sich nun riickblickend die Grole des Trigheitsterms abschéitzen:

3 3
p(d - V)i ~ pzf,r% = pug cos*(O) (1 _ 3R + R> (?’R - SR) ~ pugﬁ.

or 2r = 2rd 22 2rt 72
(4.190)
Dies vergleichen wir mit der GroBle des Druckterms:
0 3uugR R
Vp ~ o <— 52 cos(@)) ~ Hilg 5. (4.191)

Nach der Voraussetzung fiir schleichende Stromungen sollte der Trégheitsterm viel
kleiner als die Druck- und Reibungsterme sein, also

pulR puoT
r2

R
< pto 3 bzw. < 1 (4.192)

Im Giiltigkeitsbereich der Stokes’schen Losung fiir die Kugelumstrémung (Re < 0, 8)
ist dies nur fiir 7 & R der Fall. Nur in der Néhe der Kugel ist die charakteristische
Lénge fiir Geschwindigkeitsdnderungen von der GroBlenordnung des Kugelradius.
Weiter entfernt von der Kugel finden Anderungen der Geschwindigkeit iiber grofiere
Léngen statt. Verwendet man diese bei der Bildung der Reynolds-Zahl, so bleibt
die Reynolds-Zahl, und damit das Verhéltnis von Tragheits- zu Reibungskréften,
nicht mehr klein.

Oseen’sche Niherung Ein Ausweg besteht darin, den Trégheitsterm in linea-
risierter Form zu beriicksichtigen, indem man darin die lokale Geschwindigkeit
einmal durch die konstante Anstromgeschwindigkeit ersetzt:

@ VY@  — (V). (4.193)
— —
nicht linear mear

Damit erhélt man den Widerstandsbeiwert zu

24 3

Diese Beziehung wird fiir Reynolds-Zahlen Re < 5 experimentell bestétigt.
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4.5.2 Typische Eigenschaften schleichender Stromungen

Reversible Losungen Schleichende Stromungen sind reversibel. Kehrt man
itberall das Vorzeichen der Geschwindigkeit und das des Druckgradienten um, so
wird die Differentialgleichung schleichender Stromungen weiterhin erfiillt. Um das
Vorzeichen des Druckgradienten zu dndern, wiirde es aus mathematischer Sicht
geniigen, einfach das Vorzeichen des Drucks zu dndern. Physikalisch erhélt man
dann negative Driicke. Dies kann man vermeiden, indem man den Druck fiir die
umgekehrte Losung von einer geniigend groflen positiven Konstante ¢ abzieht:

w(T,t) = —u(z,t), (4.195)
p(Z,t) = ¢ — p(Z,t). (4.196)

Aus dem Stromlinienbild einer schleichenden Stromung kann nicht auf die Stro-
mungsrichtung geschlossen werden. Verlduft die Stromung um einen symmetrischen
Koérper wie in Abbildung 4.23, so verlaufen daher auch die Stromlinien um diesen
Korper symmetrisch.

! Symmetrieebene
|/

Abbildung 4.23: Reversible schleichende Stromung um einen
symmetrischen Korper. Obere Hélfte: Stromung von links nach
rechts, untere Hélfte: Stromung mit umgekehrten Vorzeichen.

Viskose Effekte In schleichenden Stromungen haben viskose Effekte eine grofie
Reichweite. So ist der Einfluss einer Kugel in schleichender Strémung auch im
Abstand von 100 Radien noch merklich (vgl. letztes Kapitel). Dies ist zum Beispiel
bei der Untersuchung sedimentierender Partikel zu berticksichtigen. Ist der Abstand
zwischen den Partikeln kleiner als ca. 100R, so ist ihre Wechselwirkung nicht
vernachléssigbar.

Widerstand Der Widerstand eines umstromten Korpers ist in schleichender
Stromung direkt proportional zur Geschwindigkeit und einer den Korper représen-
tierenden charakteristischen Lénge.
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4.5.3 Beispiele

Hele-Shaw-Stromung Als  Hele-Shaw-

Stromung (Hele-Shaw, 1854-1941) bezeich-

Y net man die stationdre Stromung zwischen

zwei dicht benachbarten Platten, siehe da-

zu Abbildung 4.24. Es liegt eine Schichten-

stromung vor. Bei geniigend kleinem Platten-

p abstand und kleiner Geschwindigkeit ist die

7 Spaltbreite h Stromung schleichend. Im Spezialfall einer

ebenen Stromung ohne Abhéngigkeit von der

Abbildung 4.24: Anordnung y—Iﬁoordinat.e l.landelt' es sich um eine_ Kan_al—

stromung wie in Kapitel 4.4. Diese wird hier
beschrieben durch

4 X

fiir eine Hele-Shaw-Stromung zwi-
schen zwei dicht benachbarten

Platten. 10 9?2
S _ gt (4.197)
woxr 022

mit konstantem Druckgradienten %' Fiir die Geschwindigkeitskomponente u(z) in

z-Richtung folgt daraus mit « = 0 an den Plattenoberflichen bei z = 0 und z = h:

u(z) = L p

dp
[ — 2 — —_
= %on (22 = zh) o< —. (4.198)

Ox
Im allgemeinen Fall nicht mehr ebener Stromungen gilt auch

9
oy’

_Llop
C 2u0y

v(z) (22 = zh) o (4.199)
In schleichender Stromung erfiillt der Druck auflerdem die Potentialgleichung
(4.170). Damit liegt eine Analogie zum Geschwindigkeitspotential ¢ in ebener
wirbelfreier Stromung vor. Man sieht sofort, dass auch in der Hele-Shaw-Stromung
die z-Komponente des Wirbelvektors verschwindet, w, = v/, — u;, = 0. Den
Gleichungen (4.198) und (4.199) zufolge ist weiterhin der Verlauf von Stromlinien
unabhéngig vom Wandabstand. Dies wird ausgenutzt, um Stromlinienverlaufe
in reibungslosen Potentialstromungen mittels Hele-Shaw-Stromungen sichtbar zu
machen. Dazu bringt man zwischen die beiden Platten einen zylindrischen Korper
beliebigen Querschnitts, fiir dessen Umstromung man sich interessiert. Dies kann
z.B. ein Tragfliigelprofil sein. Die Stromlinien erh&lt man durch Zufiigen von

Tintenféden in die Hele-Shaw-Strémung.

Stromlinien in reibungsdominierter Hele-Shaw-Stromung
entsprechen denen in reibungsfreier Stromung.
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Darcy’sches Filtergesetz Stromungen durch pordse Medien koénnen oft als
schleichend angesehen werden. Voraussetzung ist, dass die Porositét, das Verhéltnis
von Hohlraum- zu Gesamtvolumen, klein ist. Dann ist gewohnlich auch die mit
dem Durchmesser der im pordsen Medium vorhandenen Stromungskanile gebildete
Reynolds-Zahl klein und es liegt eine laminare schleichende Strémung vor. In den
einzelnen Kaniilen ist die Geschwindigkeit u' dann proportional zum Druckabfall
V' und umgekehrt proportional zur Viskositét:

u o lvp’. (4.200)
"

Von Interesse ist aber nicht die Geschwindigkeit ', sondern die mittlere Geschwin-

digkeit « des Fluids durch das portse Medium. Diese Geschwindigkeit wird auch

Filtergeschwindigkeit genannt und lésst sich z.B. iiber eine Volumenstrommessung

bestimmen. In einem Rohr vom Querschnitt A wird dazu ein Abschnitt der Lénge

[ mit dem porosen Medium gefiillt, sieche Abbildung 4.25. Direkt vor und hinter

dem pordsen Medium wird der Druck gemessen. Die Filtergeschwindigkeit (in der

Rohrstromung ist dies die mittlere axiale Geschwindigkeit ) erhélt man sofort aus
dem Volumenstrom, V = u - A. Experimentell findet man

_ Ipr—po

u=—k— .

wool
Die Proportionalitatskonstante k wird Durchléssigkeit genannt und hat die Einheit

(4.201)

/porés l
v E s
—— T Volumen-
strom

Abbildung 4.25: Stromung durch poréses Medium: Bezeichnungen.

einer Linge zum Quadrat. Thr Wert hangt von der Art des porosen Mediums
ab. Im allgemeinen Fall dreidimensionaler Strémungen ergibt dies das Darcy’sche
Filtergesetz:

Darcy’sches Filtergesetz

1
U= —k—Vp. (4.202)
i

Das Darcy’sche Filtergesetz wird fiir kleine Reynolds-Zahlen experimentell gut
erfiillt. Fiir Kugelschiittungen ist dies zum Beispiel der Fall fiir

d
Re <10, mit Re = “° und d: Durchmesser der Kugel. (4.203)
v
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Zusammen mit der Potentialgleichung fiir den Druck, Ap = 0, sehen wir, dass auch
Stromungen in porésen Medien Potentialstromungen sind. Auf diese Weise lassen
sich zum Beispiel Grundwasserstromungen berechnen.

Lagerschmierung FEin Tropfen Ol kann ,Wunder wirken®, also dazu fiihren,
dass eine Maschine ,,wie geschmiert“ lauft. Dies liegt daran, dass sich ein diinner
keilformiger Olfilm zwischen die sich gegeneinander bewegenden Teile legt und so
deren gegenseitige Berithrung verhindert. Ein typisches Beispiel ist ein Zapfen, der
sich in einem Lager dreht (Abbildung 4.26a). Hier betrachten wir einen Gleitschuh
(Abbildung 4.26b), an dem sich das Grundprinzip der Lagerschmierung wegen
der einfacheren Geometrie leichter zeigen lisst. Im Bezugssystem des Gleitschuhs
bewegt sich die Wand mit einer Geschwindigkeit u,, nach rechts, die Stromung ist
stationér.

h(x)
\ X /
M Un
(a) Zapfenlager (b) Gleitschuh

Abbildung 4.26: Lagerschmierung.

Wir treffen folgende Annahmen: Die Stromung im Spalt des Gleitschuhs ist eben,
héngt also nur von x und y ab. Aulerdem &ndert sich die Spaltbreite A nur leicht
(dh/dx < 1). Dann ist allein die u-Komponente der Geschwindigkeit wesentlich,
die v-Komponente spielt nur fiir die Kontinuitét eine Rolle (v <« u). Ebenso
vernachliissigen wir im schmalen Spalt Anderungen des Drucks in y-Richtung und
betrachten den Druck als Funktion allein von z, p = p(x).

Da dh/dx < 1, dndert sich « nur langsam in z-Richtung, Tragheitskrifte (ug—Z)
sind klein. In y-Richtung dndert sich v dagegen stark (Erfiillung der Haftbedingung
sowohl an der bewegten Wand als auch am ruhenden Gleitschuh). Daher ist
0?u/02* < O*u/0y* und 9?u/d2? kann vernachliissigt werden. Damit wird auch
die Spaltstromung durch Gleichung (4.141) fiir Kanalstromungen beschrieben:

dp 0u
— = . 4.204
4 oy (4.204)
Mit den Randbedingungen fiir die Geschwindigkeit,
u(y =0) =uy, uly=nh(z)) =0, (4.205)
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folgt fiir die Geschwindigkeit:

Ldp (v 'y y
— = P (I (1Y), 42
“W) = 5 e <h2 p)tee (1) (4.206)

Dies ist &dquivalent zur Losung
(4.146) fir die Couette-Stromung,
: jedoch mit dem wesentlichen Un-
Pe—— terschied, dass hier die Spalt-
5 Pe = Pa breite h eine Funktion von =z

ist.

Unser néchstes Ziel ist es, die Druck-
verteilung im Spalt zu bestimmen,
denn es ist eine Erhohung des
Drucks im Spalt, die eine Beriihrung
von Gleitschuh und Wand verhin-
Abbildung 4.27: Druckverteilung im dert. Wir betrachten dazu den Vo-
Spalt eines Gleitschuhs. lumenstrom V (pro Lange quer zur
Stromung) durch den Spalt:

b s “LQh (4.207)

. h(z) 1
V= /0 u(z,y) dy = const = —mah +

Der Volumenstrom ist konstant, unabhéngig von z. Falls auch h(z) = const, folgt
mit der Randbedingung fiir den Druck am Spaltanfang und -ende, p, = p., dass
dann auch p(z) = const = p,. Es tritt im Spalt keine Druckerhohung auf. Voraus-
setzung fiir eine Druckerhéhung ist daher, dass h(x) # const.

Fiir eine bekannte Funktion A(x), die hier linear in z sei, lisst sich Gleichung (4.207)
fir den noch unbekannten Volumenstrom nach dp/dz auflésen und iber die
gesamte Spaltlange integrieren. Am Spaltanfang und -ende ist der Druck durch
den bekannten Umgebungsdruck vorgegeben. Damit erhélt man aus der Losung fiir
den Druck den Volumenstrom V. Mit dem nun bekannten Volumenstrom und der
ebenfalls bekannten Funktion h(z) fiir die Spaltbreite lésst sich dann der Druck an
jedem Ort x, im Spalt bestimmen:

«) = —dx = T Uy — 12— - dx. 4.2
plx,) /0 3 3 /0 (6 1 U = V) x (4.208)

Ein typischer Druckverlauf, wie er im Spalt unter einem Gleitschuh mit linearer
Abnahme der Spaltbreite auftritt, ist in Abbildung 4.27 skizziert. Es lassen sich
auf diese Weise im Spalt sehr groBe Druckerhchungen erzeugen, der Olfilm , trigt“
den Gleitschuh.

DYNAMIK



Kapitel 5

Integraler Impuls- und Drallsatz

In integraler Form erlauben der Impuls- und der Drallsatz, allein iiber eine Kenntnis
des Zustandes an der Oberfliche eines Kontrollvolumens globale Aussagen iiber
Stromungsvorginge zu treffen. Detaillierte Kenntnisse des Stromungsfeldes im
Inneren des Kontrollvolumens werden dabei nicht benotigt.

5.1 Formulierung der Gleichungen

5.1.1 Impulssatz

Der Impuls I = mu eines einzelnen Massenpunktes der Masse m &dndert sich, wenn
am Massenpunkt eine externe Kraft F' (hier wieder als Kraft pro Masse) angreift:

I d ,
ke E(mﬁ) =mkF. (5.1)

Im Fall eines Kontinuums betrachten wir den Impuls I innerhalb eines raumlich
ausgedehnten Kontrollvolumens V:

I= /V (pid) AV. (5.2)

Die zeitliche Anderung dieses Impulses geschieht durch Volumen- und Oberflichen-
kriifte. Mit dem Reynolds’schen Transporttheorem (3.14) lautet die Zeitableitung
des Tmpulses:

ar  d . d(pid) I
— v = | 222 ¢g dA. .
at = dt o pudV /v 5 V+ /A(pu)u (5.3)
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Die Zeitableitung des Impulses ist gleich den am Volumen V' angreifenden Kréften:

Integraler Impulssatz

/8(8”:) dV+/(p1I)ﬂ’d/Y:/pﬁdV+/Ud/T. (5.4)
4 A %4 A
—_———— —
1 2 B3] 4

Die einzelnen Terme lassen sich wie folgt interpretieren:

(1) Anderungsrate des Impulses innerhalb des raumfesten Kontrollvolumens V/,

(2) Impulsfluss pro Zeit aus der raumfesten Kontrollfliche A (beachte: dA =
i dA, die Flachennormale 7 zeigt dabei aus dem Volumen nach auflen),

(3) alle Volumenkrifte, z.B. die Schwerkraft [, pgdV/,

(4) alle Oberflachenkrifte, gegeben iiber den Spannungstensor ¢ mit o;; =
—03p + Tij.-

A: Oberflache von V

—>
A: Normalenvektor

V: Kontrollvolumen

Ay

;

Abbildung 5.1: Kontrollvolumen um einen umstromten Korper.

Ein Ziel unter anderen bei der Verwendung des integralen Impulssatzes ist die
Berechnung von Kréften, die auf einen umstrémten Korper wirken. Das Kontrollvo-
lumen wird dazu wie in Abbildung 5.1 um den Korper gelegt, ohne dass dieser selbst
Teil des Kontrollvolumens ist. In den Oberflachenintegralen des Impulssatzes 5.4
heben sich die Beitrage der beiden Verbindungsflichen zwischen der weit aufien lie-
genden Fléche und der Kérperumrandung gegenseitig auf, da ihre Fldchennormalen
einander entgegengesetzt sind. Die Oberfliche A des Kontrollvolumens wird im
Folgenden zerlegt in einen Teil As, der den Korper umschlieBt und den Rest (A;):
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5.1. Formulierung der Gleichungen 105

In reibungsfreier Stromung sind die Oberflichenkréfte allein durch den Druck p
bestimmt. Sie sind dann gegeben durch:

/crd/i’:—/pd/i‘:—/pdff—/pd/i‘ (5.6)
A A Aq Aa

= /pd/‘f— Hg, (5.7)

Ay

Hg = / pd/Y : Kraft der Stromung auf den umstromten Korper, (5.8)
Az

Hp = —Hg: »Haltekraft “, Kraft des Korpers auf die Stréomung ~ (5.9)
(eine ,,Fremdkraft®).

Fiir die Haltekraft erhélt man aus dem Impulssatz (5.4) in reibungsfreier Stromung:

ﬁF:/a(gZ‘) dv + / (pﬁ)ﬁdg—i-/pdff—/pﬁdV (5.10)
Vv Ay 14

A=A1UA>

5.1.2 Drallsatz

Die zeitliche Anderung des_’Drehimpulses L eines Massenpunktes bei 7 wird durch
ein dufleres Drehmoment M bewirkt:
L d
A dt
Wir betrachten nun wieder ein Kontrollvolumen und den gesamten darin enthal-
tenen Drehimpuls. Analog zur Vorgehensweise beim Impulssatz ergibt sich im

reibungsfreien Fall der Drallsatz (Impulsmomentengleichung) fiir einen umstrémten
Korper in folgender Form:

(Fx mil) =7 xmE =M. (5.11)

Integraler Drallsatz

/%(p(m @) dV + / p(F x @)iddA
Vv

A (5.12)
_ /p(f’x Fyav - /p(m dA) + My
Ay
mit dem Haltemoment My (Moment des Korpers auf die Stromung),
My = —/ p(7 x dA) (N 7 x ﬁF) . (5.13)
Ao

INTEGRALER IMPULS- UND DRALLSATZ



106 KAPITEL 5

5.2 Haltekraft fiir Korper in Parallelanstromung

Fiir einen Korper in unbegrenzter, stationarer und reibungsfreier Parallelanstro-
mung bestimmen wir die Haltekraft unter Verwendung der oben abgeleiteten
Gleichung (5.10). Die Situation ist in Abbildung 5.2 dargestellt. Die Parallelan-
stromung erfolgt in z-Richtung und ist gegeben durch ., = Usol. Der Korper
verursacht eine Storung @' der Anstromung, die in der Umgebung des Korpers
nicht klein sein muss. Dort herrscht die Geschwindigkeit @ = uoi + @. Weit
vom Korper klingen Stérungen gewohnlich ab. Eine wichtige Ausnahme bilden
Uberschallstrémungen. In diesen entsteht vor dem Korper ein Verdichtungssto8.
Dessen Effekt kann weit reichen. Verdichtungssttfie werden spéter in Kapitel 6.2 be-
handelt. Im Folgenden betrachten wir ausschlielich Félle, in denen die Stérung mit
zunehmendem Abstand vom Koérper abklingt, also klein gegen die Geschwindigkeit
der Anstromung wird. In grolem Abstand |] = |# — Zx| vom Korper (Notation
vgl. Abbildung 5.2) gilt dann:

|@'(Z)] < uso  weit vom Korper. (5.14)

Die Bernoulli-Gleichung liefert eine Beziehung zwischen ungestorter Anstromung
und gestorter Stromung:

Poo+ 2202, = p +

L
2 2

(uio + 2ot + u? 0 + w'z) . (5.15)

Poo s Poo

Uso = Usol

)

—

z, k X, i
Abbildung 5.2: Umstromter Korper in Parallelanstrémung.

Fiir eine Kontrollflache weit vom umstromten Korper sind nach Voraussetzung
(Gleichung (5.14)) die quadrierten Storgeschwindigkeiten vernachlissigbar klein.
AuBerdem kann dann dort die Dichte gleich der in der Anstromung gesetzt werden.
Damit erhalten wir einen Zusammenhang zwischen Druck p und der z-Komponente
u’ der Storgeschwindigkeit an der Kontrollfliche:

P =P — oouoou/- 5.16
P
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Diesen Zusammenhang nutzen wir aus, um den Druck in der Gleichung fiir die
Haltekraft zu ersetzen. Fiir die stationdre Stromung ohne duflere Kréfte ergibt
Gleichung (5.10):

Hp = /pd/h / (pi)idA (5.17)
A A=A104,
= /(pOo — Poolioott) dA + /(pﬁ)ﬁdz‘f (5.18)
A A

Das Integral iiber p,, iiber die geschlossene Kontrollfliche A; verschwindet. Damit
folgt fiir die Haltekraft:

o / (potioatt) dA + / (pit)iidA. (5.19)
A

Ay

d’Alembert’sches Paradoxon Die Haltekraft kann man in eine Komponente in
Anstrémrichtung und eine quer dazu zerlegen. Der negative Wert der Haltekraft in
Anstromrichtung wird als Widerstand W bezeichnet. Der Widerstand entspricht
damit der Kraft H s der Stromung auf den umstrémten Korper in Anstromrichtung,.
Mit der Anstromung wie bisher in z-Richtung folgt fiir den Widerstand:

— -

W=—Hp-i=Hg-i (5.20)

mit 7 als Einheitsvektor in 2-Richtung. Mit Gleichung (5.19) und unter Beachtung
von iU = Us + u' erhélt man fiir den Widerstand:

W= +/poouoou'z_"d/1'— /p(uOo + ) (uocz_"—l— fc') dA — /p(uoo + )i dA.
Ay Ay Az
(5.21)

An der weit vom umstromten Korper liegenden Kontrollfliche A; ist p & poo.
Damit und unter Vernachléssigung des quadratisch kleinen Terms:

W = +/pwuwu'fdzéf— /poo (u§j+ Ut + U@+ u'ﬁ’) dA

A A
- /p(uoo +u)udA
! (5.22)
~ —/poouooz dA—/poouoou dA — /p(uOo + u')ﬁd%f
Ap A Az
=1 =1 =T
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Ag
1" A2
Ay

Abbildung 5.3: Kontrollfliche zu Gleichung (5.22).
Fiir eine Kontrollflache A; = A, U A, U A, U A, wie in Abbildung 5.3 liefern die
einzelnen Integrale I; — I3 die folgenden Beitréige:

e Integral I;: verschwindet, da i senkrecht dA seitlich auf A, und A,, und da
A, = Ay,

e Integral I: f A Pocll! dA ist der Massenfluss aus dem Kontrollvolumen heraus.
Fiir undurchlassige Korper verschwindet Is.

e Integral I3: fiir undurchlassige Korper ist # senkrecht dA auf A,, I3 ver-
schwindet.

[ \

| d’Alembert’sches Paradoxon ‘

Ein undurchléssiger Korper erfihrt in stationérer,
reibungsfreier, unbegrenzter Parallelstromung keinen
Widerstand, sofern die Stérung der Stromung durch
den Korper in grofier Entfernung abklingt.

Diskussion: Fiir einen durchlissigen Kérper muss das Integral I5 nicht verschwin-
den. Zum Beispiel entsteht bei einer angestromten Quelle, auch wenn Netto kein
zusétzlicher Impuls in die Stromung eingebracht wird, ein negativer Widerstand.
Dieser entspricht einem Vortrieb.

Querkraft Die Komponente der Haltekraft senkrecht zur Anstrémrichtung wird
Querkraft genannt. Wir gehen wieder von der Situation in Abbildung 5.2 aus und
beschranken uns auf eine ebene Stromung. Mit dem Einheitsvektor ; in y-Richtung
erhalten wir fiir die Querkraft:

iHr = — [ potiot/jdA + Vi dA. 5.23
J p J p

A A=A UA,
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A
7 dA = —dydz j-dA=0
‘dAAIV m An 94,
i dA=0 Lol
_)J i-dA=dydz
yaj AI

=
—

dAl 7 dA=0, j-dA = —dxdz

Abbildung 5.4: Beitriage einzelner Flachenelemente zum Integral in Glei-
chung (5.24).

Wie bei der Bestimmung des Widerstandes verschwindet fiir einen undurchléssigen
Korper der Beitrag des zweiten Integrals {iber die den Korper umschliefende
Fliiche A,, da dort @ senkrecht dA. Unter Beachtung von p & p. bei A; und unter
Vernachldssigung quadratisch kleiner Terme bleibt:

JHp = pmuoo/ (—u’f—}— 1)'5') dA. (5.24)
Ay

Als Teil A; des Kontrollvolumens, der weit vom Korper liegt, wihlen wir wieder ein
Rechteck mit Seiten parallel und senkrecht zur Anstromung, siehe Abbildung 5.4.
Wie der Abbildung zu entnehmen ist, liefert jede Seite jeweils nur zu einem Teil
des Integrals in Gleichung (5.24) einen Beitrag. Bezeichnet man die vier Seiten mit
Ar — Ary, so ldsst sich das Integral folgendermaflen schreiben:

jﬁp = Poollos / {u'(AI) dz + o' (An) dy — ' (Am) dz — o' (Ay) dy | dz - (5.25)

= Poolico / I.(2) dz. (5.26)

I'.(z) ist das Zirkulationsintegral lings einer Schnittlinie C' mit der Kontrollfléiche
bei z = const:

I.(z) = f @ds (5.27)
= % [UI(CI) dz + U’(CH) dy - U/(CIH) de — UI(CI\/) dU] . (528)
C
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In der letzten Gleichung wurde die Schnittlinie C entsprechend der Flichenteile
ebenfalls in Cy—Cly unterteilt. Falls das Integral [ I'(z)dz # 0, wirkt eine Querkraft
in y-Richtung auf den Korper. In ebener Strémung, also bei Unabhéngigkeit von z,
wird die Querkraft a, pro Léngeneinheit in z-Richtung beschrieben durch den

—{ Satz von Kutta und Joukowski }—

Uy = —Poclicol . (5.29)

Die Kombination aus Anstromung und Zirkulation fithrt bei einem umstromten
Tragfliigel zum Auftrieb und ermoglicht das Fliegen, vgl. Abbildung 5.5. Das
Zirkulationsintegral ist in mathematisch positiver Richtung zu nehmen. Bei positiver
Zirkulation erhélt man einen Abtrieb, bei negativer einen Auftrieb. Die Querkraft
wird auch als dynamischer Auftrieb bezeichnet.

— I'= fcﬁ’ ds I' < 0: Auftrieb
up 1 I' > 0: Abtrieb
/C : Integrationsweg
—_—
—

Abbildung 5.5: Zum Vorzeichen der Querkraft am umstromten Tragfliigel.

Diskussion: Fiir den Auftrieb von Tragfliigeln ist Zirkulation notwendig. Unter
den hier gemachten Annahmen (Reibungsfreiheit, keine dufieren Kréfte) kann Zir-
kulation jedoch nicht entstehen (vgl. Kapitel 8). Die Umstromung eines Tragfliigels
sieht dann etwa aus wie in Abbildung 5.6a, mit einem hinteren Staupunkt auf der
Fliigeloberseite (dies ldsst sich potentialtheoretisch berechnen aber auch sehr schén
in einer Hele-Shaw-Stromung demonstrieren, vgl. Kapitel 4.5.3). Abbildung 5.6b
zeigt einen Tragfliigel allein mit (negativer) Zirkulation, aber ohne Anstromung,.
Kombiniert man diese beiden Fiille, so gibt es einen Wert der Zirkulation, bei dem

A (@ A,

a) b) c)

Abbildung 5.6: Umstromung eines Tragfliigels, a) reibungsfrei, b) nur
Zirkulation, ¢) Umstromung mit Zirkulation unter Erfiillung der Kutta-
Joukowski’schen Abflussbedingung.
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der hintere Staupunkt gerade auf der Hinterkante zu liegen kommt, die Stromung
flieft glatt am Fliigelende ab, vgl. Abbildung 5.6¢. Dieser Zusammenhang zwischen
Zirkulation und glattem AbflieBen wird Kutta-Joukowski’sche Abflussbedin-
gung genannt.

In reibungsbehafteten Fluiden entsteht um rotierende Kérper aufgrund der Haft-
bedingung Zirkulation. Bei zusétzlicher Anstrémung tritt auch hier eine Querkraft
auf. Dies ist der Magnus-Effekt, der im Sport durch das ,,Anschneiden“ von
Ballen ausgenutzt wird. Eine technische Anwendung fand der Magnus-Effekt in
den 1920er Jahren als Antrieb fiir Schiffe. Trifft Seitenwind auf senkrecht montierte
rotierende Zylinder (Flettner-Rotoren), so entsteht ein Vortrieb, vgl. Abbildung 5.7.
Nachdem das Konzept zunéichst nicht weiter verfolgt wurde, erfahrt es in jiingerer
Zeit wieder Beachtung. Der Flettner-Rotor soll als ergdnzender Antrieb Treibstoff
sparen, vgl. Abbildung 5.8.

w | ] ]

Abbildung 5.7: Entstehen von Vortrieb beim Flettner-Rotorschiff.

;
:

[ ENERCON

Abbildung 5.8: Flettner-Rotorschiff E-Ship 1 (Lpele, CC BY-SA 4.0,
via Wikimedia Commons).
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5.3 Beispiele

i) Kontraktionskoeffizienten

Po
hI T :“:“ Ag: Strahlquerschnitt
~ — Fliissigkeitsstrahl

~ _~_ Agr: Lochquerschnitt

Fliissigkeit (p = const) stroms
aus einem Gefal durch eine
Offnung nach auBen. Im Gefil
sei der Druck p; so grof, dass
der hydrostatische Druck pgh ver-
nachléssigbar ist. Aufen herrsche
der Druck py. Das Verhéltnis von
Loch- zu resultierendem Strahl-
querschnitt ist der Kontrakti-
onskoeffizient a:

A
s

Fiir eine Borda-Miindung lésst sich der Kontraktionskoeffizient iiber den Im-

pulssatz berechnen:

¢ Ablosung der Stromung

Kontrollflache

Impulssatz, stationéir, ohne duflere Krifte:

_—— —

- \\
~N
[ N
AT \
A : )
L :As,u5’

an festen Wanden und auf dem Strahlrand:

Impulssatz, xz-Komponente:

~

E : /
: ] N S ,
HURPURE ST N 'i Po -

N i /. -
P [] -

—_——_—— - 5
T

prﬂ'ﬁd/Y: —prd/T,

@dA =0,

pususAs = —(po — pi)Ar,

ug: Geschwindigkeit im Strahl.

Mit der Bernoulli-Gleichung p; = py + guzs folgt fiir den Kontraktionskoeffizienten:

As
o=

1

=1, "%
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Kontraktionskoeffizienten anderer Miindungen:

ii) Carnot’scher Stoflverlust
Wir betrachten die stationdre Stromung durch ein Rohr mit plotzlicher Quer-
schnittserweiterung:

_—Kontrollfliche

RN 5 __— T
: 2 —
o ° 5 2 L
Ay, pr, /*» — Ay, p2, uy
) D T
' o) D o] —
1/3\333 ,,,,,, O o>~ .
D1 Vermischung

Beim Austritt aus dem Rohr kleinen Querschnitts stromt die Fliissigkeit (p = const)
zunédchst geradeaus als Freistrahl weiter. Neben dem Strahl ruht das Fluid. Dort
herrscht der gleiche Druck (p;) wie im Strahl. Reibungsspannungen fithren dazu,
dass sich der Strahl weiter stromab mit seiner Umgebung vermischt und er schlief3-
lich den gesamten Querschnitt Ay des weiten Rohres ausfiillt. Gesucht ist der Druck
p2 im grofien Rohr. Da bei den Mischprozessen Reibung eine Rolle spielt, ist die
Bernoulli-Gleichung nicht anwendbar. Aber bei geniigend grofler Reynolds-Zahl
kann der Impulssatz ohne Reibungsterm verwendet werden.

Vorgehensweise:
bekannt: Geometrie (A1, As), p1, U1,
gesucht: Druck ps im Rohr mit groflerem Querschnitt,
Kontinuitatsgleichung: U Ay = ugAs = upy = ulﬁ—;,

Impulssatz, z-Komponente:  pu3A; — pui Ay = —(pa — p1) Ag,

= P2 = P1 + pUQ(Ul — UQ).
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Vergleich mit Stromung durch ein Rohr mit stetiger Querschnittserweiterung:

=

.
Uy, pr1, Ay Ui, P, Ay

I

Hier gibt es keine Verluste beim Mischen. Daher gilt die Bernoulli-Gleichung;:

P
= pp =1+ (U] —u3).
Die Differenz Ap, der Driicke ohne (p3) und mit (pe) Verlusten beim Mischen
bezeichnet man als Carnot’schen Stof3verlust:
Apy=p; —p2 = g(lh - U2)24

Bei plotzlicher Querschnittserweiterung mit anschliefenden reibungsbedingten
Mischvorgéngen ist der Druck im groflen Rohr geringer als bei stetiger Querschnitts-
erweiterung ohne Strahlbildung und anschliefende Mischvorgénge. Entsprechende
Druckverluste treten auch bei anders gestalteten Querschnittsveranderungen auf.
Der Begriff ,,Stoflverlust* erinnert an den dhnlich aussehenden Verlust an kinetischer
Energie beim unelastischen Stofl zweier fester Korper.

iii) Widerstandsermittlung iiber Druckmessung im Nachlauf

In reibungsbehafteter Strémung wird an einem umstromten Korper die Haftbedin-
gung erfiillt. Die Geschwindigkeit steigt in einer diinnen Schicht, der Grenzschicht,
auf die Auflengeschwindigkeit. Hinter dem Korper fliefit die Grenzschicht von allen
Seiten zusammen und bildet einen Nachlauf aus. Die damit verbundene Stérung der
Geschwindigkeit reicht weit hinter den Korper (vgl. Abbildung 5.9). Druckstérungen
werden dagegen deutlich schneller ausgeglichen. Es ist moglich, den Widerstand des
Korpers iiber eine Bestimmung des Impulsverlustes im Nachlauf zu ermitteln. Dies
zeigen wir hier fiir eine inkompressible Stromung (p = const). Anmerkung: Die
nicht abklingende Stérung der Geschwindigkeit im Nachlauf ist die Ursache dafiir,
dass hier die Voraussetzungen fiir das d’Alembert’sche Paradoxon nicht erfiillt
sind und ein Widerstand auftreten kann. Um den Impulssatz anzuwenden, wihlen
wir ein zylindrisches Kontrollvolumen, siche Abbildung 5.9. Stromab des Korpers
betrachten wir zwei unterschiedliche Lagen fiir das Ende des Kontrollvolumens:

e Ap, bei x;: relativ nah am Koérper, hier findet in der Praxis eine Messung
statt,

o Ap, bei xo: weit stromab des Korpers, eignet sich fiir theoretische Vorgehens-
weise.
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Azl
- Nachlauf
Aso AN2

— —7
Poo; Uso  — i
P

- Grenzschicht

r Poo x=x1_ ui(xi,r) x = x5 up(r)
pi(xi,r) Poo
X pi=(xa,r) p3(r)

Abbildung 5.9: Nachlauf hinter einem Tragfliigel.

Wir beginnen mit einem Kontrollvolumen, das bis Ay, reicht. Ay, liege soweit
stromab, dass Druckstorungen ausgeglichen sind, also fiir den statischen Druck gilt
D2 R Poo- Der Widerstand ist gegeben durch:

W = —iHp = —p/(fﬁ)ﬁd/f— f/ pdA. (5.30)
A Aq
=0

Mit p = ps = const an der duleren Kontrollfliche A;, die die Kérperoberfliche
nicht enthalt, folgt:

W = 4pul As — pline / @dA—p / uidA — 0. (5.31)
Az, ANy

Das Integral iiber den Zylindermantel Ay, erhdlt man iiber die Kontinuitéts-
bedingung;:

0= / TdA = —tpeAse +/ ﬁd/ﬂ/ idA (5.32)
A Az, AN,

= GdA = upoAse — / @dA. (5.33)
Az, ANy

Damit folgt fiir den Widerstand:

W = pu* Ay — pu? Aso + puoo/

W =p (Uoo — w)udA. (5.35)
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Theoretisch liefert eine Messung der Geschwindigkeit us(r) bei Ay, den Wider-
stand. Praktisch liegt Ay, fiir eine Messung meist zu weit hinter dem Koérper. Im
Folgenden wird deshalb ein anderer Weg vorgestellt.

Die Geschwindigkeit uy, die im letzten Integral auftritt, wird iiber eine Messung
des statischen Drucks p; und des Gesamtdrucks p§* an einer Fliche Ay, bei 1,
die ndaher hinter dem Korper liegt, bestimmt. Die Anstromgeschwindigkeit wird
im Windkanal ebenfalls {iblicherweise iiber den dort bekannten statischen und
Gesamtdruck ausgedriickt. Man erhélt:

e Fliche A, (Anstrémung): Doos PE bekannt
_ 2 [/ ges. _
= uoo - p pOO poo:

e Fliche Ay, (bei x = 21): p1, pi™ werden gemessen

ges.

= wi(a1,7) = 23/Pi7 (21,7) — pa(a, 1),

e Fliche Ay, (bei z = z9): Do & Poo (schneller Druckausgleich, s.o.),

p5* =~ pi® (bei Vernachlissigung moglicher

Verluste zwischen Ay, und Ay,)

= uz(r) = /P (21,7) — pec

Wir betrachten nun eine Stromréhre zwischen Ay, und Ay,, siehe Abbildung. Mit
konstanter Dichte in der Stromrohre gilt aus Griinden der Kontinuitét:

uy - (114]\[1 = Uy - dANQ'

—

Ay An,
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Damit kann das Integral in der Gleichung fiir den Widerstand iiber die Fliche An,
statt iiber Ay, genommen werden:

W = p/ (Uoo — Ug)ug dAn, = ,0/ (Uoo — ug)us dAy,.
An, Ay

Die Geschwindigkeiten lassen sich alle {iber Driicke angeben. Den Widerstand
erhélt man so allein tiber eine Druckmessung in der Anstromung und an der Fliche
A Ni-

W:2/(\/pé?"fpoof\/p%“'(zl,r)fpoo)'\/p%“'(xw")fpl(xl,r) dAy,.

AN KUoo oxug xXul
1

iv) Propeller: Schub und Leistung

AZ(ylindcr)
- Poor Po R N G AP :
! ]
]
1] Rands tr X !
Peos Poc! iy | ip57 Poc
o; , OO:Aoo A, % Ay Ag —
o0 ! L 4 [
:_ 3 T : us
i :
e A o
>
x,% Pooy Poo

Schub und Leistung eines Propellers werden in vereinfachter Form iiber den Im-
pulssatz bestimmt. Die Stromung sei reibungsfrei und stationdr. Energiezufuhr
geschieht iiber den Propeller. Dieser wird als sogenannte Wirkscheibe idealisiert.
Drall, der am Propeller entsteht, wird vernachléssigt. Die Dichte wird im Kon-
trollvolumen als konstant angenommen. Beim Durchgang der Stromung durch
die Wirkscheibe der Flache A, = A, erfihrt das Fluid einen Druckanstieg. Da-
bei bleibt die Geschwindigkeit vor und hinter der Scheibe konstant (Kontinuitét:
UaAa = ubAb)'

Der Schub S ist die z-Komponente der Haltekraft Hp:

SZZ-ﬁF:Z/pﬁadA’Jr/ ipdA.
A Aq

INTEGRALER IMPULS- UND DRALLSATZ



118 KAPITEL 5

Hierbei bezeichnet A die gesamte Kontrollfliche, A; ist die Fldche ohne den Teil
um den Propeller. Damit:

S = —poctiZ Ao + pooti (Aoe — Ag) + / p(i)d dA

= _poougoAS =+ /OSU%AS + poouoo/ ﬁd/f
Az

Das letzte Integral iiber Az kénnen wir unter Ausnutzung der Kontinuitét berech-
nen:

0= / [)fbdz‘_( = —PocllioAse + poouoo(Aoo - AS) + psusAs + poo/ ﬁdg
A A

4

= poo/ TdA = (Poolioe — psg) + Ag.
Az

Damit ergibt sich fiir den Schub:

S = —pocti Ag + psufAs + poctitgAs — psusucAs.

S = pSuSAS(uS - uoo) = mT(uS — uoo).

Dabei ist rip der Massenstrom durch den Propeller:

my = psugAs = pPallgAa.

Der Schub lasst sich auch iiber den Drucksprung an der Wirkscheibe bestimmen.
Die Bernoulli-Gleichung liefert:

‘ Too = Ta: P+ Poc = P + Pas

u 3 u 2 2
= u? u?
U Ua = Uy Ty Tt P+ Peo = P Db
‘ < P P
p 1
pm\IF— Ps
P
Xo  Xa=Xp % X = Db~ Pa = §(U25 —uZ,).

Die Druckdifferenz Ap = p, — p, verursacht einen Schub:

oo

S = (pb _pa)Aa = gAa(U?q - UQ )

Vergleich mit S = mip(us — us) liefert:

Pua Ay (s — Us) = gAa(u?g —ul).
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Damit erhélt man fiir die Geschwindigkeit an der Wirkscheibe:

1
Uy = §(u5 + U )
Die Nutzleistung Ly betragt:

LN = UOQS.
Die iiber den Propeller hineingesteckte Leistung L ist hingegen:
Ly = u,Ay - AEy, = u,A B(ui —u2) = ug A Ap = u,S.
Das Verhéltnis von Ly und Ly ist der Wirkungsgrad n:
L usS
o LT - uaS

Uoo

PATINS 2

= = < 1.
Uy Uso + Ug 1+5—i

Fiir ug — us geht n — 1, aber auch S — 0. Praktisch findet man:

Tlor. = 1 [, /11%0785*0790
Hierbei bezeichnet p den Giitegrad.

v) Windrad

Ein Windrad ist praktisch ein umgekehrt arbeitender Propeller. Hier treibt der Wind
den Propeller an, den wir wieder als Wirkscheibe idealisieren. Die Uberlegungen

aus dem letzten Abschnitt konnen iibernommen werden. Es gilt dann:

Ug < Use und damit Ag > A.

Die Leistungsaufnahme des Windrades ist:

. 1
Ly = —u,S = —#g(u% —u)A, = ZpA,L(uS + oo ) (U, — uZ).
Die maximale Leistung Lyymax des Windrades wird erreicht fiir ug mit
dL 1
w2 = US = FUco-
dus

3
Der maximale Wirkungsgrad, bezogen auf den Energiestrom durch das Rad, ist
dann:

LVV,max 16

= Wmax 27 50,59
LT )2 pAdE, 27

Dieses Ergebnis wurde bereits 1919 von A. Betz abgeleitet. (Albert Betz (1885

- 1968), Mitarbeiter an der Aerodynamischen Versuchsanstalt in Géttingen und
Professor an der Universitit Gdttingen.)
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Kapitel 6

Energie

6.1 Energiesatz

Mit der Bernoulli-Gleichung haben wir in Kapitel 4.2.2 bereits einen Energiesatz
der Stromungsmechanik kennengelernt. Die Bernoulli-Gleichung gilt allerdings
nur fiir reibungsfreie barotrope Fluide. In reibungsbehafteten Stromungen fiithrt
Dissipation zur Umwandlung von mechanischer Energie in Warme. In Energiebe-
trachtungen ist dann auch thermische Energie, hier in Form von innerer Energie,
zu berticksichtigen. Weiterhin werden im Folgenden bei der Aufstellung des Ener-
giesatzes keine Einschrankungen beziiglich der Zustandsgleichungen fiir das Fluid
gemacht.

Die gesamte Energie F in einem Kontrollvolumen V' setzt sich zusammen aus

innerer Energie und kinetischer Energie. Mit der inneren Energie pro Masse, ¢,
erhélt man die Energie im Kontrollvolumen zu:

pe [o(er ) a -

Die Zeitableitung der Energie kann mit dem Reynolds’schen Transporttheorem wie

folgt geschrieben werden:
dE 0 u? u? R
— = = e+ — d e+ — | udA 2
i /‘/8t(p<€+2>> V+Ap<€+2>1l (6.2)
p
V t

- ot \“ "2 ‘T ) o

UQ UQ
(e + 2) div (ptl) + pt grad (e + 2) ] dv.

Das Oberflédchenintegral wurde hier zunéchst iiber den Gaufi’schen Integralsatz
in ein Volumenintegral umgewandelt. Der dabei entstehende Divergenzausdruck
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122 KAPITEL 6

sowie die Zeitableitung aus dem ersten Integral wurden auferdem mittels Produkt-
regel umgeformt. Die unterstrichenen Terme verschwinden aufgrund der Konti-
nuititsgleichung (9p/0t 4+ div(pw) = 0). Damit ergibt sich:

dE 13} u? u?
— = — — u grad — || dV. 6.4
P /V[pat<e+2>+pugra <e+2>} (6.4)
Mit der Definition der substantiellen Zeitableitung folgt:
dE d u?
— = — — | dV. 6.5
at /Vp at (e 3 ) (6.5)

Die zeitliche Anderung der Energie im Volumen geschieht zum einen durch Leistun-
gen am Kontrollvolumen. Zu unterscheiden sind Leistungen von Volumenkréften
und von Oberflachenkréften. Zum anderen kann Energie durch Wirmeleitung oder
-strahlung iiber die Kontrollfliche transportiert werden:

e Leistung Ly von Volumenkriften, mit F; als duflerer Kraft pro Masse:
Ly = fv pFu; dV,

Abbildung 6.1: Zur Leistung von Oberfldchenkréften.

e Leistung Lo von Oberflichenkriften, mit dem Spannungstensor:
Oik = —0ik P+ Tik-
Als Beispiel betrachten wir den Beitrag der Spannungskomponente o5 und
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der Geschwindigkeitskomponente us (vgl. Abbildung 6.1):
0 0

{—0121@ + (012 + 12 dxl) <U2 + gz dxl)} dxy das

8x1 0x1 (6 6)
80'12 i 8’11,2 8012 8’&2 d das das d '
= |u 012 5— — dx T AT AX:
? 8.7}1 1281‘1 8.7]1 8.7)1 ! ! ? 3
O(ugo

~ (8%112) day day das. (6.7)

Es gibt je drei Kraftkomponenten und Flachenorientierungen. Summiert iiber

alle Beitrige folgt in Indexnotation:

Lo :/ (oik - uk) ; AV :/ {— (pui) ; + (Tiwug) ;| AV
v %

oder, nach Umwandlung mit dem Gaufl’schen Integralsatz,

Lo = / — (p?Li) dA; +/ (Tikuk) dA;.
A A

Lr

Lp

(6.8)

(6.9)

Das erste Integral bezeichnet die Leistung Lp des Drucks, das zweite die

Leistung Lp der Reibungsspannungen.

e Aus dem Kontrollvolumen ausstromende Energie pro Zeit, L,, durch Warme-

leitung oder Warmestrahlung, mit der Warmestromdichte ¢;:

A

Im Folgenden betrachten wir nur Warmeleitung. Dann ist ¢; =

(6.10)

ATy

mit der Temperatur T und der Warmeleitfahigkeit A. Die Integration der

Wiérmestromdichte ergibt:
L= / AT}, dA, = / (AT)s) , av.
A v

Mit diesen Beitrdgen lautet der Energiesatz:

Energiesatz

( <e+“;)> dV—i—/Ap<e+u22>ﬁdfT

1%
u?
<€+) dVZLp+LR+Lv+Lq

(6.11)

(6.12)
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Diese Gleichung kann weiter umgeformt werden. Dazu eliminieren wir die kinetische
Energie iiber die Cauchy’sche Bewegungsgleichung (4.36),

dui_
PPa ~

—PJi + Tie + pF. (6.13)
Multiplikation dieser Gleichung mit «; und anschliefende Integration iiber V' ergibt:

T

Dabei ist u? = u; - u; der Geschwindigkeitsbetrag zum Quadrat. Subtraktion dieser
Gleichung vom Energiesatz liefert

1du
Py ar

dV = / um/Z + UiThi/k + pulFl] dv. (6.14)

d
/ d: dv = / —puij;) dv+/nku,mdv+L (6.15)

Da das Kontrollvolumen beliebig wihlbar ist, gilt Gleichung (6.15) auch fiir die
Integranden. Die Divergenz der Geschwindigkeit konnen wir hier noch mit der
Kontinuitatsgleichung iiber die Dichte bzw. deren Kehrwert, das spezifische
Volumen v := 1/p, ausdriicken:

1dp d% dv

= ——— = p—L = p—. 6.16
B T T (6.16)
Damit erhalten wir eine alternative Form der Energiegleichung:
de dv 1
E =Pyt T’Lkuk/z » (/\T/i)/i~ (6.17)
S—— H/—’ —_———
(1) 2 (3) (4)

Die einzelnen Terme haben folgende Bedeutung:
(1) Anderungsgeschwindigkeit der inneren Energie pro Masseneinheit,
(2) Leistung des Drucks am spezifischen Volumen,

(3) Dissipation pro Masseneinheit: pro Zeit- und Masseneinheit erzeugte Rei-
bungswéirme,

(4) durch Wérmeleitung pro Zeit und Masseneinheit zugefiihrte thermische
Energie.
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Dissipation Um den Dissipationsterm besser zu verstehen, betrachten wir den
ersten Hauptsatz der Thermodynamik:

de = dg — pd <1> = dq — pdv. (6.18)
P

Die innere Energie dndert sich aufgrund von zugefiithrter Wérme dg und geleisteter
mechanischer Arbeit —p d(1/p) (jeweils pro Masse). Ersetzt man hiermit in der
Energiegleichung (6.17) die zeitliche Anderung der inneren Energie, so folgt fiir die
zeitliche Anderung der Wirme:

dg

1 1

Der erste Term auf der rechten Seite repriisentiert die Dissipation. Die Dissipation
® pro Volumen ist definiert als

Unter Ausnutzung der Symmetrie des Spannungstensors, hier der Reibungsspan-
nungen 7;;, kann man schreiben:

1 1 1
© = S Tiwnyi + 5 Thitlisk = 5Tk (ursi + wisk) = Tk Din, (6.21)

wobei D;;, den Deformationstensor aus Kapitel 3.5 bezeichnet. Ohne Deformation
(Dehnung und/oder Scherung) gibt es keine Dissipation.

Fiir Newton’sche Fluide sind die Reibungsspannungen gegeben durch:
Tik = 1 (ui/k + uk/i) + )\5zkul/l (6.22)
Hier sind p die Scherviskositdt und A = pp — 2/3p die Volumenviskositéat. Mit

dem Stokes’schen Ansatz, d.h. mit pup = 0 fiir die Druckviskositét, ergibt sich die
Dissipation in Newton’schen Fluiden nach Gleichung (6.22) zu:

1

¢ = 5 ik (ursi + wisk) (6.23)
1 2 12
=5k (wigk 4 uni)” — 55#@'1@ W (Wigk + Uryi) (6.24)
—_——
=2(Up, /m )?
2
= % (1 — &) (wise + Uk/i)2 + %5#@ (wipn + uk/i>2 - g,Uf(Sik (um/m)2 . (6.25)

=A =B
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Es gilt:
2
B = g(sik (wijp + uk/i)2 - gﬂéik (um/m)2
4 (6.27)
= %&'kg(“w/m)Q Z 0.
Die Dissipation ® = A 4+ B ist damit immer grofier oder gleich Null:
®>0. (6.28)

Die Deformation von Fluidteilchen verursacht positive Dissipation.
Starrkorperbewegung ist dissipationsfrei.

6.2 Stromfadentheorie

6.2.1 Zustandsgroflen und Geschwindigkeit

Fiir eine stationdre Stromung entlang
eines Stromfadens lassen sich aus der
Energiegleichung Zusammenhénge zwi-
schen den thermodynamischen Zustands-
grofien und der Geschwindigkeit ableiten.
Wir betrachten dazu einen Stromfaden,
dessen Querschnittsfliche A von der Bo-
genlange s abhédngt. Die Stromung sei
stationédr und reibungsfrei, ohne duflere
Kréafte. Transportprozesse fiir Warme,
wie z.B. Warmeleitung, seien ebenfalls
Abbildung 6.2: Stromfaden mit nicht vorhanden. Gesucht wird der Ver-
Kontrollvolumen. lauf der Zustandsgrofen und der Ge-

schwindigkeit entlang des Stromfadens.
Ausgangspunkt fiir die nachfolgenden Uberlegungen ist der Energiesatz, der unter
diesen Voraussetzungen wie folgt lautet:

2
/p(e—i—u) ﬂdA:—/pz_[dA, (6.29)
A 2 A

Als Kontrollvolumen wéhlen wir einen Abschnitt des Stromfadens, vgl. Abbil-
dung 6.2. Da auf der Mantelfliche der Normalenvektor der Fliache iiberall senkrecht
zum Geschwindigkeitsvektor ist, tragen nur die beiden Querschnittsflichen A; und
Aj zu den Integralen bei:

2

u? U
P2 (62 + ;) U Ay — p1 (61 + 21> w Ay = — (pausAs — prugAy) . (6.30)
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In der stationédren Stromung ist der Massenstrom an jeder Stelle des Stromfadens
gleich, puA = pyuy Ay = paus As. Nach Teilen durch den Massenstrom und leichter
Umstellung erhalten wir:

u?oud P1
prutAi (e —er — — + = | = pru Ay — pput A — (6.31)
2 2 P2
2 2
S et 2y 2o O 0 (6.32)
2 p 2 m;m

Die in dieser Gleichung auftretende Summe aus innerer Energie e und dem
Verhéltnis von Druck und Dichte, p/p, ist gerade die Enthalpie A,

h=e+2. (6.33)
p

Die Enthalpie dndert sich nach Gleichung (6.32) mit der Stromungsgeschwindigkeit.
Im Ruhezustand (u = 0) liegt die Ruheenthalpie hy = ey + po/po vor. Der Zusam-
menhang aus Gleichung (6.32) gilt entlang des gesamten Stromfadens und damit
entlang einer Stromlinie:

Energiesatz der Stromfadentheorie

2 2

e+§+%:h+%:h0:cons‘u. (6.34)

Diese Gleichung &hnelt der Bernoulli-Gleichung fiir stationédre inkompressible Stro-
mungen. Es gibt jedoch entscheidende Unterschiede:

e Dichte ist voll variabel,
e innere Energie wird beriicksichtigt,

e [sentropie wird nicht vorausgesetzt, d.h., irreversible Prozesse wie Verdich-
tungsstofe (siehe néchstes Kapitel 6.2.2) sind zuléssig.

Fiir das weitere Vorgehen werden Zustandsgleichungen benétigt. Dies sind die

thermische Zustandsgleichung : Finerm (p, 0, T) = 0, (6.35)
kalorische Zustandsgleichung : Jiar (p, e, T) = 0. (6.36)

Als Beispiel werden in Tabelle 6.1 Zustandsgleichungen fiir ideale Gase und die nach
Tait, die vor allem fiir Fliissigkeiten geringer Kompressibilitit gilt, miteinander
verglichen.

Im Folgenden beschréinken wir uns auf ideale Gase. Die Enthalpie idealer Gase
ist nach Tabelle 6.1 gegeben durch:

h=e+?= evT + const + RT = ¢,T + const. (6.37)
P
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ideales Gas Tait-Gleichung
thermisch p = pRT p+B _ <P>A
pot+B \po
kalorisch e =cy - T + const e =c-T + const
R=c,—c, A, B: Konstanten
mit R: spezifische Gaskonstante | (fir  Wasser: A =~ 7,
(fiir Luft: R~ 287J/(kgK)) | B = poct/A =~ 0,3GPa,
Cps Cy: spez. Wirme bei | mit ¢p: Ruheschallgeschwin-
konstantem Druck/Volumen | digkeit, s.u.)

Tabelle 6.1: Zustandsgleichungen.

Fiir adiabatische Zustandsanderungen vereinfachen sich die Beziechungen zwischen
den verschiedenen Zustandsgrofien. Mit dg = 0 lautet der erste Hauptsatz der

Thermodynamik:
1 1
de = dg — pd () = —pd <> ) (6.38)
P p

Mit (vgl. kalorische und thermische Zustandsgleichung)

1 1
de =c¢ydT und —pd <p) = —pRTd (p) = RT% (6.39)

dT d
= Cy—— = pr

= ; (6.40)

Unter Beriicksichtigung von R/c, = k — 1 mit k = ¢,/c, (Adiabatenexponent),
erhélt man nach Integration und Ersetzen der dabei auftretenden Konstanten iiber
den Ruhezustand (Index 0) die Adiabatengleichungen fiir ideale Gase:

-G -G e

Schallgeschwindigkeit Abbildung 6.3a zeigt die Ausbreitung einer ebenen
Druckwelle kleiner Amplitude Ap. Der Zustand vor der Welle sei durch p, p
und v = 0 gegeben. Hinter der Welle sind diese Groflen um Ap, Ap und Awu
geindert. Die unbekannte Geschwindigkeit der Welle ist ¢. Da die Amplitude
der Welle klein ist, entspricht diese Geschwindigkeit der Schallgeschwindigkeit.
Wir betrachten nun den Ausbreitungsvorgang im Bezugssystem der Welle, vgl.
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u+ Au u=0 ? u+Au=—-—c+Au u=-c T —ct
p+Ap p p+ Ap P
p+Ap P p+Ap P

a) b)

Abbildung 6.3: Rechtslaufende Druckwelle: a) Laborsystem, b) Bezugs-
system der Druckwelle.

Abbildung 6.3b. Kontinuitét erfordert gleiche Stromdichte pu vor und nach der
Welle:

pru=(p+Ap) (u+ Au) = pu+ pAu + (Ap) u+ ApAu. (6.42)

Nicht nur die Druckamplitude, sondern auch die resultierenden Anderungen in der
Geschwindigkeit und in der Dichte sind klein. Daher konnen wir die rechte Seite
linearisieren, also den quadratisch kleinen Term fortlassen. Mit u = —c ergibt sich

A
Aur~+=Le. (6.43)
p
Uber die Welle hinweg bleibt auch der Impuls erhalten:

pul4+p=(p+Ap) (u+Au)+ (p+ Ap). (6.44)

Linearisiert man wieder und ersetzt die Geschwindigkeitsanderung Awu iiber Glei-
chung (6.43), so folgt:

0 = p2ulu + Ap - u? + Ap + quadr. Terme (6.45)
A
= 0~ —p2c (p . c) + Apc® + Ap (6.46)
p
Ap
2 6.47
=c Ap (6.47)

Fiir kleine Storungen kann der Differenzenquotient durch den Differentialquotienten
ersetzt werden. Unter Beachtung, dass in der Druckwelle Zustandsénderungen
adiabatisch verlaufen, erhalten wir fiir die Schallgeschwindigkeit:

Ip
3= <(> . 6.48
dp adiab. ( )
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Fiir ideale Gase folgt mit der Adiabatengleichung fiir p und p sowie mit der
thermischen Zustandsgleichung:

c= n%szmRT. (6.49)

Die Schallgeschwindigkeit héngt allein von der Temperatur ab! Dies kann ausge-
nutzt werden, um die Temperatur in der Gleichung fiir die Enthalpie durch die
Schallgeschwindigkeit zu ersetzen. Mit

A c? I
T =c,— =¢ = 6.50
% %R ppcp/cv(cp —¢) k-1 (6.50)
folgt fiir die Enthalpie idealer Gase:
h—eT— 1 (6.51)
v K—1

Damit nimmt die Energiegleichung 6.34 fiir ideale Gase eine einfache Form an:

+ & , (6.52)

In dieser Gleichung treten nur noch Geschwindigkeiten auf. Dabei ist ¢y, die Ru-
heschallgeschwindigkeit. Das Verhéltnis der lokalen Strémungs- (u) und Schallge-
schwindigkeit (c) ist definiert als die

Mach-Zahl

M="1 (6.53)

@

Mit dieser Definition fiir die Mach-Zahl erhélt man aus der Energiegleichung 6.52
nach Multiplikation mit (x — 1)/c?:

Kk—1

C2 TO
M*P=20=_"
2 T
Unter Verwendung der Adiabatengleichungen lassen sich damit die Zustandsgrofien,
skaliert mit ihren jeweiligen Ruhewerten, als Funktion der Mach-Zahl schreiben:

14 (6.54)

T —1 -t

%_<1ﬁ} Mﬁ 7 (6.55)
Tﬁ —1 —

O G A

S

K 1 7ﬁ
p_ <"> _ (1 + B . ]\/[2) . (6.57)
Do Po
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Diskussion

i) Die intensiven Zustandsgrofen Temperatur 7', Dichte p und Druck p, skaliert
mit ihren jeweiligen Ruhewerten, sind unter der eingangs gemachten Voraussetzung
isentroper Stromung (keine Reibung etc.) Funktionen allein der Mach-Zahl und
des Adiabatenkoeffizienten k. Mit z als Reprisentant einer der Zustandsgrofien
und mit 2y als dem zugehorigen Ruhewert gilt:

2 F(M,K). (6.58)

20

ii) Fiir die Geschwindigkeit u gilt:

u=\/ﬁil(c(2]762)=\/KilﬁR(TofT). (6.59)

Die Geschwindigkeit steigt mit fallender Temperatur. Dies entspricht einer Um-
wandlung thermischer Energie in kinetische Energie. Es existiert eine maximale
Geschwindigkeit .y, die fiir T'— 0K erreicht wird:

2K 2
max — Ty = . .
U \/I{—lRO \/5_100 (660)

Fiir Luft unter Normalbedingungen (x = 7/5, Ty = 293 K =20°C):

m
Umax,Luft ~ 767 g

iii) Als kritischer Zustand ist der Zustand definiert, der vorliegt, wenn die
Stromungsgeschwindigkeit gerade der Schallgeschwindigkeit gleicht. Dann ist mit
u = ¢ die Mach-Zahl M = u/c = 1. Der kritische Zustand wird mit dem Index *
gekennzeichnet. Fiir Luft (x = 7/5) folgt aus den Gleichungen (6.49), (6.55)-(6.57):

L_ 2 a3 g 2 _o91
Ty k+1 77 o Ve+1 777

1
N (6.61)

K
Pr 0,63 P (L2 )7 s
o k+1 Y Do k+1 T

iv) Die Stromdichte © = pu ist im Ruhezustand Null. Der Ruhezustand eignet
sich daher nicht zum Entdimensionalisieren dieser Grofie. Stattdessen nimmt man
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Abbildung 6.4: Abhingigkeit verschiedener Groflen von der
Mach-Zahl (fir Luft, x = 1, 4).

ihren kritischen Wert, ©, = p,u, = picy. Mit den Beziehungen fiir die kritischen
Grofien erhélt man:

re () ()]

2 PICES))
=| 0, = PoCo ( ) . (663)

K+1

Damit skalieren wir die Stromdichte:

o 9\ %D 2\ #oo
. 2(k—1 : 21
© _ pu _ pu ( ) _pcu < > ) (6.64)

9*_p*-u*_poco k41 _poc()c K+ 1

p/po und ¢/cq sind bekannte Funktionen der Mach-Zahl (Gleichungen (6.56) und
(6.49) mit (6.55)). Setzt man diese in die letzte Gleichung ein, sieht man, dass auch
die dimensionslose Stromdichte nur von der Mach-Zahl abhéangt:

(6.65)

*

. _ 2\ “2on
O_]w<2+(li 1)]%) .
Kk+1

Fiir M =0 und M — oo ist ©/0, = 0. Dazwischen existiert ein Maximum, das
bei M = 1 erreicht wird, mit (0/0,)max = 1. Abbildung 6.4 zeigt die Abhéngigkeit
der dimensionslosen Stromdichte und verschiedener anderer Zustandsgréfien von
der Mach-Zahl.
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v) Laval-Diise (nach Gustaf de Laval, 1845 — 1913, einem schwedischen Ingenieur)
Der im letzten Punkt abgeleitete Zusammenhang zwischen Stromdichte und Mach-
Zahl ermoglicht die Erzeugung von Uberschallstrémungen mittels einer Laval-
Diise. In einer Stromrshre (Diise) verdnderlichen Querschnitts gilt bei stationérer
Stromung die Kontinuititsgleichung in folgender Form:

pulA = ©A = ©, A, = const, (6.66)

wobei A, die Querschnittsflache bezeichnet, bei der gerade der kritische Zustand
erreicht wird. Es folgt:

o0 A,

5 =7 (6.67)

Wir betrachten die Beschleunigung einer Strémung von u = 0, also auch M = 0,
bis in den Uberschallbereich (M > 1). Fiir M = 0 ist © = 0 und damit gilt A — oo.
Mit steigender Mach-Zahl nimmt die Stromdichte zu (vgl. Abbildung 6.5), d.h.,
die Querschnittsfliche muss abnehmen. Bei M = 1 wird die maximale Stromdichte
und damit auch die minimale Querschnittsflache A, erreicht. Mit weiter steigender
Mach-Zahl nimmt die Stromdichte wieder ab, die Querschnittsfliche muss wieder
zunehmen. Eine Beschleunigung der Stromung iiber die Mach-Zahl M = 1 hinaus
erfordert also eine konvergent-divergente Diise. Mit der Mach-Zahl sind dann auch
alle Zustandsgrofien (skaliert mit ihren Ruhegroien) bestimmt. Eine Diise dieser
Art, die der Erzeugung von Uberschallstrémungen dient, nennt man Laval-Diise.

A \ l/'
2.01 \ ’
\ /'
\ /\
15{ N\ o T AA
'\ e
\\s /”’
1.01 Tl
O/0 «
0.51
0.0 T T T T T —>>
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

M

Abbildung 6.5: Stromdichte und Stromungsquerschnitt als Funk-
tion der Mach-Zahl.

Damit es tiberhaupt zu einer Stromung durch die Diise kommt, muss der Druck auf
der stromauf liegenden Seite der Diise grofler sein als auf der stromab liegenden.
Eine Uberschallstromung entsteht jedoch nur, wenn der Druck am Diisenende
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geniigend tief liegt. Je nach Druck p. am Diisenende stellen sich verschiedene
Stromungen und damit Druckverldufe in der Laval-Diise ein. Einige Druckverldufe
sind in Abbildung 6.6 in Abhéngigkeit vom Druck p., am Diisenende dargestellt.
Auf der Abszisse ist das Querschnittsverhéltnis A/A, aufgetragen, das zunéchst ab-
und dann wieder zunimmt. Weit stromauf ist die Diise an einen Kessel angeflanscht.
Dort ruht das Gas, d.h. p = pp und A/A, — oo (hier nicht dargestellt). Das
Diisenende liegt in diesem Beispiel bei einem Querschnittsverhéltnis A, /A, = 1,75.

p/po
1.0 [ —/pe,S/pO
\Pe74/P0
075 —Pe3/Po
~~~~~~~~ —Pe,2/Po
0.5
0.25
—Pe,1/Po
1.75 15 1.25 1.0 1.25 1.5 1.75
AJA,
A

Abbildung 6.6: Druckverldufe in einer Laval-Diise.

Fiir alle Enddriicke p. < p.4 (vgl. Abbildung 6.6) steigt die Mach-Zahl im kon-
vergenten Diisenteil mit abnehmender Querschnittsfliche entsprechend des in
Abbildung 6.5 gezeigten Zusammenhanges zwischen A/A, und M. Der Druck
nimmt ab und erreicht bei A/A, = 1 seinen kritischen Wert, vgl. Abbildung 6.4.
Dort wird dann gerade die Schallgeschwindigkeit erreicht. Wie es im divergenten
Teil der Diise weiter geht, hangt vom konkreten Wert des Enddrucks p, ab:

® De = Den: De,1 stimmt mit der zum Querschnittsverhéltnis A, /A, am
Diisenende gehorenden Mach-Zahl M > 1 iiberein. Im
divergenten Diisenteil herrscht Uberschall. Der Druckverlauf
folgt der in Abbildung 6.4 dargestellten Abhéngigkeit von
der Mach-Zahl fiir M > 1.
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® Do = Peu: De,a stimmt mit der zum Querschnittsverhéltnis A, /A, am
Diisenende gehorenden Mach-Zahl M < 1 iiberein. Im di-
vergenten Diisenteil herrscht Unterschall. Der Druckverlauf
folgt der in Abbildung 6.4 dargestellten Abhéngigkeit von
der Mach-Zahl fiir M < 1.

® Do < Den: In der Diise verhélt sich der Druck wie im Fall p. = pe1.
Am Diisenende ist der Druck damit grofier als der aufien
herrschende Druck: Beim Austritt aus der Diise expandiert
der Freistrahl.

® Pe1 < Pe < Pe2: In der Diise verhélt sich der Druck wie im Fall p. = pe1.
Am Diisenende ist der Druck damit kleiner als der auflen
herrschende Druck. Im aus der Diise austretenden Freistrahl
kommt es durch Druckwellen zum Druckausgleich.

® Peo < Pe < pea: Hier ist der Druck auBlen so groB, dass es bereits in der
Diise zu einer Anderung des Druckverlaufs kommt. Der
Druck ,springt “ unstetig auf einen hoheren Wert. Es tritt
ein sogenannter Verdichtungsstof3 auf. Verdichtungsstofe
sind Gegenstand des néichsten Kapitels. In Abbildung 6.6
ist dieser Fall am Beispiel p, = p. 3 dargestellt.

® p. > Pey: Der Druck liegt in der gesamten Diise iiber dem kritischen
Druck, es herrscht {iberall Unterschall, vgl. die Kurve zu
De = Pe5- Im konvergenten Teil nimmt die Stromdichte (und
die Mach-Zahl) mit kleiner werdender Querschnittsfliche
zu, erreicht aber am engsten Querschnitt der Diise nicht
ihren kritischen Wert. Im divergenten Diisenteil nimmt die
Stromdichte, und damit auch die Mach-Zahl, wieder ab.

6.2.2 Verdichtungsstofle

In Stromungen kénnen abrupte Anderungen des thermodynamischen Zustandes und
der Stromungsgeschwindigkeit auftreten (s.o., Lavaldiise mit p.o < pe < pe4). Der
Zustand dndert sich dabei innerhalb einer extrem kurzen Laufstrecke der Stromung,
die Zustandsidnderung geschieht praktisch diskontinuierlich. Im Strémungsfeld kann
man dann den Ort der Zustandsdnderung als eine Diskontinuitétsfliche ansehen.
Diese wird Stofwelle (shock wave) genannt. Wir werden sehen, dass in idealen
Gasen iiber eine Stofiwelle hinweg nur Verdichtungen méglich sind. Daher bezeich-
net man Stofwellen dort auch als Verdichtungsstéfle (compression shocks).

Zur Hlustration betrachten wir eine rechtslaufende Druckwelle in einem idealen Gas.
Die Welle breitet sich mit Schallgeschwindigkeit aus. Die Schallgeschwindigkeit
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kann als Funktion des Drucks und der Dichte geschrieben werden:
A =r=. (6.68)

Fiir adiabatische Zustandsédnderungen in einer Welle folgt mit
p 1/k pl/lﬁ o
P = Po () = =2 PV o pt YR baw. e(p) xp . (6.69)
Do Po
Damit gilt:

de kK—1 _sn1
d—po< 5P > 0. (6.70)

Bereiche der Welle mit erhéhtem Druck breiten sich schneller aus als solche mit
verringertem Druck. Dies fithrt dazu, dass eine sinusformige Welle im Verlauf
ihrer Ausbreitung ihre Form #ndert, sich ,aufsteilt“. Dies ist in Abbildung 6.7
skizziert. Nach geniigend langer Zeit miisste sich die Welle , iiberschlagen®, der
Druck mehrwertig werden. Dies ist physikalisch nicht mdglich. Stattdessen kommt
es zu einem praktisch unstetigen Ubergang zwischen hohem und niedrigem Druck
(vgl. die gestrichelte Linie bei ¢ = ¢3 in Abbildung 6.7). Im Bezugssystem der
rechtslaufenden Welle stromt das Gas von rechts in diese hinein und erfihrt eine
Druck- und damit auch eine Dichteerhchung. Es liegt ein Verdichtungsstof3 vor.

A

t=t, t>t ~ ty>t,

Abbildung 6.7: Rechtslaufende Druckwelle.

Das Aufsteilen von Druckwellen kann man in Rohrleitungen demonstrieren. Fiihrt
man an einem Ende sinusférmige Storungen ein, so kommen am anderen Ende
,Knackgerdusche® heraus. In alten Wasserleitungen kann beim schnellen Schliefen
eines Wasserhahns im Wasser eine Stofwelle (Wasserschlag) entstehen, die sich
durch hammernde Gerdusche bemerkbar macht. Hier steigt mit abnehmendem
Durchfluss am Hahn der Druck, es entsteht eine Druck- und schliellich eine
Stofiwelle. Auch der Donner bei Gewittern beruht auf VerdichtungsstofSen. Hohe
Temperaturen im Blitzkanal fithren zu einer Expansion. Es bildet sich eine Stowelle,
die sich radial ausbreitet. In diesen Beispielen erfolgt die Zustrémung senkrecht
zur StoBiflache, es liegt ein senkrechter Verdichtungsstofl vor.
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Zustromung @ Abstrémung @

-
Ruhezustand 1l Ruhezustand
Uy, p1, P M il U2,P2,p2,h2
M i M,
T Kontrollflache
StoR ~__ 7

Abbildung 6.8: Senkrechter VerdichtungsstoS.

Beim Durchgang des Fluids durch eine Stofwelle, abkiirzend auch einfach als
Stof bezeichnet, bleiben Masse, Impuls und Energie erhalten. Dies betrachten wir
im Folgenden fiir einen senkrechten Stof3, vgl. Abbildung 6.8. Dann gelten die
Erhaltungsgleichungen fiir:

Masse: pLUL = Pallsy, (6.71)

Impuls: p1+ prui = py + pauj, (6.72)
) u? u3

Energie: hy + 5= ho + 5 (6.73)

Bei bekannter Zustromung (Index 1) werden mogliche Zusténde und Geschwindig-
keiten hinter dem Stoff (Index 2) gesucht. Es gibt mehrere Losungen:

e triviale Losung: u; = ug, p; = po etc., d.h. es liegt kein Stof} vor,

o weitere Losungen, die auf den Nichtlinearitédten in den Gleichungen beruhen.

Die weiteren Losungen finden wir wie folgt: Durch Einsetzen von Gleichung (6.71)
in Gleichung (6.72), wobei einmal pyus und einmal pyuy ersetzt wird, erhilt man
die beiden Gleichungen:

P2—Pp
pruj — prunty = py — p1 & U — Uty = 2/) 1-, (6.74)
1
P2 —Pp
pPuUy — P2U§ = P2 — P1 = UgUy — U% = £ P L (6.75)
2
Die Summe der beiden rechts stehenden Gleichungen ergibt:
9 9 1 1
up—uy=(—+—](p2—p1). (6.76)
P1 P2

Hier ersetzen wir die Differenz der Geschwindigkeitsquadrate iiber die Energieglei-
chung (6.73) und erhalten so die

Rankine-Hugoniot-Beziehung

1 /1 1
hy — hy = By <,01 + p2> (p2 — 1) - (6.77)
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Die Rankine-Hugoniot-Beziehung verkniipft die thermodynamischen Groflen vor
und hinter einem Sto miteinander. Geschwindigkeiten gehen nicht ein. Die Bezie-
hung gilt ganz allgemein, da bisher noch keine Annahmen tiber Zustandsgleichungen
gemacht wurden.

Wenn sich die Zusténde vor und hinter dem Stofl nur geringfiigig unterscheiden,
spricht man von einem schwachen Stof3. Dann ist:

1 1/1 1
hg — hl ~| dh=— dp ~ — ( + ) (p2 *pl) . (678)
P 2\m P2

Mit der Definition h = e + p/p folgt fiir das totale Differential der Enthalpie:
1 1
dh = de+pd-+ —dp. (6.79)
PP
Der Vergleich der letzten beiden Gleichungen fiir dh liefert:
1
de +pd—-=0. (6.80)
P
Dies vergleichen wir nun mit der Gibbs’schen Fundamentalgleichung,
1
Tds = de+pd-. (6.81)
p

Hier bezeichnet s die spezifische Entropie. Der Vergleich zeigt, dass ds = 0.

Bei schwachen Stofen ist die Entropieédnderung vernachldssigbar klein.

Die Rankine-Hugoniot-Beziehung sowie die Aussage iiber Entropieédnderungen bei
schwachen Stofen sind unabhéngig von bestimmten Zustandsgleichungen. Um
konkretere Aussagen machen zu kénnen, spezialisieren wir uns im Folgenden auf
ideale Gase. Fiir ideale Gase gelten die Beziehungen

62

e=cyl, h:cpT:l%_17

p = pRT. (6.82)

Die Anderung der Entropie wird wieder durch die Gibbs’sche Fundamentalgleichung
beschrieben. Fiir ideale Gase folgt:

T 1 AT R dp

Integration, ausgehend von einem Bezugszustand (Index 0) und mit R/c, =k — 1,
ergibt die Entropie als Funktion von Temperatur und Dichte:
P

T
s—soJrcV[lnTO—(/-f—l)lnpo]. (6.84)
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Unter Beriicksichtigung der thermischen Zustandsgleichung, p = pRT, lisst sich
die Entropie auch als Funktion anderer Zustandsgrofien schreiben

i T —(k—1)
s=38y+cyln T (ppo) (6.85)

T\" p —(k—1)
= m|(=—) (£ .
S0 + Cy In (T()) <p0> (6 86)

=Sy + ¢y In <p> <p>
| \Po Po

Als néchstes geben wir auch die Rankine-Hugoniot-Beziehung fiir ideale Gase an.
Mit h = c?/(k — 1) = x/(k — 1) p/p folgt:

K (p2 P 1/1 1)
b B — P2 by _ (L1, 1 — ). 6.88
P TRl <P2 Pl) 2 (,01 P2 (2 =) (055

Auflosen dieser Gleichung nach py/p; liefert die

(6.87)

Rankine-Huginot-Beziehung fiir ideale Gase

faar L

P2 Kk —1p;
s m—— 6.89
P1 K+1  po (6.89)

- + -

k=1 "p

Fiir starke StoBe, d.h., pa/p1 — oo, folgt
1
N N SN (6.90)
p k=1 D1

Bei einem Stof ist der Anstieg der Dichte, anders als bei isentroper Zustandsédnde-
rung, durch eine obere Schranke beschrénkt, vgl. Abbildung 6.9.

Stof3relationen fiir ideale Gase Aus den Erhaltungsgleichungen fiir Masse,
Impuls und Energie (6.71-6.73) lassen sich Beziehungen zwischen den Grofien vor
und hinter einer StofSwelle als Funktion der Mach-Zahl M; vor dem Stof3 ableiten.
Mit My = uy/ci, My = us/cy und ¢ = kp/p erhiilt man:

;i"l’ -1+ jjl (M2 —1), (6.91)
P 2 _

T,

T? - % % 2 (6.93)

v oo
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Isentrope

5 Rankine-Hugoniot

0 10 20 30

Abbildung 6.9: Vergleich der Rankine-Hugoniot-Beziehung mit der Isen-
tropen (fiir Luft, k = 1,4).

Auch die Entropie dndert sich beim Durchgang durch einen Stof8. Dies sieht man,
wenn man in Gleichung (6.87) fiir die Entropie den Zustand vor dem Stof als
Bezugszustand wihlt, s; = sg, und sy = s setzt. Gleiches gilt fiir die Zustandsgrofien
Druck und Dichte. Mit den Stofirelationen fiir py/p; und pa/p; erhilt man:

s3— s =cyln { (ij) (Z) _R} (6.95)

—evln { (1 + :—fl (M? — 1)) (1 + my} (6.96)

Die Entropiednderung iiber einen Stof} ist damit ebenfalls eine Funktion der Mach-
Zahl M; vor dem Stof3. Es ist:

(6.97)

>0 fir M >1,
S9 — 51 =
<0 fur M; <1

Nach dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik kann die Entropie nicht ab-
nehmen, es muss gelten s, — s; > 0. Daher sind Losungen der Stofirelationen mit
M; < 1 physikalisch nicht moglich. Mit M; > 1 folgt (vel. die StoBrelationen):

]\/[1 > 1 = P2 > Pi1, P2 > P1, T2 > T‘l7 A{Q < A{l (698)
Fiir den Fall M; = 1 dndert sich nichts, es liegt kein Stof vor.

Im Fall idealer Gase gelten hiernach die folgenden Aussagen:

e cs sind nur Verdichtungsstole moglich,
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e Anstrémung relativ zum StoB: mit Uberschallgeschwindigkeit, M; > 1,
e Abstromung relativ zum Stofl: mit Unterschallgeschwindigkeit, My < 1.

Die sich aus den Stofirelationen (6.91-6.94) ergebenden Zustandsénderungen iiber
einen Verdichtungsstof3 sowie die Mach-Zahl hinter dem Stof} sind in Abbildung
6.10 in Abhéngigkeit von der Mach-Zahl M; vor dem Stof8 dargestellt.

A /
| palpr !
10 \./
/ TolTu .
8 / 2 l\ )
2/P1
6 // ________ £
/ T
4 /T
? é M
0 T T >
1 2 4 6 8

M,

Abbildung 6.10: Senkrechter Stof: Zustand hinter dem Stof als
Funktion der Mach-Zahl vor dem Stof8 (fir Luft, k = 1,4).

Ruhezustand vor und hinter einem Stofi Die Entropie dndert sich iiber
eine Stofwelle hinweg. Daher sind die Ruhezustidnde (stagnation states) vor und
hinter einem Stofl nicht alle identisch, insbesondere éndert sich der Ruhedruck. Im
Folgenden bezeichnen wir den Ruhezustand vor dem Stoff mit dem Index ,,01“ und
hinter dem Stofl mit dem Index ,,02“. Zuerst betrachten wir die Ruhetemperaturen
To1 und The. Aus dem Energiesatz,

u? u?
h+—=c¢T+ —

5 5 = ¢, Ty = const, (6.99)

folgt, dass die Ruhetemperaturen vor und hinter dem Stof tatséchlich gleich sein
miissen:

Tor = Too. (6.100)

Abgesehen vom Stof sei die Stromung isentrop. Dann sind die Entropien vor und
hinter dem Stof gleich den jeweiligen Ruheentropien:

S1 = So1, S2 = Sp2- (6101)
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Nach Gleichung (6.86) fiir die Entropiednderung iiber den Stofl erhdlt man

T:
Sy — 81 = cykln <T2> —cy(k—1)In (]92) (6.102)

1 P

T
= Sp2 — So1 = CykIn (TOZ> —RIn <Poz> (6.103)
—_———

01 Po1
=0

In der letzten Gleichung verschwindet In(Ty1/T02), da Tyr = Toe. Weiterhin ist nach
dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik sy — s; > 0, also
Po2
$9 — 81 = —RIn () > 0. (6.104)
Po1

Daraus folgt fiir die Ruhedriicke vor und hinter einem Stof3:

Poz < Pot- (6.105)

Dies bezeichnet man als

‘[ Ruhedruckverlust }

Hinter Verdichtungsstofien ist

der Ruhedruck geringer als davor.

Das Verhiltnis der Ruhedriicke erhélt man iiber Gleichung (6.87) fiir die Entro-
piednderung und mit ¢,/R = 1/(k — 1) wie folgt:

sy — 81 = ey In { (p2> (”) } =Rl <p°2> (6.106)
P1 P1 Po1
= P [(pZ) <p2> } o (6.107)
Po1 P1 P1

Hierbei sind die Verhéltnisse po/p; und po/p; iiber die StoBrelationen (6.91) und
(6.92) fir Druck und Dichte als Funktion der Mach-Zahl gegeben. Damit ist auch das
Verhéltnis der Ruhedriicke fiir ein ideales Gas mit bekanntem Adiabatenexponenten
eine Funktion allein der Mach-Zahl M; vor dem StoB, vgl. Abbildung 6.11. Dies wird
ausgenutzt, um Mach-Zahlen in Uberschallstrémungen iiber eine Druckmessung zu
bestimmen (s.u.).

Schiefe Verdichtungsstofle Bisher haben wir senkrechte Stofe betrachtet. Bei
diesen erfolgt die Zustromung senkrecht zur Stofifliche, vgl. Abbildung 6.12a.
Wir betrachten nun den senkrechten Stof§ aus einem mit Geschwindigkeit —v <
0 parallel zur Stoffliche bewegten Bezugssystem (Galilei-Transformation). An
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Po2/Po1
(s2 —s1)lcy

1.25
1.00
0.75
0.50

0.25

Abbildung 6.11: Senkrechter Stofl: Ruhedruckverlust und Entro-
piedinderung als Funktion der Mach-Zahl vor dem Stof8 (fiir Luft, x = 1,4).

den thermodynamischen Groflen (p, p, T, s) vor und hinter dem Stof dndert
sich dadurch nichts. Im neuen Bezugssystem besitzt das Gas dann jedoch eine
Geschwindigkeitskomponente v > 0 tangential zum Stof. Die Zustromung zur
StoBwelle erfolgt daher nicht mehr senkrecht, sondern mit der Geschwindigkeit
wy unter einem Stofiwinkel § < 90° zur Stofiflache, vgl. Abbildung 6.12b. Man
spricht von einem schiefen oder auch schrigen Stof3 (oblique shock). Hinter
dem Stof herrscht die Geschwindigkeit wy. Da die Tangentialgeschwindigkeit v
vor und hinter dem Stof gleichbleibt, dndert sich beim Durchgang durch den Stof
die Stromungsrichtung um den Ablenkwinkel . Fiir den Stofwinkel g und den
Ablenkwinkel ¥ folgt aus Abbildung 6.12b:

[ = arctan <E) , 8 — 1 = arctan (U—Q) (6.108)
v v
a)
u U
EE—
u u:
M= s1|My==2<1
c1 (&)
Stofl’
b) wh
v »

51> - Ablenkwinkel

Wy u2 B : Stobwinkel
B =90° : senkrechter StoR

uy

Abbildung 6.12: a) senkrechter Verdichtungsstof}, b) schiefer Verdichtungsstof.
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Aus einem senkrechten Verdichtungsstof§ mit vorgegebener Anstromgeschwindigkeit
uy > cp erhilt man so durch Uberlagerung einer Tangentialgeschwindigkeit v eine
Familie schiefer Stofie mit

wy sin 8 = uy. (6.109)

Die Stofirelationen sind invariant gegeniiber der Galilei-Transformation. Sie gelten
fiir die Geschwindigkeitskomponente u; senkrecht zur Stofifliche, also fiir
51

My sin g = % sin = = (6.110)
-1 -1

Fiir schiefe StoBe gilt folglich mit M; = wy/¢; und My = wa/cy:
Mysinf > 1, Mysin(f —9) < 1. (6.111)

Die Beziehung fiir M, driickt aus, dass hinter dem Stof§ die senkrechte Geschwin-
digkeitskomponente wus kleiner als die Schallgeschwindigkeit sein muss. Hierbei
kann jedoch fiir die Mach-Zahl hinter dem Stof§ durchaus gelten My = wq/co > 1,
die Abstrémung also mit Uberschall erfolgen.

Die Grofle der Ablenkung ¢ der Stromung durch einen schiefen Stof§ hingt von der
Mach-Zahl M; und dem Stowinkel 5 ab. Bei gegebener Mach-Zahl M; > 1 tritt
in zwei Fallen keine Ablenkung auf:

e senkrechter Stof3: 5 = 90°,
e unendlich schwacher Sto: M, sin 8 = 1, also fir § = arcsin(1/M;).

Fiir Stofiwinkel 3, die zwischen diesen beiden Winkeln liegen (arcsin(1/M;) < § <
90°), kommt es zu einer Ablenkung der Stromung. Der Zusammenhang zwischen
StoB- und Ablenkwinkel ist in Abbildung 6.13 fiir eine konstante Mach-Zahl M; > 1
skizziert (den genauen Zusammenhang kann man aus den Gleichungen (6.108) und
den Stofirelationen ableiten). Es gilt:

e fiir jedes M; > 1 existiert ein maximaler Ablenkwinkel ¥y,

e cin bestimmter Ablenkwinkel ¥ < ¥,,.y ist {iber zwei verschiedene StoBwinkel
53, 1 und By, erreichbar.

Experimentell stellt sich meist der kleinere StoBwinkel ein. Uber geeignete geometri-
sche Anordnungen lésst sich jedoch auch die Losung mit dem groferen StoBwinkel
erzwingen.
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A
'lgmax - <
My >1
2 ~_ \\/Mz <1
\
9 \
\
\
\
\
\
\
\
\
\
0 P —
3= arcsin (Mi> B B2 90° b
1

Abbildung 6.13: Schiefer Verdichtungsstofl: Zusammenhang zwischen Stof-
winkel § und Ablenkwinkel ¥ bei konstanter Mach-Zahl M; vor dem Stof3.

Beispiel: Keil in Uberschallanstrémung

Vor einem Keil mit Of:fnungswinkel 20kei, der mit Uberschall angestromt wird,
bildet sich ein Stof aus. Was genau passiert, hingt davon ab, ob der halbe Offnungs-
winkel ¥xei kleiner oder grofier ist als der maximale Umlenkwinkel ¢, (M), der
zur Mach-Zahl M; der Anstromung gehort. Die beiden Félle sind in Abbildung 6.14
dargestellt.

e Anliegender Stof3 (attached shock) Falls Vet < Pmax(M7), bildet sich
auf beiden Seiten des Keils ein gerader schiefer Stof}, der an der Spitze des

Abbildung 6.14: Keil in Uberschallstrémung: a) anliegender Stof,
b) abgeloster Stof3.
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Keils anliegt (anliegender Stof}), vgl. Abbildung 6.14a. Der StoBwinkel /3
stellt sich dabei so ein, dass der Stof3 gerade eine Umlenkung um den halben
Offnungswinkel des Keils bewirkt, die Stromung also hinter dem StoB sofort
itberall parallel zur Keiloberfliche ausgerichtet ist.

Abgeloster Sto3  (detached shock) Falls Yxei > Pmax(M1), kann ein schie-
fer zur Mach-Zahl M; gehorender Stofl eine sofortige Umlenkung um den
Winkel ¥k nicht bewirken. Bereits vor der Keilspitze bildet sich ein ab-
geloster Stof, vgl. Abbildung 6.14b. Dieser ist nicht mehr gerade, sondern
gekriimmt. Direkt auf der Staupunktstromlinie liegt ein senkrechter Stofl ohne
Anderung der Strémungsrichtung vor. Mit zunehmendem Abstand von der
Staupunktstromlinie nimmt der Stowinkel von 5 = 90° zu beiden Seiten hin
ab und die Umlenkung zu. Die stoibedingte Umlenkung ist jedoch kleiner als
der halbe Keilwinkel. Zwischen Stofl und Keil kommt es zu weiterer stetiger
Umlenkung, bis die Stromung an der Keiloberfliche schlieflich parallel zu
dieser ist.

Im Fall des abgelosten Stofies herrscht auf der Staupunktstromlinie hinter dem
senkrechten Stofl Unterschall. Dies gilt auch fiir daneben liegende Stromlinien.
Hinter dem abgelosten Stof3 existiert deshalb ein Bereich mit Unterschall. Mit
zunehmendem Abstand von der Staupunktstromlinie nimmt der Stofiwinkel jedoch
ab und es wird schlieBlich der Punkt erreicht, wo hinter dem Stof weiter Uberschall

Abbildung 6.15: Abgeloster Verdichtungsstofl vor einem mit
Uberschall nach links fliegenden Messingprojektil. Die beiden senk-
rechten Linien sind Elektroden, die der Auslésung des Belichtungs-
funken dienen (E. Mach, P. Salcher, 1888, Foto: online Archiv des
Deutschen Museums).
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herrscht (vgl. Abbildung 6.13). Die ersten Fotographien abgeloster Stofiwellen
wurden in den 1880er Jahren von Ernst Mach und Peter Salcher an mit Uberschall
fliegenden Projektilen aufgenommen. Stowellen werden dabei aufgrund der grofien
Dichteunterschiede und damit starken Anderungen des Brechungsindexes am Ort
des StoBles sichtbar (Schattenverfahren), siehe Abbildung 6.15. Neben der Stofiwelle
vor dem Projektil sind dahinter weitere Wellen erkennbar, die im Rahmen dieser
Einfiihrung nicht erldutert werden sollen.

Nach diesen Uberlegungen zur Keilumstrémung kénnen wir auf die Bestimmung von
Mach-Zahlen in Uberschallstromungen mittels einer Druckmessung zuriickkommen.
Dazu hélt man ein Pitot-Rohr in die Uberschallstrémung, siehe Abbildung 6.16.
Vor dessen Ende ist der Offnungswinkel auf jeden Fall grofier als der maximale
Umlenkwinkel und es stellt sich ein abgeldster StoB ein. Direkt vor der Offnung des
Pitot-Rohrs ist der Stofl senkrecht. Mit dem Pitot-Rohr wird damit der Ruhedruck
Po2 hinter einem senkrechten Stofl bestimmt. Dazu muss das Pitot-Rohr in Richtung
der Anstromung ausgerichtet sein. Bei bekanntem Ruhedruck pg; in der Anstrémung
erhilt man dann aus Gleichung (6.107) fiir das Ruhedruckverhéltnis, zusammen
mit den Beziehungen (6.91) und (6.92), die Mach-Zahl in der Anstrémung.

abgeldster Stol

M;>1 LSS/
—_— T 3
Po1 /7777 /
Stof hier Po2
senkrecht

Abbildung 6.16: Prinzip der Mach-Zahlbestimmung in
Uberschallstromungen mittels eines Pitot-Rohrs.
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Kapitel 7

Grenzschichten

7.1 Einleitung

In vielen Stromungen iiberwiegen Trégheitskréfte die Zahigkeitskréfte deutlich. Die
Reynolds-Zahl ist sehr groff und Zahigkeitseffekte spielen in weiten Bereichen des
Stromungsfeldes keine oder nur eine untergeordnete Rolle. Dies gilt jedoch nicht
an iiberstromten Wénden. Dort haftet das Fluid. Im Fall grofler Reynolds-Zahlen
steigt die Geschwindigkeit sehr schnell von Null an der Wand auf die volle Geschwin-
digkeit in der Umgebung. Diese starke raumliche Anderung der Geschwindigkeit
fithrt dazu, dass Reibungsspannungen in Wandnéhe grofi und Zahigkeitskrafte
nicht mehr klein gegen Triagheitskriifte sind. An {iberstromten Oberflichen gibt es
eine diinne Schicht, in der Zahigkeit grundsétzlich wichtig ist. Die diinne Schicht
bezeichnet man als

Grenzschicht oder Reibungsschicht (boundary layer)

Diinne wandnahe Schicht im Stromungsfeld, in der sich die
Geschwindigkeit von der Wandgeschwindigkeit auf die volle
AuBengeschwindigkeit éndert.

Erste Beispiele fiir Grenzschichten haben wir bereits bei der Einlaufstromung in
ein Rohr (Kapitel 1.4.1) und im Fall der ruckartig beschleunigten Platte (Kapi-
tel 4.4) kennengelernt. Im Folgenden betrachten wir die Grenzschicht an einem
umstromten Korper. Als Beispiel dient in Abbildung 7.1 die ebene Strémung um
ein Fliigelprofil. Zur Beschreibung der Grenzschicht verwenden wir Grenzschichtko-
ordinaten: die y-Achse zeigt in wandnormale Richtung, als z-Koordinate verwenden
wir die Bogenlidnge entlang der Wand. So lange die Grenzschichtdicke klein gegen
den Kriimmungsradius der Wand bleibt, kann letztere lokal als eben angesehen
werden. Die z-Achse ist dann lokal tangential zur Wand.
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Grenzschichtkoordinaten

0: Grenzschichtdicke

Abbildung 7.1: Grenzschicht und Grenzschichtkoordinaten an einem Fliigelprofil.

Eine erste Abschéitzung fiir die Dicke § der Grenzschicht erhélt man, indem man
Tragheitskréafte mit Reibungskréften in der Grenzschicht vergleicht. Dabei ist das
Langenmaf fiir Anderungen der Geschwindigkeit in z-Richtung die charakteris-
tische Lénge L des umstromten Korpers (vgl. Kapitel 4.3.1). Fir Anderungen
in wandnormaler Richtung ist dagegen die Grenzschichtdicke § mafigebend, da
sich iiber diese kleine Lénge die Geschwindigkeit von Null an der Wand auf die
AuBengeschwindigkeit erhoht. Wir erhalten:

e Trigheitskraft (pro Volumen) ~ pUTZ,
e Reibungskraft (pro Volumen) ~ ué%.
Nimmt man als Wert fiir die Grenzschichtdicke den Wert, bei dem Tragheits- und

Reibungskriifte von gleicher GroBenordnung sind, so erhélt man:

0~y (7.1)

N

1) v 1
U . it Re= YL 7.2
7 i = mi e = (7.2)

Die Grenzschichtdicke ist folglich bei grofien Reynolds-Zahlen klein gegen die cha-
rakteristische Lange L. Die Geschwindigkeit in der Grenzschicht néhert sich mit
wachsendem Wandabstand der Auflengeschwindigkeit asymptotisch, vgl. Abbil-
dung 7.2. Bei bekanntem Geschwindigkeitsprofil stellt sich daher die Frage nach
einer genauen Definition der Grenzschichtdicke (boundary layer thickness) §. Es
gibt verschiedene Definitionen:
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Grenzschichtdicke dgg: Wandab-

A
stand, an dem die Geschwindigkeit y
99% der AuBlengeschwindigkeit uly)
erreicht: u(dgg) = 0,99 tno g0 . 1% Abweichung

Achtung: diese Definition ist mit von u,,
Willkiir behaftet, man konnte ge-
nauso gut eine andere Prozentzahl

1
1
1
1
1
wihlen. X
1
1
1
1
1
1
1

Verdrangungsdicke §; oder 6*:
(displacement thickness) In der
Grenzschicht ist der Massenstrom 00 U, uﬁ,)
aufgrund der geringeren Geschwin-

digkeit kleiner als er in reibungsfrei- Abbildung 7.2: Grenzschichtprofil mit
er Stromung wére. Die Grenzschicht Grenzschichtdicke dgg.

hat eine Verdringungswirkung. Die

Verdriangungsdicke ist der Betrag,

um den die Wand nach auflen verschoben werden miisste, um in reibungsfreier
Stromung die gleiche Verdrangung wie in reibungsbehafteter Strémung zu erzie-
len. In inkompressiblen Stromungen ist das der Fall, wenn die in Abbildung 7.3
schraffierten Fliachen gleich grof} sind:

UsoO1 = / (Uoo — w) dy, (7.3)
0

Uso

si= [Ty (7.4)

Impulsverlustdicke d2: (momen-
YA tum thickness) Auch der Impulsfluss
ist in der Grenzschicht kleiner als in
reibungsfreier Stromung. Die Defini-
tion der Impulsverlustdicke erfolgt
analog zur Verdrangungsdicke:

/( pul by = ,o/ U(Uoo — u) dy,
0
W 52:/ U(l_U)dy,
0

Us ury)

Abbildung 7.3: Verdringungsdicke d;.

61
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7.2 Prandtl’sche Grenzschichtgleichungen

An iiberstromten Oberflichen kann die Haftbedingung nur erfiillt werden, wenn
der Zahigkeitsterm in der Navier-Stokes-Gleichung beriicksichtigt wird (vgl. Kapi-
tel 4.1.3). Dies fithrt gewohnlich auf uniiberwindbare Schwierigkeiten, wenn man die
Navier-Stokes-Gleichung analytisch 16sen mochte. Im Fall grofler Reynolds-Zahlen
besteht ein Ausweg darin, in der dann diinnen Grenzschicht Zihigkeitseffekte
néherungsweise zu beriicksichtigen und die Stromung auflierhalb der Schicht als
reibungsfrei zu betrachten. Diese Unterteilung der Stromung in eine reibungsfreie
AuBenstromung und eine reibungsbehaftete in der Grenzschicht hat Ludwig Prandtl
(1885-1952) 1904 eingefiihrt. Er war damals gerade als Professor fiir technische
Physik an die Universitdt Gottingen berufen worden. Der Prandtl’sche Ansatz
erlaubte erstmals bis dahin ungekliarte Phinomene wie die Entstehung von Wider-
stand zu beschreiben. Seitdem ist Gottingen in der Stromungsmechanik weltweit
bekannt.

Wie wir bereits im letzten Abschnitt gesehen haben, ist fiir die Reibungskraft in der
Grenzschicht vor allem die Anderung der Geschwindigkeit senkrecht zur Wand wich-
tig. Wir werden nun die Gréfienordnungen aller Terme der Navier-Stokes-Gleichung
in der Grenzschicht abschétzen und miteinander vergleichen. Hierbei beschrianken
wir uns auf stationére ebene Stromungen. Weiterhin ist die Dichte konstant. Die
Gleichungen schreiben wir in Grenzschichtkoordinaten, d.h., die z-Richtung verlauft
tangential und die y-Richtung normal zur Wand, vgl. Abbildung 7.1:

Kontinuititsgleichung:

du  Ov
5ty =" (7.7)

Navier-Stokes-Gleichungen fiir die z- und y-Richtung:

ou du 10p Pu  O%u
dv dv 10p v %

Aus der Kontinuitdtsgleichung 7.7 folgt, dass % und %Z betragsméfBig von gleicher
Grofenordnung sind:

du Ov
Lo 1
or Oy (7.10)

Im Fall grofler Reynolds-Zahlen ist die Grenzschichtdicke klein gegen die charakte-
ristische Lénge der Stromung, § < L (Gleichung (7.2)). Es ist:
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e L: charakteristische Linge fiir Anderungen in z-Richtung,
e §: Grenzschichtdicke, charakteristisch fiir Anderungen in y-Richtung.

Mit Gleichung (7.10) und da die Gréfienordnung der z-Komponente der Geschwin-
digkeit w von der Grofe der charakteristischen Geschwindigkeit U ist, u = O(U),
folgt:

U

o, 2

= v~ ZU < u. (7.12)

Dies verwenden wir, um die Groflenordnungen der einzelnen Terme in Glei-
chung (7.8) abzuschétzen:

ou ou 19p 0%u 0%u
|I— _— = - — — 1
us + U@y Do +1/( o2 + By ) (7.13)
~~ —~— ~~~ ~—
v byU U
L L s 12 5
——
~U2/L

Der erste Summand des Zahigkeitsterms ist viel kleiner als der zweite und kann
daher vernachléssigt werden. Der noch unbestimmte Druckterm ist in stationérer
Stromung (Gleichgewicht) maximal von der Gréfle der konvektiven Beschleunigung.
Damit folgt wieder (vgl. Gleichung (7.1)):

U? U
1) v 1
S| =~y = it Re= UYL .
7 T TR mi e > (7.15)

Fir grofie Reynolds-Zahlen ist automatisch 6 < L. Die Abschétzung der Terme in
Gleichung (7.9) fiir die y-Richtung, wieder mit v ~ %U liefert:

v v 10p v v
— — = ——— — — 1
Yoz + v@y p Oy + V( ox? oy? ) (7.16)
~— ~ ~—
ve U
L? L? L? L&
Es folgt wieder:
U2s U
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AuBerdem ist der Druckterm wieder maximal von der Gréflenordnung der konvek-
tiven Beschleunigung;:

op U YT L (7.18)

Im Grenzfall Re — oo gilt somit:

L. (7.19)

Bei hohen Reynolds-Zahlen &ndert sich der Druck in der Grenzschicht nicht normal
zur Wand, er entspricht dem Druck in der reibungsfreien Auflenstromung am Grenz-
schichtrand. In der Grenzschicht ist der Druck eine allein durch die Auflenstromung
vorgegebene Funktion von z, p = p(z). Man sagt:

In Grenzschichten wird der Druck ,,von aulen aufgepragt®.

Die Stromung in der Grenzschicht wird durch die Kontinuititsgleichung und die
Navier-Stokes-Gleichung fiir die z-Richtung unter Vernachlédssigung der zweiten
Geschwindigkeitsableitung nach = beschrieben. Diese Gleichungen sind bekannt als

Prandtl’sche Grenzschichtgleichungen

Ju Ov

T 2

5% T o = (7.20)
ou u  1dp 0%u

Yoz TVey T pdr Vo

(7.21)

Randbedingungen werden an der Wand und am Grenzschichtrand (y = ¢) vorgege-
ben:

y=0: u=0, v=0, (7.22)
y—0: U = U (T). (7.23)

wobei 1., die Geschwindigkeit in der reibungsfreien Auflenstromung am Grenz-
schichtrand ist. Den Druckterm in der Grenzschichtgleichung fiir die wandtangentia-
le Richtung kénnen wir auch mittels Bernoulli-Gleichung iiber die Geschwindigkeit
am Grenzschichtrand ausdriicken:

P+ guio — const. (7.24)
Ableiten der Bernoulli-Gleichung nach z liefert:
dp dttee 1 dp duse
— 0o = ——— = U . 7.25
dx +ou dx - p dz Yoo T 4y ( )
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Die Prandtl’schen Grenzschichtgleichungen sind nach wie vor nichtlinear und von
zweiter Ordnung. Aber es handelt sich nur noch um zwei Gleichungen fiir die beiden
Geschwindigkeitskomponenten u und v. Der Druck wird durch die Auflenstrémung
vorgegeben. Fiir die Grenzschichtgleichungen gibt es sowohl analytische als auch
Néherungslosungen.

7.3 Plattengrenzschicht nach Blasius

Die moglicherweise bekannteste Losung der Grenzschichtgleichungen ist die fiir
die halbunendliche ebene Platte in Parallelanstromung. Die Losung hat Heinrich
Blasius (1883-1970) in seiner Dissertation an der Universitat Gottingen (1907)
abgeleitet. Hier skizzieren wir den Losungsweg und das Ergebnis.

L\'\L[//////// [/ [/ [/ ]/
of »X

Abbildung 7.4: Plattengrenzschicht.

Abbildung 7.4 zeigt die Anordnung der Platte und das Stromungsfeld. Die Platte
wird tangential zur Plattenoberseite mit konstanter Geschwindigkeit angestromt.
Fiir die Rechnung wird die Platte als unendlich diinn angenommen. Im Expe-
riment verwendet man eine Platte, die vorn wie in Abbildung 7.3 spitz zulauft.
Der Ursprung des Koordinatensystems liegt an der Vorderkante der Platte. Die
reibungsfreie Stromung auflerhalb der Grenzschicht ist iiberall bekannt:

U = U, = const, (7.26)
P = Poo = const. (7.27)

Aus der letzten Gleichung folgt, dass der Druckgradient verschwindet, dp/dz = 0.
Die Grenzschichtgleichung fiir den Impuls in z-Richtung vereinfacht sich zu:

— v —=v—. 7.28
u x—H} v (7.28)

Die Randbedingungen fiir die Grenzschichtgleichungen lauten:

y=0: u=0, v=0, (7.29)
y—0: U= Upso- (7.30)

Es gibt keine charakteristische Linge (vergleiche ruckartig beschleunigte Platte,
Kapitel 4.4). Wir machen daher den Ansatz, dass die Geschwindigkeitsprofile in
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der Grenzschicht an verschiedenen Orten x entlang der Platte zueinander &hnlich
sind, d.h.

(7.31)

In diesem Ansatz lassen wir zu, dass die Grenzschichtdicke eine Funktion des Ab-
standes x von der Plattenvorderkante ist. Fiir Félle, in denen eine charakteristische
Lénge L existiert, hatten wir

1) 1
— ~ . 7.32
I~ Ume (7.32)
Hier machen wir den Ansatz L = z und erhalten
5(z) ~ (22 (7.33)
Uso

Der Quotient z:/u,, entspricht gerade der Zeit, die ein Fluidteilchen in der reibungs-
freien Aulenstromung benotigt, um von der Plattenvorderkante bis zum Ort x zu
gelangen. Dies ist vergleichbar mit dem Ergebnis aus der Losung fiir die ruckartig
beschleunigte Platte. Dort nahm die Breite ¢ der von der Plattenbewegung erfassten
Schicht proportional zu /vt zu (vgl. Gleichung (4.159)). Fiir die dimensionslose
Ahnlichkeitsvariable 7 in Gleichung (7.31) machen wir daher den Ansatz:

uOO y
— — o~ = 34
=y ve  O(x) (7.34)

Den weiteren Losungsweg skizzieren wir hier nur in Kiirze. Die Stromung ist zwei-
dimensional und inkompressibel. Daher ldsst sich in den Grenzschichtgleichungen
die Kontinuititsgleichung durch Einfithren einer Stromfunktion ¢ erfiillen:

_ W __ %
u= a9y’ V= (7.35)

Integration der ersten Beziechung fiir u iiber y liefert:

Y ve [T u
= / udy = uoo\/j/ — dn = /vaus, - F(n). (7.36)
0 oo Jo 00

F(n) ist die dimensionslose Stromfunktion. Damit erhélt man:

_%_ N
u= o VvzusF'(n) o U F' (1), (7.37)

v= =00 P i) — P, (738)
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Dies eingesetzt in die Grenzschichtgleichung fiir den Impuls, Gleichung (7.28),
ergibt eine gewohnliche Differentialgleichung dritter Ordnung fiir die dimensionslose
Stromfunktion F:

FF"+2F" =0, (7.39)

mit den Randbedingungen:
n=0: F=F =, (7.40)
n—oo: F'=1. (7.41)

Blasius hat diese Gleichung tiber Potenzreihenentwicklungen gelost. Die Losungen
fiir die Geschwindigkeitskomponenten u und v sind in Abbildung 7.5 skizziert. Die
wandparallele Komponente nihert sich asymptotisch der Anstromgeschwindigkeit.
Die Grenzschichtdicke dgg wird bei 1 & 5 erreicht. Mit dem Ansatz 7.34 fiir 7 folgt

S~ 5- | 2L o /7, (7.42)
Uoo
die Grenzschichtdicke nimmt proportional zur Wurzel der Lauflinge = zu. Auch die

wandnormale Komponente néhert sich asymptotisch einem endlichen Wert grofier
Null an. Dies liegt an der Verdrangungswirkung der Grenzschicht.

L v UxX
Uooh . VU A
11 SO 0,865 -
5 N 5 n~%
(a) Anndherung an die AuBengeschwin- (b) Anniherung an die Auengeschwindigkeit
digkeit mit steigendem 7. mit steigendem 7, skizziert.

Abbildung 7.5: Geschwindigkeit in der Plattengrenzschicht.

Aus dem bekannten Verlauf der Geschwindigkeit kann die Wandschubspannung 7,
berechnet werden:

_Ou(z,y)
Tw(z) =p oy | (7.43)

y=0

Den Beitrag der Platte von der Vorderkante bis zum Ort x zum Reibungswiderstand
W erhélt man durch Integration der Wandschubspannung:

W= b/ ,TW dz’, b: Breite der Platte. (7.44)
0
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w 1 1
oy = o< = 7.45
YT box  VRe  Jfrue)s (7.45)
Fliche bis x
= | Woul? | (7.46)

Der Widerstand wéchst starker mit der Geschwindigkeit als im Fall schleichender
Stromungen, wo er der Geschwindigkeit proportional ist.

7.4 Grenzschichtabl6sung

Die im letzten Abschnitt behandelte Plattengrenzschicht ist ein Sonderfall, da
dort der statische Druck in der Auflenstromung iiberall konstant ist. Bei der Um-
stromung eines Korpers ist dies nicht mehr der Fall. Dies hat einen wesentlichen
Einfluss auf das Verhalten der Grenzschicht. Im Folgenden betrachten wir dies
wieder fiir stationédre Stromungen.

Betrachten wir zunéchst den Druckverlauf an einer Kérperoberfliche bei reibungs-
freier Stromung (dieser Druck wird der Grenzschicht aufgepriagt). Am vorderen
und hinteren Staupunkt stellt sich der Gesamtdruck ein, siehe Abbildung 7.6a.
Bei der Umstromung des Korpers kommt es zunédchst im Bereich zunehmenden
Korperquerschnitts aufgrund der Verdrangungswirkung zu einer Beschleunigung
der Stromung. Nach der Bernoulli-Gleichung (4.69) ist dies mit einem Druckabfall
verbunden. Sobald der Kérperquerschnitt wieder abnimmt, sinkt die Geschwindig-
keit bis auf Null am hinteren Staupunkt. Dort wird wieder der Gesamtdruck erreicht.

P<P0

%///ﬁ @0

— <0 d
d X
x Abldse unkt S

Ktn) = =

Abbildung 7.6: Korperumstromung: a) reibungsfrei, b) reibungs-
behaftet, mit Ablésung.

In reibungsbehafteter Stromung bildet sich an der Kérperoberfliche immer eine
Grenzschicht aus. Dies fithrt dazu, dass der ideale Fall der reibungsfreien Um-
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stromung in der Realitéit nicht erreicht wird. In der Grenzschicht wird das Fluid
abgebremst, es verliert kinetische Energie (diese wird durch Dissipation in Wérme
umgewandelt). Der Einfluss des Druckgradienten in der Aulenstromung auf die
Geschwindigkeit in der Grenzschicht ist dabei wie folgt:

° % < 0: Beschleunigung, wirkt der Abbremsung entgegen,

° % > 0: Verzogerung, unterstiitzt Abbremsung.
Auf der Riickseite des Korpers, wo der Druck wieder ansteigt, gentigt die aufgrund
von Dissipation reduzierte kinetische Energie in der Grenzschicht nicht mehr, um
gegen den positiven Druckgradienten anzustrémen. Das Fluid wird langsamer und
weicht seitlich aus. Die Grenzschicht 16st vom Koérper ab, siehe Abbildung 7.6b
(boundary layer separation). Direkt an der Wand verursacht der positive Druck-
gradient eine Riickstromung, die dazu fiithrt, dass sich Fluid ansammelt und die
reibungsfreie Auflenstromung weiter abgedringt wird. Die Trennschicht zwischen
AuBlenstromung und Grenzschicht rollt sich zu Wirbeln auf, die sich dann stromab
bewegen. Hinter dem Koérper bildet sich ein Nachlauf aus.

Der Verlauf von Stromlinien in der Umgebung der Ablosung und zugehorige
Geschwindigkeitsprofile in der Grenzschicht sind in Abbildung 7.7 skizziert. Direkt
am Ablosepunkt gilt:

ou ou
— =0 = Tw =
dy

—p—| = 4
"3y 0, (7.47)

y=0

y=0

die Wandschubspannung verschwindet. Wenn Ablosung vorliegt, hat das Grenz-
schichtprofil immer einen Wendepunkt, da dann an der Wand und am Grenz-
schichtrand die Vorzeichen der zweiten Geschwindigkeitsableitungen verschieden
sind:

0%*u

92
U 0 *u
Oy?

a7 < 0. (7.48)

y=0 y=6

Aus der Grenzschichtgleichung fiir den Impuls,

ou Ou  1dp wO%u

— — = - 7.49
u8x+v8y pdr  poy?’ (7.49)

folgt daraus an der Wand wegen der Haftbedingung mit u(z,y = 0) = 0 und
v(x,y=0)=0:

0*u dp
— = —. 7.50
Nayz o dr (7.50)
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Ablosepunkt

YA \ A \
/ ] J,
/ / /
z Z ; ,LWendepunkt
—’u(y)
Ablosung Ruckstromgebiet

Abbildung 7.7: Grenzschichtablésung: Stromlinien (oben) und
Geschwindigkeitsprofile (unten).

Damit entspricht das Vorzeichen der Kriitmmung des Grenzschichtprofils an der
Wand dem des Druckgradienten:

2
% <0 = ZT/Z <0 (kein Wendepunkt), (7.51)
d 2

d—i >0 = gTJZ >0 (Wendepunkt). (7.52)

Der Druckgradient spielt fiir Grenzschichtablosung eine wichtige Rolle. Nur falls
d” > 0, hat das Geschwindigkeitsprofil u(y) einen Wendepunkt, die Grenzschicht
nelgt zur Ablosung. Bei beschleunigter Aufenstromung (dp < 0) findet keine
Ablosung statt.

7.5 Instabilitit der Plattengrenzschicht

Bisher haben wir laminare Grenzschichten betrachtet. Grenzschichten werden je-
doch gewdhnlich turbulent, wenn die mit der Grenzschichtdicke gebildete Reynolds-
Zahl einen kritischen Wert iiberschreitet. Einen verwandten Fall haben wir be-
reits mit der Rohrstromung kennengelernt (vgl. Kapitel 1.4). Auch dort wird die
Stromung turbulent, sobald die mit dem Rohrdurchmesser gebildete Reynolds-Zahl
iiber einem (hier anderen) kritischen Wert liegt. Der Rohrradius entspricht hier
quasi der Grenzschichtdicke. Ein Vergleich der kritischen Reynolds-Zahlenwerte
fiir die Plattengrenzschicht und Rohrstromung zeigt, dass diese von gleicher
Grofienordnung sind.
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Bei der laminaren Plattengrenzschicht nach Blasius wéchst die Grenzschichtdicke,
und damit die mit dieser gebildete Reynolds-Zahl, proportional zur Wurzel aus
dem Abstand von der Plattenvorderkante. Ab einem kritischen Ort stromab der
Vorderkante iibersteigt daher die Reynolds-Zahl den kritischen Wert, von da an ist
die Grenzschicht turbulent. Gleichzeitig gilt aus theoretischer Sicht weiterhin die
Blasius’sche Grenzschichtlosung fiir alle Abstédnde von der Plattenvorderkante. In
dhnlicher Weise gilt auch die Losung fiir die laminare Rohrstromung mit parabo-
lischem Geschwindigkeitsprofil fiir alle Reynolds-Zahlen. Die laminare Stromung
wird jedoch instabil und eine andere Strémungsform entsteht.

Instabilitéiten sind in vielen Bereichen der Stromungsmechanik wichtig. Kleine
Storungen, die sich nie ganz vermeiden lassen, konnen angefacht werden. Zahigkeit
dampft dagegen Storungen. Daher spielt die Reynolds-Zahl oft eine wichtige Rol-
le. Nicht jede Instabilitéit fiihrt zur Turbulenz. Es konnen auch neue laminare
Stromungsformen entstehen. Im Folgenden untersuchen wir die Stabilitdt der Plat-
tengrenzschicht mittels linearer Stabilitdtsanalyse.

Bei der linearen Stabilitéitsanalyse wird einer stationdren, laminaren Grundstro-
mung, i (z,y, z) und pg(z,y, z), eine instationire kleine Stérung, @'(z,y, z, ) und
P (z,y, 2, ), iiberlagert:

ﬁ(l‘7 y7 Z7t) = ﬁG(I7 y7 Z) +ﬁ,(l‘7 y7 Z7t)7 (7 53)
P(%y:z,t):pG(fU,y>Z)+P/(5K7?/7Z7t)~ .

Die Navier-Stokes- und Kontinuititsgleichung fiir die stationéire Grundstromung
lauten:

1
(icV)ig = _;VPG + vAig,

(7.54)
Viig = 0.
Fiir die gestorte Stromung gilt mit @ und p nach Gleichung (7.53):
ou 1
— + (uV)u = —=Vp+ vAd,
gp H V)T ==V (7.55)

Vi = 0.

Zieht man Gleichung (7.54) von Gleichung (7.55) ab und linearisiert, so erhilt
man:
o' 1
— + (igV)d + (@'V)ig = —=Vp' + vAd,
o T (@V)i + (@ V)ic SVp , (7.56)
Vi = 0.
Dies ist ein System linearer Gleichungen fiir die unbekannten Storungen, mit

der Randbedingung, dass die Storungen der Geschwindigkeit an festen Winden
verschwinden (Haftbedingung).
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Bis hierher war die Vorgehensweise allgemein. Nun betrachten wir speziell die
Plattengrenzschicht. Die Stabilitdt dieser Grenzschicht wurde von Walter Tollmien
(1900 — 1968), einem Schiiler Prandtls und spéter sein Nachfolger an der Gottinger
Fakultat fiir Physik, erfolgreich untersucht. Im Folgenden wird der Losungsweg
skizziert. Fiir die Grundstromung in der Grenzschicht macht man den Ansatz:

ug = uG(y)7 Vg = 07 wag = 07 (757)

wobei die xz-Komponente der Geschwindigkeit allein als Funktion von y angesetzt
wird, da der Einfluss von y deutlich grofler ist als der von z. Die betragsméafliig
kleine Geschwindigkeitskomponente vg in der Grenzschichtstromung wird ebenso
vernachlissigt. Weiterhin gehen wir, wie in Kapitel 7.3, auch hier von einer ebenen
Stromung aus und lassen Storbewegungen in z-Richtung (w’) aufler Acht. Es kann
gezeigt werden, dass diese Vernachlidssigungen im Fall der Plattengrenzschicht
keinen Einfluss auf das Ergebnis der Stabilitdtsrechnung haben. Mit diesem Ansatz
bleiben von der linearisierten Navier-Stokes-Gleichung nur die Gleichungen fiir die
2- und y-Richtung:

o’ o' Oug 10p

g v _ 1OV LA

ot +uG5x+U dy PaerV “ (7.58)
o u o _*1%4’1/A’U, .
ot “ox o poy '

Als Néchstes wird der Druck aus den beiden Bewegungsgleichungen (7.58) durch
kreuzweises Differenzieren nach y und = und anschlieender Differenzbildung elimi-
niert (vgl. die Vorgehensweise in Kapitel 4.5). Man erhélt eine Differentialgleichung
dritter Ordnung fiir «’ und ¢’. Da hier eine ebene Stromung vorliegt, wird die
Kontinuitatsgleichung durch Einfiihren der Stromfunktion ¢ erfiillt:

/ o / O
u = v =

Ersetzt man auf diese Weise die Storgeschwindigkeiten, so erhélt man eine partielle
Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die Stromfunktion.

Beliebige Stérungen kénnen iiber eine Fourierreihenentwicklung dargestellt werden.
Als Ansatz fiir die die Stoérungen représentierende Stromfunktion werden daher
hier in z-Richtung laufende Wellen gewéhlt:

Y(x,y,t) = p(y) exp [i(ax — Bt)] = @(y) exp [ia(x — ct)] (7.60)

mit:

o o= QT”: Wellenzahl, mit A: Wellenlénge,
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° ﬁ:ﬁr—i-lﬁze@
mit Realteil 5,: Kreisfrequenz,
Imaginirteil 8;: Anfachungsrate (5; > 0: Anfachung, 5; < 0: Dampfung),

e c=fa=c +icgeC:
mit Realteil ¢,: Phasengeschwindigkeit,
Imaginirteil ¢;: Anfachungsrate (¢; > 0: Anfachung, ¢; < 0: Dampfung),

e ¢(y) Amplitudenfunktion.

Mit diesem Ansatz wird die partielle Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die
Stromfunktion zu einer gewohnlichen Differentialgleichung vierter Ordnung fiir die
Amplitudenfunktion . Nach Entdimensionalisierung mit der Anstromgeschwindig-
keit us und der Grenzschichtdicke § erhalt man die

Orr-Sommerfeld-Gleichung

i

o Re

mnr__ 20{2%0// + 0(4@) : (7.61)

(ug — c)(¢" — ) — ulh = — (¢

wobei Re = u,,0/v. Die Randbedingungen fiir ¢ lauten:
=0, @' =0 fiiry=0undy — oo. (7.62)

Fiir die Plattengrenzschicht ist mit vorgegebener Anstromgeschwindigkeit wuy, in
der Orr-Sommerfeld-Gleichung die Grundstromung ues(y) und damit auch die
Reynolds-Zahl Re = u.6/v bekannt. Fiir jede Kombination aus Reynolds-Zahl
und Wellenzahl « stellt die Orr-Sommerfeld-Gleichung damit ein Eigenwertpro-
blem dar, mit ¢(y) als Eigenfunktion und ¢ = ¢, + i¢; als komplexem Eigen-
wert. Dieses Eigenwertproblem ist von Tollmien gelost worden. Fiir die Stabilitét
entscheidend ist das Vorzeichen des Imaginérteils ¢; der komplexen Phasenge-
schwindigkeit, vgl. Gleichung (7.60). Fiir ¢; > 0 wird die Stérung der Wellen-
zahl « angefacht, fir ¢; < 0 gedampft. In Abbildung 7.8 sind Bereiche mit
positivem und negativem ¢; in Abhéngigkeit von der mit der Grenzschichtdi-
cke skalierten Wellenzahl, « - §, und der Reynolds-Zahl Re = uy,d0/v aufgetra-
gen. Die beiden Bereiche werden von der Indifferenzkurve (¢; = 0) getrennt.
Abbildung 7.8 zeigt, dass unterhalb einer Indifferenz-Reynolds-Zahl Rej,q =
Uoo0(Zina) /v Storungen aller Wellenzahlen (und damit Wellenléngen) gedéampft
werden. Die Grenzschichtdicke steigt proportional mit der Wurzel des Abstandes
x vom Plattenanfang. Der Wert Re;,q wird daher am Indifferenzpunkt z;,4 er-
reicht. Stromauf vom Indifferenzpunkt ist die laminare Grenzschicht immer stabil.
Stromab des Indifferenzpunktes ist Re > Rej,q und es gibt einen Wellenzahlbe-
reich, fiir den Stérungen angefacht werden, die Grenzschicht kann instabil werden.
Storungen aus dem zugehorigen Wellenldngenbereich werden angefacht, Stérungen
mit groferen oder kleineren Wellenlédngen werden gedampft. Die angefachten Wellen
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ad !
I
1 ) . 1
! ¢i<0: stabil ¢;=0: Indifferenz-
e kurve
Ci<0 | C|>0
: instabil
I
: Ci<0
1
Reing Re=u°:)6

Abbildung 7.8: Plattengrenzschicht: Indifferenzkurve und
Anfachungs- sowie Dampfungsbereiche.

heiflen Tollmien-Schlichting-Wellen (Hermann Schlichting (1907-1982), u.a.
Direktor der Aerodynamischen Versuchsanstalt Gottingen, hat die Tollmien’schen
Rechnungen weiter gefiihrt). Beachte, durch die Tollmien-Schlichting-Wellen wird
die laminare Plattengrenzschicht zwar verdndert, aber nicht turbulent.

Die Ergebnisse dieser Stabilitdtsanalyse wurden Anfang der 1940er Jahre durch
ein berithmtes Experiment von Schubauer und Skramstad bestétigt. Ein innerhalb
der Grenzschicht quer iiber die Platte gespanntes Metallband wurde dazu gezielt
zu Schwingungen angeregt. Anfachung der so erzeugten Storungen erfolgte nur fiir
Re — o« Kombinationen, die im instabilen Bereich lagen. Andernfalls wurden die
Storungen gedampft.

Die angefachten Tollmien-Schlichting-Wellen wandern stromab. Dabei wéchst
ihre Amplitude. Die Stérungen sind dann nicht mehr klein und der Geltungsbe-
reich der linearen Analyse wird iiberschritten. Es treten neue Effekte auf. Aber
erst nach einer geniigend langen Lauflinge ist die Grenzschicht ab einem Um-
schlagpunkt x,. voll turbulent. Dies geschieht bei einer kritischen Reynolds-Zahl
Rey, = uood(4y) /v > Reina. Dies ist in Abbildung 7.9 skizziert. Die genaue Defini-
tion des Umschlagpunktes ist mit Willkiir behaftet, damit ebenso auch der Wert
der kritischen Reynolds-Zahl Rey,. Der Ubergang (Transition) in die Turbulenz ist
noch immer Gegenstand der Forschung.

In der turbulenten Grenzschicht sorgen Geschwindigkeitsschwankungen fiir einen
Austausch von Fluid in wandnormaler Richtung. Langsames Fluid wird von der
Wand weg in Richtung der Auflenstromung getragen und, umgekehrt, schnelles
Fluid in Richtung Wand transportiert. Dadurch steigt die mittlere Geschwindigkeit
zunéchst viel schneller an als in laminarer Stromung. Die Aulengeschwindigkeit
wird jedoch erst spéter erreicht und die Grenzschichtdicke wird deutlich groer als
bei laminarer Stromung, vgl. Abbildung 7.9.
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Tollmien-Schlichting

Welle
&. 5 J
. ~ 9 2 O(/.
— AN ORI,
- T LY T T 7T 77 77 777 77 7T

0 laminar Ubergangsbereich turbulent

Xind Xir X
Re=Rejyq Re=Re,

Abbildung 7.9: Ubergang von laminarer zu turbulenter Grenzschicht.

Grenzschichtprofile und —dicken bei laminarer und turbulenter Grenzschicht werden
in Abbildung 7.10 miteinander verglichen. Der bei turbulenter Grenzschicht an der
Wand schnellere Anstieg der mittleren Geschwindigkeit u;(y) fithrt dazu, dass die
Wandschubspannung bei turbulenter Grenzschicht grofler ist als bei laminarer:

opn 0
TW,t = ﬂ ﬂ = TVV,I- (763)
ay y=0 8y y=0

Der Reibungswiderstand wird iiber die Wandschubspannung verursacht. Daher
folgt:

Der turbulente Reibungswiderstand ist deutlich gréfier als der laminare.

turbulent

~ laminar

u(y)

Abbildung 7.10: Plattengrenzschicht: laminares und turbu-
lentes Geschwindigkeitsprofil.

Die Indifferenz-Reynolds-Zahl Re;,q ist das Ergebnis der linearen Stabilitéits-
rechnung und hat einen festen Wert. Der Wert der kritischen Reynolds-Zahl
Rey, fiir den Umschlag in die voll turbulente Grenzschicht héngt dagegen von
kleinen turbulenten Storungen in der Anstromung ab. Als Maf fiir die Groe der
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Storungen dient der

Turbulenzgrad Tu (turbulence intensity)

1u? + 02 + w2

Tu =
“ 3 uZ,

(7.64)

Der Querstrich iiber den quadrierten Schwankungsgeschwindigkeiten bedeutet hier
eine zeitliche Mittelung. Ist der Turbulenzgrad klein, so ist Re;, viel gréfier als
Reinq und der Umschlagpunkt zy, liegt wenigstens eine Groflenordnung weiter von
der Plattenvorderkante als der Indifferenzpunkt z;,q. Fiir groie Turbulenzgrade
nithert sich dagegen die kritische Reynolds-Zahl Re, fiir den Ubergang zur tur-
bulenten Grenzschicht der Reynolds-Zahl Re;,q des Indifferenzpunktes und der
Umschlagpunkt riickt nach vorn.

7.6 Turbulente Grenzschicht und logarithmisches
Wandgesetz

Laminare Grenzschichten werden gewohnlich nach geniigend langer Lauflinge
turbulent. Im Folgenden betrachten wir ebene turbulente Grenzschichten, die im
zeitlichen Mittel stationér sind. Der stationdren Grundstrémung sind turbulente
Schwankungsbewegungen iiberlagert:

d4(Z,t) = d(Z) + ' (T, 1) (7.65)
mit
1 (112 1 [HT/2
u(T) = —/ a@ ) de, (@, t) = @ (7, t)dt = 0. (7.66)
T —1/2 T —-T/2

Hierbei ist die Mittelungsdauer T" so grof§ zu wihlen, so dass der Mittelwert zeit-
unabhéngig wird und somit Mittelwerte der Schwankungsgrofien verschwinden.

In der turbulenten Grenzschicht fithren die Schwankungsbewegungen zu einem
Impulsaustausch und damit zu Spannungen im Fluid. Dies geschieht analog zum
gaskinetischen Impulstransport, der in Kapitel 1.2.1 betrachtet wurde. W&hrend
der gaskinetische Impulstransport durch thermische Schwankungsbewegungen ein-
zelner Molekiile zustande kommt, handelt es sich in der turbulenten Grenzschicht
um turbulente Schwankungsgeschwindigkeiten von Fluidteilchen.

Die Grenzschichtgleichungen enthalten fiir den Impuls nur die Gleichung fiir dessen
wandparallele Komponente (vgl. Gleichung 5.21). In der turbulenten Grenzschicht
interessiert daher der Fluss dieser Impulskomponente (pro Flacheneinheit), sowohl
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parallel (z-Richtung) als auch senkrecht (y-Richtung) zur Wand. Der gemittelte
Fluss in z-Richtung verschwindet in der ebenen Stromung und wird daher nicht
weiter betrachtet. Im zeitlichen Mittel erhélt man fiir den Fluss des Impulses pu in
x- und y-Richtung:

put = p(u+u)(u+u') =p <uu+ a4+ u't Jru’u’) =p(au+ud), (7.67)
=0 =0

277 — a7 ITAYE TS 1y — TRl a7y lrri Iyl — a7 7 Iyl

puv = p(u+u)(T+0") =p (uv—}—\u%—#—&%—i—uw) =p(uv+uv'). (7.68)
Die Mittelwerte aus Produkten aus einem Mittelwert und einer Schwankungsgrofie
verschwinden. Neben den Beitréigen der im Mittel stationédren Stromung, puw und
puT, bleiben Mittelwerte aus Produkten von Schwankungsgrofien (pu'v/, pu'v’).
Diese rufen zusétzliche Spannungen im Fluid hervor, die sogenannten Reynolds-
Spannungen (Reynolds stress), die auch als turbulente Scheinspannungen
bezeichnet werden. Die erste liefert einen Beitrag zur Normalspannung (Impulsfluss
in z-Richtung), die andere eine zur Schubspannung (Impulsfluss in y-Richtung).
Die Scheinspannungen verschwinden nicht. Fiir w/u/ = w/ sieht man das sofort.
Dies gilt aber auch fiir «/v/, denn in der Grenzschicht verursacht ein positives v’
meist ein negatives v’ und umgekehrt, siehe Abbildung 7.11.

YA _
o
y+1 ~/u(y)+/y.a;
y u(y)
o
>(y)

Abbildung 7.11: Zum Prandtl’schen Mischungswegansatz.

Die turbulenten Schein- oder Reynolds-Spannungen spielen eine wichtige Rolle
in den Grenzschichtgleichungen fiir turbulente Grenzschichten. Um dies zu sehen,
driicken wir in den Grenzschichtgleichungen (7.20) und (7.21),

ou N ov 0

Or Oy ’
ou ou Ao 0%*u
u% + va—y = U a1 WL
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die Geschwindigkeiten u und v jeweils {iber die Summe aus zeitlichem Mittelwert
und Schwankungsgrofie aus. Mit « = u + «' und v = v + v’ folgt:

ou ou ov OV
£+£+gy+@—o, (769)

ﬂaf U@‘i‘ﬂai"' %‘i‘iafy-i‘vaf 737—'—’1)07
dttas o*u 0% (7.70)
~tTay +<<9v+8u)

Fiihrt man nun eine zeitliche Mittelung durch, so verschwinden die unterstrichenen
Terme. Es bleibt:

Jdu Jv
3ty =0 (7.71)
_Ou _Ou dug o*u /8u’ /Bu’

Abgesehen vom letzten Ausdruck in der Klammer sind dies die Grenzschichtglei-
chungen fiir laminare Stromungen. Den Ausdruck mit den Schwankungsgeschwin-
digkeiten formen wir um. Dabei nutzen wir aus, dass

o' o
—+—=0 7.73
or oy =0 (7.73)
denn da nach Gleichung (7.71) bereits die Divergenz der gemittelten Geschwin-
digkeit verschwindet, gilt dies auch fiir die Schwankungen. Damit lisst sich der
Klammerausdruck aus Gleichung (7.72) wie folgt umschreiben:

< ou' ou/ ) 1ou?  O(u'v) ou' ] [81/2 ou'v! 1 ou'v’
U,7+U/7 — !/ f— ~

Ox Oy 2 Ox Oy “or Ox i oy |~ oy
(7.74)

Die letzte Niherung beruht darauf, dass in der Grenzschicht Anderungen in z-
Richtung viel kleiner sind als solche in wandnormaler Richtung:

ou'? < ou'v’
Ox oy

Fiir die zeitlich gemittelten Grenzschichtgleichungen erhalten wir auf diese Weise:

(7.75)

ou O0v
—+— =0, 7.76
ox + Ay 0 ( )
_Ou _Ou dus 107
mit 7i=7,+7 = gu 'y’ (7.78)
=Ty t = 'uay . .
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In turbulenten Grenzschichten tritt zur Reibungsspannung 7, = 4 d@/ dy noch die
turbulente Scheinspannung 7 = pw/v’ hinzu. Formal sind die Grenzschichtgleichun-
gen fiir laminare und turbulente Grenzschichten gleich. Jedoch ist im turbulenten
Fall die Scheinspannung nicht bekannt. Anders als fiir den Newton’schen Reibungs-
ansatz gibt es fiir die Reynolds-Spannungen keine allgemeingiiltige Darstellung, sie
werden iiber Turbulenzmodelle approximiert. Es gibt inzwischen viele, teilweise
hochkomplexe, Turbulenzmodelle.

Ein einfacher Ansatz nach Prandtl geht davon aus, dass sich turbulente Fluidballen
iiber eine gewisse Linge fortbewegen, bevor sie ihre Individualitidt in der turbulen-
ten Mischbewegung wieder verlieren. Ein Fluidballen, der sich in wandnormaler
Richtung um eine solche Lénge [, bewegt, verursacht im neuen Wandabstand eine
Anderung der mittleren Geschwindigkeit um v’ = [, 9/dy, je nachdem, ob der
Ballen von groBeren oder kleineren Abstdnden kommt, siehe Abbildung 7.11. Aus
Kontinuitétsgriinden ist die Grofenordnung der Schwankungsgeschwindigkeit o’
von gleicher Grofenordnung, v' ~ «/. Damit wird die turbulente Schubspannung 7,
Zu:

au

dy

@
oy’

T = —puv’ = pl?

(7.79)

Dies ist der Prandtl’sche Mischungswegansatz (mizing length theory) fiir die
turbulente Schubspannung. Im Mischungsweg [ sind alle unbekannten Proportiona-
litdtskonstanten zusammengefasst. Das Betragszeichen wird eingefiihrt, damit das
Vorzeichen der turbulenten Schubspannung gleich dem der Ableitung 0u/dy ist.
Dies entspricht der Uberlegung, dass ein positives «’ im Allgemeinen von einem
negativen v’ verursacht wird und umgekehrt. Beachte: der Mischungsweg [ ist
unbekannt.

Der Mischungswegansatz erlaubt es, eine universelle Aussage iiber die Verteilung

der mittleren Geschwindigkeit u(y) in turbulenten Grenzschichten abzuleiten.

Dazu wird die Schubspannung zumindest in Wandnéhe als konstant gleich der

Wandschubspannung 7,, angenommen:
au

L AL

dy

Z—Z = const. (7.80)

2
Tw = [

Ein Beispiel, bei dem dies exakt erfiillt wird, ist die turbulente Couette-Stromung
ohne Druckgradient. An beiden Wénden bilden sich Grenzschichten aus, der Ge-
schwindigkeitsverlauf ist nicht mehr linear. Das Kréftegleichgewicht erfordert jedoch
eine iiber die ganze Spaltbreite konstante Schubspannung, siche Abbildung 7.12.
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Uy

—— T =Tu+ Tt =Ty =const

Abbildung 7.12: Turbulente Couette-Strémung.

Der Geschwindigkeitsverlauf u(y) ist hier nur eine Funktion von p, p und 7,,. Aus
diesen Groflen lassen sich eine Geschwindigkeit und eine Lénge bilden:

w 1
Ur = /T—, Yy = pL_r (7.81)
p pu‘r uT

Die aus Wandschubspannung und Dichte gebildete Geschwindigkeit wird Schub-
spannungsgeschwindigkeit u, (friction velocity) genannt. Fiir die dimensions-
lose Geschwindigkeit u" = wu(y) /u, gilt mit y* = y/y,:

at = fy") (7.82)

wobel f eine universelle Funktion des dimensionslosen Wandabstandes ist (verglei-
che mit II-Theorem, hier sind es fiinf Variablen und drei Grundeinheiten).

An der Wand gilt die Haftbedingung. Dort verschwinden auch die turbulenten
Schwankungen. In einer diinnen Schicht neben der Wand sind die Schwankungsge-
schwindigkeiten zunéchst so klein, dass die turbulente Scheinspannung gegeniiber
der reibungsbedingten Schubspannung vernachléssigt werden kann. In diesem
Bereich, zdhe Unterschicht (viscous sublayer) genannt, dominieren die Reibungs-
spannungen, es gilt dort ndherungsweise:

ou dut
ua—z = Tu, dimensionslos: % =1 (7.83)
Integration, unter Beachtung von w(0) = 0, liefert:
at(yt) =yt (7.84)

In der zdhen Unterschicht steigt die mittlere Geschwindigkeit linear mit dem Wand-
abstand. Beachte: auch in der zéhen Unterschicht existieren (kleine) turbulente
Schwankungen, die Strémung ist nicht laminar.

Direkt an der Wand verschwinden die turbulenten Scheinspannungen, mit steigen-
dem Wandabstand nehmen sie dann zu und iiberwiegen rasch die Reibungsspan-
nungen. Ein einfacher Ansatz fiir den Mischungsweg ist daher

[ = ky. (7.85)
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15 1 zihe

Unterschicht logarithmischer

~ Bereich
Ubergangsbereich

: : . > +
1 10 100 1000 Y
Abbildung 7.13: Universelles Geschwindigkeitsprofil in der turbulenten
Grenzschicht.

Die Proportionalitéitskonstante x ist nach von Karman benannt. Sobald die Rei-
bungsspannungen vernachlissigbar sind, erhalten wir aus Gleichung (7.80) mit
diesem Ansatz fiir den Mischungsweg:

p/ﬁf/ g—z Z—Z = T, dimensionslos:  x2yt’ gyli % =1. (7.86)
—12
Das Ergebnis der Integration ist bekannt als
Logarithmisches Wandgesetz (logarithmic law of the wall)
W = %ln yt+CT. (7.87)

Experimentell bestimmte Werte fiir die Integrationskonstanten C* und die von
Kérman-Konstante x sind CT ~ 5 und x = 0, 4. Die Geschwindigkeitsverteilung in
der turbulenten Grenzschicht entsprechend der linearen Gleichung (7.84) und dem
logarithmischen Verlauf (Gleichung (7.87)) ist in halb-logarithmischer Darstellung
in Abbildung 7.13 aufgetragen. Zwischen den beiden Bereichen gibt es einen
Ubergangsbereich. Die einzelnen Bereiche liegen bei folgenden Wandabsténden:

e zihe Unterschicht: yt <5, (7.88)
e Ubergangsbereich: 5 <yt <30, (7.89)
e logarithmischer Bereich: yt > 30. (7.90)
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7.7 Widerstand

In reibungsbehafteter Stromung wirkt auf einen umstromten Korper eine Kraft.
Die Komponente dieser Kraft in Richtung der Anstromgeschwindigkeit ist der
Widerstand (drag). Der Widerstand W hingt ab von der Geschwindigkeit .,
der dynamischen Ziahigkeit ¢ und der Dichte p des Fluids, sowie von einer fiir
den Korper charakteristischen Lange L. Wirken keine zusétzlichen dufleren Krifte,
wie z.B. die Schwerkraft (vgl. Kapitel 4.3.3), ldsst sich der Widerstandsbeiwert
cw = W/(p/2 u? L?) als Funktion der Reynolds-Zahl Re = puo, L/ darstellen (vgl.
II- Theorem):

cw = f(Re). (7.91)

Zwei Beispiele haben wir bereits kennengelernt. Fiir die tangential iiberstromte
Platte ist der Widerstandsbeiwert bei laminarer Stromung proportional zur Wurzel
aus der reziproken Reynolds-Zahl (vgl. Blasius’sche Plattengrenzschicht, Glei-
chung (7.45)). Der Widerstand entsteht dabei allein durch Reibungsspannungen
zwischen Grenzschicht und Plattenoberflache. Beim Stokes’schen Widerstandsgesetz
fiir Kugeln in schleichender Stromung lieferte die Losung der Differentialgleichung
schleichender Stromungen einen Widerstandsbeiwert, der proportional zur rezi-
proken Reynolds-Zahl ist (Gleichung (4.188)). Hier setzt sich der Widerstand aus
einem reibungs- und druckbedingten Anteil zusammen.

Die Abhéngigkeit des Widerstandsbeiwertes von der Reynolds-Zahl bis hin zu
groflen Reynolds-Zahlen wird im Folgenden am Beispiel der Kugel diskutiert. Der
Zusammenhang ist in Abbildung 7.14 aufgetragen. Fiir Re = puo.2R/pn < 1 liefert
das Stokes’sche Gesetz in der doppelt-logarithmischen Auftragung einen linearen
Abfall des Widerstandsbeiwerts. Nach einem Ubergangsgebiet bleibt der Wider-

Cw A
103,

102 4

101 4

100,

vV

1071

>

101 10° 10! 102 103 104 10° 105 107 Rg

Abbildung 7.14: Widerstandsbeiwert einer Kugel als Funktion der Reynolds-Zahl.
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standsbeiwert konstant, d.h., der Widerstand selbst nimmt mit dem Quadrat der
Geschwindigkeit zu (bei sonst unveridnderten Parametern). Der plotzliche Abfall bei
Re ~ 3 - 10° héngt mit dem Ubergang von laminarer zu turbulenter Grenzschicht
zusammen, siehe unten.

Bei grofleren Reynolds-Zahlen, wenn die Strémung nicht mehr schleichend ist,
bildet sich an der Kugeloberfliche eine diinne Grenzschicht aus. Der Druck in
der Grenzschicht ist durch den in der reibungsfreien Auflenstromung bestimmt.
In reibungsfreier Stromung stellt sich am vorderen Staupunkt der Gesamtdruck
ein. Dann nimmt der Druck bis zum Scheitelpunkt (6 = 90°) ab, um anschlieend
wieder bis auf den Gesamtdruck anzusteigen, vgl. Abbildung 7.15. Das Ganze
geschieht symmetrisch zur Frontalebene bei 8 = 90°. In der reibungsfreien Stromung
entsteht kein Widerstand (vgl. d’Alembert’sches Paradoxon, Kapitel 5.2). In der
reibungsbehafteten Stromung ist das anders. In der Grenzschicht wird das Fluid
verzogert, kinetische Energie wird durch Dissipation in Warme umgewandelt. Auf
der Kugelriickseite geniigt die reduzierte kinetische Energie nicht mehr, um gegen
den ansteigenden Druck anzustrémen, es kommt zu einer Strémungsablosung. Je
nach Reynolds-Zahl sind verschiedene Félle zu unterscheiden.

p(e)_pw . .
reibungsfrei
Su? 1A vk

laminare
Ablésung

turbulente
Abldsung

0° 90° 180°>

Abbildung 7.15: Druckverlauf auf der Kugeloberfliche (Medianebene)
in reibungsfreier und reibungsbehafteter Stromung.

Die Kugelumstromung ist in Abbildung 7.16 fiir verschiedene Bereiche der Rey-
nolds-Zahl skizziert. Der Fall schleichender Stromung ist bereits bekannt. Mit
steigender Reynolds-Zahl kommt es auf der Kugelriickseite zur Ablosung, es bildet
sich zunéchst eine Rezirkulationsblase in Gestalt eines Ringwirbels. Der Wider-
stand steigt schneller als linear mit der Anstromgeschwindigkeit. Das Ablosegebiet
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e schleichende Stromung, Re < 1:

- Stromlinien symmetrisch,

- W X Ug |

e laminare Grenzschicht 16st ab:

- Rezirkulationsblase an der Ku-
gelriickseite,

- Nachlaufcharakter.

e laminare Grenzschicht 16st ab:

— ausgedehnter Nachlauf,
P~ const. < Pges,

— ¢y = W/(5ud,wR?) & const,

= WO(U?)O .

IV e Grenzschicht turbulent vor dem
Ablosepunkt:

— Reenergetisierung der Grenz-
schicht,

— Ablésung weiter stromab,

— P, 2
Pges =P +5UL

— Nachlauf schmaler.

Abbildung 7.16: Skizzen der Kugelumstromung fiir verschiedene Bereiche der
Reynolds-Zahl (vgl. Abbildung 7.14).

verandert die duffere Umstromung und damit den Druckverlauf am Grenzschicht-
rand vor der Ablosung. Die verdnderte Druckverteilung fiithrt dazu, dass sich die
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Ablssung nach vorn bewegt und sich schliellich bei einem Winkel von ca. 80°, also
bereits vor dem Scheitel, einstellt. Hinter der Kugel bildet sich ein ausgedehntes
Totwassergebiet, auch Nachlauf (wake) genannt, aus. An der Kugelriickseite ist
der Druck im Gebiet des Nachlaufs von der Gréfie des Drucks in der Auflenstromung
und damit kleiner als der Gesamtdruck am vorderen Staupunkt. Die daraus resultie-
rende Druckdifferenz verursacht einen Druckwiderstand. Der Reibungswiderstand
an der Kugeloberfliche spielt nur noch eine geringe Rolle. Die Druckdifferenz
skaliert mit dem Staudruck. Dies fithrt dazu, dass der mit dem Staudruck dimensi-
onslos gemachte Widerstandsbeiwert konstant und der Widerstand proportional
zum Quadrat der Anstromgeschwindigkeit ist. Mit weiter steigender Reynolds-Zahl
wird die Grenzschicht vor dem Ablésepunkt turbulent. Der nun turbulenten Grenz-
schicht wird iiber Austauschbewegungen von aufien energiereiches Fluid zugefiihrt.
Daher kann die turbulente Grenzschicht einem Druckanstieg langer widerstehen
und 16st erst spéter ab, hier unter einem Winkel von ca. 120°. Dies geschieht, sobald
eine kritische Reynolds-Zahl iiberschritten wird (bei stérungsarmer Anstromung
bei Re ~ 3 - 10°, sonst schon frither). Die Ausdehnung des Nachlaufs quer zur An-
stromung wird kleiner, die entscheidende Druckdifferenz wirkt iiber einen kleineren
Bereich und der Widerstand sinkt plétzlich, sobald die kritische Reynolds-Zahl
iiberschritten wird.

Die Abhéngigkeit des Widerstandes von der Reynolds-Zahl und damit vom Radius
resultiert in unterschiedlichen Endgeschwindigkeiten wuy von im Schwerefeld der
Erde fallenden Kugeln der Dichte pg. Im Bereich des Stokes’schen Gesetzes liefert
Gleichsetzen von Schwerkraft und Widerstand:

4
W = 6rpugR = gﬂRS(pK —p)g (7.92)
2 pp —
= up = §MgR2 x R (7.93)
U

Dieser Zusammenhang zwischen Endgeschwindigkeit und Radius wird beim Milli-
kan-Versuch zur Bestimmung der Grofle der Oltropfchen ausgenutzt. Im Bereich
mit konstantem Widerstandsbeiwert erhélt man dagegen:

1 4
W = cwipuiosz = g’erS(pK —p)g (7.94)
= Uy x VR. (7.95)

Widerstand kann allein durch Reibung (Platte), aber auch vorwiegend durch Druck-
unterschiede (Kugel bei hoheren Reynolds-Zahlen) zustande kommen. Die Form
des umstromten Korpers spielt dabei eine grofie Rolle. Fiir einige Fille sind die
Anteile des Reibungs- und Druckwiderstandes in Tabelle 7.1 gegeniibergestellt.
Korper, bei deren Umstromung es zur Ablosung kommt, haben gewohnlich einen
hohen Anteil an Druckwiderstand.
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. . Druck- Reibungs-
Bild Kérper widerstand | widerstand
ebene o 0
Platte 0% 100%
% Profil ~ 10% ~ 90%
— =
T e
A | Kugel ~ 90% ~ 10%
w
/ senkrechte o
Platte 100% 0%

Tabelle 7.1: Druck- und Reibungswiderstand fiir einige Kérperformen.
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Kapitel 8

Wirbel- und drehungsbehaftete
Stromungen

8.1 Definitionen

Erste Begriffe zur Beschreibung wirbel- und drehungsbehafteter Stromungen haben
wir bereits in Kapitel 3.3 kennengelernt. Es folgt eine Zusammenfassung erginzt
um weitere Begriffe:

Wirbelvektor: & = rot @ = 27 mit 7 als mittlerer Winkelgeschwindigkeit
eines Fluidteilchens. Der Betrag || ist die Wirbeldichte. Daher wird &
auch als Wirbeldichtevektor bezeichnet.

wirbelbehaftete Stromung: & verschwindet nicht génzlich, zumindest an
singuldren Stellen ist & # 0 (vgl. Potentialwirbel, Kapitel 3.3iv).

Zirkulation/Wirbelstiirke: Integral des Wirbeldichtevektors iiber eine
Fliche A mit Randkurve C' (vgl.Kapitel 3.3):

F::/w- d/f:/rom. dﬁ:fﬁd;ﬁ (8.1)
A A C

fliissige Linie: Linie, die dauernd von denselben Fluidteilchen gebildet wird
(auch massenfeste Raumkurve genannt), vgl. Abbildung 8.1.

Wirbellinie (vortex line): existiert dort, wo o # 0, verlduft zu jeder Zeit in
Richtung des Wirbelvektors (Integralkurven des momentanen Wirbelvektor-
feldes). Fiir ein Linienelement d3 einer Wirbellinie gilt (vgl. mit Stromlinien,
Kapitel 3.1.2):

dz  dy d
Gxdi=0=| L _ W _ &
Wy Wy W,

(8.2)
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th >t

Abbildung 8.1: Fliissige Linie zu zwei Zeiten t; und ¢,. Die gepunkteten
Linien repréisentieren Bahnlinien einzelner Fluidteilchen der fliissigen Linie.

e Wirbelrohre (vortex tube): Oberfliche, gebildet von allen Wirbellinien,
die durch eine ganz im Fluid liegende geschlossene Kurve C' verlaufen (vgl.
Stromrohre). Die Betrachtung von Wirbelrshren ist sinnvoll, wenn ¢ # 0 nur
innerhalb von Wirbelrohren gilt und sonst & = 0, vgl. Abbildung 8.4 unten.

e Wirbelfaden (vorter filament): Wirbelrohre mit verschwindend kleiner
Querschnittsfliche A, wobei jedoch die Zirkulation um den Faden erhalten
bleibt, so dass gilt:

lim / GdA=T. (8.3)
A

A—0

8.2 Wirbelsitze von Helmholtz und Thompson

Fiir beliebige Vektoren d gilt die Identitit V(V x @) = 0. Hier setzen wir @ = ,
identifizieren also den Vektor @ mit der Stromungsgeschwindigkeit. Damit erhalten
wir:

V(V x @)=V & =0. (8.4)

Das Feld des Wirbelvektors & ist quellfrei.

Das Feld des Wirbelvektors verhélt sich O
analog zum quellfreien Geschwindig- O Q
keitsfeld in inkompressibler Strémung (,) @
(dort gilt Va = 0, vgl. Glei- ' ;
chung (3.20)). Fiir einzelne Wirbelli- o 5
nien bedeutet dies, dass sie nirgends C

im

Stromungsfeld beginnen oder enden

kénnen. Sie bilden entweder geschlosse- Abbildung  8.2: Ringwirbel:
ne Kurven oder enden an Berandungen ringférmige Wirbellinie (gestrichelt)

des

Strémungsfeldes bzw. reichen bis in und Stromlinien.
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das Unendliche. Geschlossene Wirbellinien findet man zum Beispiel in der lami-
naren Rohrstréomung und in Wirbelringen, wie sie gelegentlich von Rauchern als
Rauchring ausgestofien werden, vgl. Abbildung 8.3 und 8.2.

a)

Abbildung 8.3: Rohrstromung: a) Geschwindigkeitsprofil, b)
ringférmige Wirbellinien(gestrichelt) im Rohrquerschnitt.

Die Quellfreiheit des Wirbelvektors erlaubt eine Aussage iiber den Fluss des Wir-
belvektors durch eine Wirbelréhre in sonst wirbelfreier Stromung. Dazu betrachten
wir in Abbildung 8.4 einen Abschnitt einer Wirbelrohre, der von den Querschnitts-
flachen A; und A, begrenzt wird, und integrieren iiber dessen Volumen V. Dabei
beachten wir, dass der Wirbelvektor auf der Mantelfliche iiberall senkrecht zur
Flachennormalen steht, das entsprechende Integral iiber die Mantelfliche also

verschwindet:

O:/div(rotﬁ)dV:/rotﬁd/_fz/ wde:/ wd/H/ GdA (8.5)
v e Ayt Ay As A
=w N v

—_——
=I'y =1,

=T =T, (8.6)

Abbildung 8.4: Abschnitt einer Wirbelrohre in sonst wirbelfreier Umgebung.
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Gleichung (8.6) entspricht dem

—{ 1. Wirbelsatz von Helmholtz }—

Der Fluss des Wirbelvektors durch eine Wirbelrohre ist

raumlich konstant; die Zirkulation &ndert sich nicht

langs der gesamten Wirbelrohre.

Auch Wirbelrohren und Wirbelfdden konnen im Stromungsfeld nicht enden. Dies
erkennt man wie folgt. Wir legen den Integrationsweg fiir ein Zirkulationsintegral
wie in Abbildung 8.5 so um einen Wirbelfaden, dass dieser zweimal umschlossen
wird. Die beiden Schlaufen um den Faden werden dabei in entgegengesetztem
Umlaufsinn durchlaufen. Daher heben sich die beiden Beitriage zur Zirkulation
gerade gegenseitig auf. Hiatte der Faden ein Ende, so konnte man eine Schlaufe {iber
dieses Ende abziehen. Der Integrationsweg umschliefit den Faden dann nur einmal
und man erhélt den Wert der Zirkulation des Wirbelfadens. Da aber die Fliche,
die vom Integrationsweg umschlossen wird, vollstdndig im rotationsfreien Gebiet
aulerhalb des Wirbelfadens liegt, muss das Zirkulationsintegral grundsétzlich
verschwinden. Dies liegt daran, dass nach Gleichung (8.1) das Wegintegral gleich
dem Integral des Wirbelvektors iiber die vom Weg umschlossene Fldche ist. Daher
kann ein Wirbelfaden im Stromungsfeld nicht enden.

G£0

Abbildung 8.5: Zirkulationsweg um einen Wirbelfaden.

Uber die sehr kleine Querschnittsfliche A eines Wirbelfadens kann man den
Wirbeldichtevektor als praktisch konstant ansehen, & ~ const auf A. Die Zirkulation
ist dann gegeben durch:

/ GdA =|3|A =T = const. (8.7)
A

Mit abnehmender Querschnittsfliche des Wirbelfadens nimmt die Winkelgeschwin-
digkeit (7] o< |&]) zu und umgekehrt.

Helmholtz hat noch zwei weitere bekannte Wirbelsétze abgeleitet. Diese werden
hier ohne Beweis wiedergegeben, da sie im allgemeineren Wirbelsatz von Thompson,
der anschlieend behandelt wird, enthalten sind:
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4{ 2. und 3. Wirbelsatz von Helmholtz ’7

Wirbelrohren bestehen immer aus denselben Fluidteilchen.

In inkompressiblen, reibungsfreien Fluiden ist die
Zirkulation von Wirbelréhren nicht nur raumlich,

sondern auch zeitlich konstant.

Wir kommen nun zum Wirbelsatz von Thompson (Lord Kelvin). Dieser gilt
allgemeiner als die Helmholtz’schen Wirbelsétze fiir barotrope Fluide, d.h., die
Dichte darf vom Druck abhéngen (aber nur von diesem allein, p = p(p)). Gesucht ist
die zeitliche Anderung der Zirkulation lings einer fliissigen Linie C'. In Euler’scher
Betrachtungsweise ist die Verfolgung der Bewegung der Linie kompliziert. Wir gehen
daher zu Lagrange-Koordinaten iiber. Dazu parametrisieren wir die Linie C' von
«a = 0 am Startpunkt bis @ = a, am Endpunkt, der direkt neben dem Startpunkt
liegt, vgl. Abbildung 8.6. In Lagrange-Koordinaten ist die Geschwindigkeit auf der
Linie dann eine Funktion von « und der Zeit ¢, @ = @(«,t). Fiir die Zirkulation
erhalten wir durch Ubergang von Euler- zu Lagrange-Koordinaten:

I A 08
F—j{u- ds-/0 u(a,t)a—ada. (8.8)

a=0
ds -
a = Qe
a a=0
N o a
/4 o= Qe
C

Abbildung 8.6: Fliissige Linie und Lagrange-Koordinaten.

Wir bilden nun die Zeitableitung der Zirkulation. Da o unabhéingig von der Zeit
ist, stehen unter den Integralen nur partielle Zeitableitungen:

dr @ ou 05 e 0°s
— = — - —d u - da. 8.9
at Oataao‘+/0“ataao‘ (89)
Fiir die lokale Zeitableitung des Weges gilt in Lagrange-Koordinaten:
05(a,t
% = d(a,t). (8.10)
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Damit wird das letzte Integral in Gleichung (8.9) zu

G Ou @ 19u? 190
7. a0 = S da = - [g21% — 0. 11
/0 R da /0 5 90 da 5 K }0 0 (8.11)

Die Zeitableitung der Zirkulation wird so zu

dar e ou 0§ du(7,t)
= . “da= * 2 ds, 8.12

dtoataaajédt * (8.12)
wobei wir ganz rechts in der Gleichung zu Euler-Koordinaten zuriickgekehrt sind.
Wir beschrénken uns jetzt auf ein reibungsfreies Fluid in einem konservativen
Kraftfeld, die Kraft F' ist also durch ein Potential U darstellbar, F' = VU. Damit
kénnen wir die totale Zeitableitung der Geschwindigkeit {iber die Euler-Gleichung

ersetzen. Wir erhalten:
dr du 1
—=¢ —-ds=— ¢ -Vp- - ds VU - ds. 8.13
a ~ Joar fép pee +f[i; ’ (813)

Als Potential einer konservativen Kraft ist U eindeutig. Damit verschwindet das
Integral iiber VU. Fiir reibungsfreie Fluide in konservativen Kraftfeldern gilt damit
folgender Wirbelsatz:

dar 1
== ¢ -Vp-ds 14
= 7£pr ; (8.14)

Ist das Fluid auBerdem barotrop, so erhalten wir mit 1/pVp = VP (vgl. Kapi-
tel 4.2.2) den

Wirbelsatz von Thompson (Kelvin circulation theorem)

dr
L _ _Jvp.az=o. 8.15
at fév ’ (8.15)

Mit dem Thompson’schen Wirbelsatz léasst sich nun die Aussage von Helmholtz
beweisen, dass Wirbelrohren, -faden und -linien immer aus denselben Fluidteilchen
bestehen. Dazu betrachten wir eine kleine geschlossene fliissige Linie auf der Man-
telflache einer Wirbelrohre. Die Zirkulation ldngs dieser Linie verschwindet, da der
Wirbelvektor auf der Mantelfliche definitionsgeméf senkrecht zur Flichennormalen
ist. Nach dem Thompson’schen Wirbelsatz bleibt die Zirkulation dann auch fiir
alle Zeiten Null, da die zeitliche Anderung der Zirkulation verschwindet. Es gibt
daher keinen Wirbelfluss durch die Mantelfliche. Falls in reibungsfreien, barotro-
pen Fluiden unter konservativen Kréften fiir ein Fluidteilchen zu irgendeiner Zeit
rot © = & = 0 gilt, dann besafl das Teilchen nie Rotation und wird auch nie solche
erlangen.
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8.3 Gesetz von Biot-Savart

Das aus der Elektrodynamik bekannte Gesetz von Biot-Savart kann auch angewandt
werden, um das Geschwindigkeitsfeld um einen Wirbelfaden in einem unendlich
ausgedehnten Fluid konstanter Dichte zu bestimmen. Im inkompressiblen Fluid
erfiillt die Geschwindigkeit tiberall div « = 0. Weiterhin ist bei bekannter Lage eines
Wirbelfadens konstanter Zirkulation I" die Verteilung von ¢ = rot « vorgegeben. Fiir
Vektorfelder, die diese Voraussetzungen erfiillen, gibt es eindeutige Losungen fiir das
Geschwindigkeitsfeld. Wie diese aussehen, leiten wir hier durch einen Vergleich mit
der analogen Situation in der Elektrodynamik ab. Dort gelten fiir die magnetische
Feldstirke H , die dielektrische Verschiebung D und den Stromdichtevektor ; die
Maxwell-Gleichungen, insbesondere

rot H =]+ D und div (oH) =0, (8.16)

mit der Induktionskonstanten fy. Im Fall von Gleichstrom (5 = 0) liefert die
Integration der ersten Maxwell-Gleichung entlang eines geschlossenen Weges C' um
einen stromdurchflossenen Leiter (wobei der Weg C' die Flidche A umschliefit):

/rotﬁ. dA’:jfﬁ- dg‘:/j- dA=1. (8.17)
A C A

I bezeichnet hier den Strom durch den Leiter. Diese Gleichung entspricht formal
der Definition der Zirkulation:

/rotﬁ- dngﬁ- d§’:/&)’- dA=T. (8.18)
A c A

Die andere Maxwell-Gleichung, Quellfreiheit des Magnetfeldes, ist analog zur
Quellfreiheit des inkompressiblen Stromungsfeldes. Damit ergeben sich folgende
Zuordnungen zwischen elektrodynamischen und stromungsmechanischen Groflen:

stromdurchflossener Leiter > Wirbelfaden,
Stromstérke 1 > Zirkulation T,
Stromdichtevektor j ~ Wirbelvektor o,
magnetische Feldstérke H ~ Geschwindigkeit .

Ersetzt man also im Biot-Savart-Gesetz der Elektrodynamik H durch @ und [
durch T', so erhélt man das Biot-Savart-Gesetz fiir das von einem Wirbelfaden
induzierte Stromungsfeld. Integriert wird dabei langs des Wirbelfadens S (vgl.
Abbildung 8.7):

[ \

| Gesetz von Biot-Savart |

o r ds’ x 7’
() /%3 (8.19)
S T

T 4r
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Beispiele Als erstes betrachten wir in Abbil-
dung 8.8 einen einzelnen, geraden, unendlich
langen Wirbelfaden, einen sogenannten Stabwir-
bel, dessen Lage mit der z-Achse iibereinstimmt.
Das Kreuzprodukt im Biot-Savart-Gesetz fiihrt
zu kreisformigen Stromlinien um den Wirbelfa-
den (vgl. mit kreisformigen magnetischen Feldlini-
en um einen unendlich langen, geraden Stromlei-
ter).

Abbildung 8.8: Stab-
Interessanter wird es, wenn mehrere parallel zuein- wirbel.
ander angeordnete Stabwirbel miteinander wechsel-
wirken. Die einzelnen Wirbel induzieren am Ort der jeweils anderen Wirbel eine
Stromungsgeschwindigkeit. Da Wirbelfdden immer aus denselben Fluidteilchen
bestehen (Helmholtz'scher Wirbelsatz), fithrt dies dazu, dass sich die Wirbel mit
dem Stromungsfeld mitbewegen. In Abbildung 8.9 ist dies fiir den Fall zweier
Wirbel skizziert. Ein Wirbelpaar betragsméflig gleicher, aber vorzeichenméfig ent-

M Mo=-I

r r N1 <0,I,>0 / \\
1= 2 |r1| > F2
YRS m Wand
. O
‘ ri/ I \ ' é;iegelwirbel
NN/

—F1 - r2
a) b) c)

Abbildung 8.9: Stabwirbelpaare: a) geradlinige Fortbewegung, b) ,tanzendes
Wirbelpaar“, ¢) Wechselwirkung mit einer Wand.
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gegengesetzter Zirkulation bewegt sich geradlinig senkrecht zur Verbindungslinie
der beiden Wirbel fort (Abbildung 8.9a). Unterscheidet sich die Zirkulation der
beiden Wirbel betragsméfig, , tanzen“ die beiden Wirbel um einen gemeinsamen
Schwerpunkt, der auf ihrer Verbindungslinie liegt. Ein tanzendes Wirbelpaar ist in
Abbildung 8.9b angedeutet.

Im letzten Beispiel (Abbildung 8.9¢) wird wieder ein Wirbelpaar gleichen Zirkula-
tionsbetrags, aber vorzeichenméflig entgegengesetzter Zirkulation betrachtet. Das
Wirbelpaar bewegt sich diesmal auf eine feste Wand zu. Im hier reibungsfreien
Stromungsfeld muss die Normalkomponente der Geschwindigkeit an der Wand
verschwinden. Dies kann man dadurch erfiillen, dass man das Wirbelpaar an der
Wand spiegelt. Direkt an der Wand heben sich dann die Normalkomponenten
der Geschwindigkeiten auf. Auch das gespiegelte Wirbelpaar bewegt sich auf die
Wand zu. Mit abnehmendem Wandabstand fithrt der Einfluss der sich jeweils (iiber
die Wand hinweg) gegeniiberliegenden Wirbel dazu, dass die Wirbel nach aufien
auseinander laufen.

8.4 Wirbelsatz von Crocco

Es gibt einen Zusammenhang zwischen den kinematischen Grofien Geschwindigkeit
und Wirbelvektor auf der einen Seite und den thermodynamischen Gréfien Entropie
und Ruheenthalpie auf der anderen Seite. Diesen Zusammenhang leiten wir hier
fiir stationére, reibungsfreie Stromungen ohne duflere Krifte ab. Ausgangspunkt ist
die Euler-Gleichung. Stationér bleibt nur der konvektive Term der Zeitableitung,
den wir wie in Gleichung (3.12) schreiben:

%%:@rvw:%v#—ﬁxw:-%vp (8.20)
Weiterhin verwenden wir die Gibbs’sche Fundamentalgleichung (6.81), in der wir
die innere Energie iiber die Definition der Enthalpie eliminieren. Mit h = e + p/p,
also dh = de + pd(1/p) + 1/pdp, folgt:

1 1
Tds= de+pd— = dh— —dp. (8.21)
p p
Dies nutzen wir, um den Druckterm (1/pVp) in der Euler-Gleichung zu ersetzen:
1
iwﬁ — i x&=TVs— Vh. (8.22)

Mit der Energiegleichung, h + @?/2 = hg, die entlang einzelner Stromlinien gilt,
erhalten wir schliellich den

[ \

‘ Wirbelsatz von Crocco ‘

@ % &= Vhy— TVs. (8.23)
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In den meisten Fillen, z.B. beim Flug durch ruhende Atmosphére konstanten
Zustands, ist die Ruheenthalpie hy nicht nur lings einzelner Stromlinien, sondern
im gesamten Stromungsfeld konstant. Dann bleibt vom Wirbelsatz von Crocco:

i x &= —TVs. (8.24)
In isentroper Stromung (s = const) wird dies erfillt fiir
e i =0 (triviale Losung),
e & = 0 (wirbelfreie Strémung),

e 1 || &: nur moglich in dreidimensionalen Stromungen (Stromungen mit @ = ||
heiflen Beltrami-Strémungen).

In nichtisentroper Strémung (Vs # 0) folgt:

e Vs | © = s = const langs Stromlinien, die Entropie &ndert sich nur senkrecht
zu den Stromlinien.

Ein Beispiel fiir eine nichtisentrope wirbelbehaftete Stromung ist das Gebiet hinter
einem gekriimmten Stofl in homogener Parallelanstromung. Vor dem Stof} ist die
Stromung isentrop und wirbelfrei. Der Entropieanstieg iiber den Stofl hangt nur
von der Geschwindigkeitskomponente senkrecht zum Stofl ab. Diese Komponente
variiert iiber die Stoffront. Hinter dem Stof existiert daher ein Entropiegradient
Vs # 0, vgl. Abbildung 8.10. Damit ist nach Gleichung (8.24) die Stromung dort
auch wirbelbehaftet. Durch den gekriimmten Sto8 kommt es zur Erzeugung von
Wirbelstérke.

abgeloster StoR

M, >1
— /90944
- = ) Vs£0, 3#40
Vs—0, 5 =0

Abbildung 8.10: Wirbelstirkeerzeugung iiber einen gekriimmten Stof.
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8.5 Drehungsbehaftete Stromung mit Zihigkeit

Ziel dieses Abschnitts ist es, die zeitliche Anderung der Wirbeldichteverteilung zu
beschreiben. Wir leiten dazu eine Gleichung fiir die Zeitableitung des Wirbelvektors
ab. Dabei werden folgende Identitdten verwendet:

(it V)i = éwﬁ — i % (V x @), 8.25

A=V (V- -d) -V x(V xu),
=0, a: Skalar,
(G- V)i —(d-V)d+u(V-J)—d(V-u).

8.26
8.27

)
)
)
8.28)

(
(
(
(

Ausgangspunkt ist die Bewegungsgleichung fiir ein viskoses, barotropes Fluid
unter der Wirkung konservativer Kriifte. Dies ist die Gleichung (4.39), wobei die
Reibungsterme wie in Gleichung (4.40) unter der Annahme konstanter Viskositéiten
umgeformt werden. Dabei lassen wir zu, dass die Dichte eine Funktion des Drucks
ist (Barotropie). Daher verschwindet die Divergenz der Geschwindigkeit hier nicht.
Damit lautet die Bewegungsgleichung:

o 1 1 o
o+ (V)= — VP rATE (WYY D) (829)
Fiir die Volumenviskositiat A gilt aufgrund der Stokes’schen Hypothese nach Glei-
chung (4.27) A = —2/3 p. Der Druckterm wird in der barotropen Stréomung iiber die
in Kapitel 4.2.2 eingefiihrte Funktion P = [ dp/p und das konservative Kraftfeld
F iiber sein Potential U , F=vU , ausgedriickt. Ersetzt man noch die konvektive
Zeitableitung {iber Gleichung (8.25) und A# iiber Gleichung (8.26) so erhilt man:
ou 1
o VT (VX 0) =

1 (8.30)

—VP+vV(V- i) —vV x(V X1Z)+§VV(V~1T)+VU.
Wir wenden auf beide Seiten den Rotationsoperator an. Unter Beachtung der
dritten Identitét (Gleichung (8.27)), und da o = V x 4, folgt:

%—U;+07Vx(ﬁxﬁ):0+07VVx(Vxﬁ)+0+0, (8.31)

Damit sind Druck und Kraft aus der Gleichung eliminiert. Mit der zweiten Identitét
(Gleichung (8.26)), diesmal fiir den Wirbelvektor und mit Vd = 0, wird noch die
rechte Seite umgeschrieben und wir erhalten:

o

57~ VX (i x @) = vAG. (8.32)
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Den zweiten Term ersetzen wir iiber die vierte Identitéit (Gleichung (8.28)), wieder
mit V@ = 0, und erhalten so die

Wirbeltransportgleichung
fiir barotrope, reibungsbehaftete Fluide in
konservativen Kraftfeldern

%“: (@ V)d = % — (B V)T =BT ) i, (8.33)

Wir unterscheiden zwei Falle:

i) reibungsfreie, inkompressible (V - @ = 0) Stromung: es gilt die

Helmholtz’sche Wirbeldifferentialgleichung

% = (@ V)@ (8.34)

Die rechte Seite der Helmholtz’schen Wirbeldifferentialgleichung ist propor-
tional zur Richtungsableitung der Geschwindigkeit in Richtung des Wirbel-
vektors. Fiir einen Wirbelfaden gibt es dazu eine anschauliche Deutung. In
Abbildung 8.11 betrachten wir zwei um eine kleine Strecke s voneinander
getrennte materielle Punkte (Fluidteilchen) A und B auf einem Wirbelfaden.
Mit du sei die Geschwindigkeit des Punktes B relativ zum Punkt A bezeich-
net. Diese Geschwindigkeit zerlegen wir in eine Komponente senkrecht (6t )
und parallel (01)) zum Wirbelfaden. Fiir die relative Anderung des Betrags
des Wirbeldichtevektors folgt aus Gleichung (8.34):

1 dig] _ 1ds _ ol
@] dt  sdt s

. (8.35)

Fiir die Wirbeldichte |&| im Wirbelfaden bedeutet dies:

ds
- dt

Abbildung 8.11: Streckung eines Wirbelfadens.
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e Streckung eines Wirbelfadens = Vergrofierung von |dJ],

e Stauchung eines Wirbelfadens = Verringerung von ||

Dies ist in Ubereinstimmung mit der aus dem Helmholtz’schen Wirbelsatz
folgenden Beziehung zwischen Wirbeldichte, Querschnittsfliche des Fadens

und Zirkulation, [J]A =T = const (Gleichung (8.7)).

ii) inkompressible, ebene Stromung:

In ebener Stromung ist & L 4. Daraus folgt (&4 - V)@ = 0. Verlauft die
Stromung z.B. in der xy-Ebene, so hat ¢ nur eine Komponente, & = (0,0, w.).
Zusammen mit Vi = 0 (Inkompressibilitit) folgt aus der Wirbeltransport-

gleichung fiir w,:

= vAw,.

dt

(8.36)

Dies ist eine Diffusionsgleichung fiir die Wirbeldichte mit der kinematischen
Viskositét als Diffusionskonstante. In der Zeitableitung sorgt der konvektive
Anteil allein fiir Konvektion, nicht aber fiir einen Ubergang von Wirbeldichte

auf andere Fluidteilchen.

Die Wirbeltransportgleichung sowie die daraus abgeleiteten Gleichungen fiir die
oben betrachteten Félle beschreiben die Verdnderung der Verteilung von Wirbel-
dichte im Raum, im ersten Fall durch Verdnderung der Querschnittsfléche eines
Wirbelfadens, im zweiten Fall durch Diffusion. Die Entstehung von Wirbeldichte

wird dadurch nicht beschrieben.

Z#higkeit verursacht nur Diffusion von Wirbeldichte, nicht aber ihre Produktion.

Wirbeldichtequellen Die Wirbelstérke I' beziiglich einer fliissigen Linie ist nur
unter den Voraussetzungen des Thompson’schen Wirbelsatzes konstant. Wenn

diese nicht erfiillt sind, kann sich die Zirkulation zeitlich dndern:

dr

e nicht barotrope Stromungen: 4 = — § % # 0, vgl. Gleichung (8.14),

dt

e nicht-konservative Kriifte F (z.B. Coriolis-Kraft, Lorentz-Kraft), vgl. Glei-

chung (8.13), letzter Term,

o Unstetigkeitsflachen: Zusammenfliefen zuvor getrennter Fluide:

Mmmmmmmmm

—

— zwei Fliisse: W

— tangential beschleunigte Wand.
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Die ersten beiden Punkte spielen in der Meteorologie eine Rolle. In der Atmosphére
sind Luftmassen oft baroklin geschichtet, d.h., Isobaren und Isothermen liegen
nicht wie bei Barotropie parallel zueinander. Weiterhin erfahren sich bewegende
Luftmassen im System der rotierenden Erde eine Coriolis-Kraft. Ein Beispiel fiir den
letzten Punkt haben wir mit der ruckartig beschleunigten Platte in Kapitel 4.44i:
kennengelernt.

8.6 Ausklang: Anfahrwirbel und induzierter Wi-
derstand

Zum Abschluss der ,,Einfithrung in die Stromungsmechanik “ kommen wir auf den
Tragfliigel zuriick. In Kapitel 5.2 hatten wir gesehen, dass fiir das Entstehen von
Auftrieb neben einer Anstromung auch Zirkulation um den Tragfliigel existieren
muss (Satz von Kutta-Joukowski). Wenn ein Flugzeug auf dem Rollfeld steht, ist
die Zirkulation um die Tragfliigel jedoch zun#chst Null. Nach dem Wirbelsatz
von Thompson muss das auch so bleiben. Wie es dennoch zu Zirkulation kommen
kann und welche weiteren Auswirkungen damit verbunden sind, wird im Folgenden
skizziert. Fiir tiefergehende Ausfithrungen sei auf das Gebiet der Aerodynamik
verwiesen.

Anfahrwirbel Direkt nach dem Start, wenn die Umstromung des Tragfliigels
beginnt, sind Reibungseffekte zunéchst auf eine sehr diinne Grenzschicht beschrankt
(dhnlich wie bei der ruckartig beschleunigten Platte). Die Stromung entspricht
im Wesentlichen der potentialtheoretischen Losung (Abbildung 8.12a), d.h. die
Hinterkante wird von unten her umstromt, der hintere Staupunkt liegt auf der
Oberseite. Das entspricht dem Stromlinienbild, welches sich in einer Hele-Shaw-
Stromung um ein Tragfliigelprofil einstellt. Auf der Oberseite, auf dem Weg von der
Hinterkante zum hinteren Staupunkt, nimmt die Stromungsgeschwindigkeit sehr
schnell ab (¢ = 0 am Staupunkt). Der damit verbundene Druckanstieg (Bernoulli-
Gleichung) fiithrt zur Ablésung. Die Grenzschicht rollt sich zum sogenannten
Anfahrwirbel (starting vortez) auf, vgl. Abbildung 8.12b. Der Drehsinn des
Anfahrwirbels entspricht dem der anfanglichen Umstréomung der Hinterkante. Ein

ﬂ //&\IA

a)

Abbildung 8.12: Start eines Tragfliigels: a) anfangs reibungs- und
wirbelfreie Stromung, b) Bildung eines Anfahrwirbels.
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Abbildung 8.13: Zirkulation am Tragfliigel beim Startvorgang.

Zirkulationsintegral ldngs einer Kurve C' weit aulerhalb der von Reibungseffekten
beeinflussten Gebiete liefert weiterhin fiir die Zirkulation I' = 0. Die Zirkulation I" 4
des Anfahrwirbels erhélt man iiber das Zirkulationsintegral liangs der Kurve C} in
Abbildung 8.13. Die Zirkulation des Anfahrwirbels wird durch eine Zirkulation I';
entgegengesetzten Vorzeichens um den Tragfliigel kompensiert (I'y = —T'4). Dabei
ist I'y die Zirkulation lings des Weges Cs, vgl. Abbildung 8.13. Die Zirkulation
des Anfahrwirbels steigt mit der Zeit an, bis die entgegengesetzte Zirkulation um
den Tragfliigel gerade so grol geworden ist, dass die aulerhalb der Grenzschicht
reibungsfreie Stromung glatt an der Hinterkante abfliefit (Kutta-Joukowski’sche
Abflussbedingung).

Wirbelsystem Ein realer Tragfliigel hat eine endliche Spannweite. Der Aus-
gleich von Druckunterschieden zwischen Ober- und Unterseite fithrt dazu, dass die
Fliigelenden umstromt werden (vgl. Abbildung 8.14). Stromab der Fliigelenden
bilden sich zwei Wirbel, die sogenannten freien Wirbel (irailing vortices), mit
Achsen praktisch parallel zur Anstromung. Der Wirbel um den Tragfliigel mit
der auftriebserzeugenden Zirkulation I'y wird iiber einen Wirbelfaden am Ort des
Tragfliigels reprisentiert, der als gebundener Wirbel (bound vortez) bezeichnet
wird. Das in Abbildung 8.15 gezeigte System aus gebundenem, den beiden freien
und dem Anfahrwirbel kann ndherungsweise als geschlossener Wirbelfaden approxi-

.
s

Abbildung 8.14: Umstromung der seitlichen Enden eines Tragfliigels.

<
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J
Mg
— | P freie Wirbel I a: Anfahr-
e Ie wirbel
m - - -

g/ebundener Wirbel

Abbildung 8.15: Wirbelsystem am Tragfliigel endlicher Spannweite.

miert werden (vgl. Wirbelsatz von Helmholtz). Die Zirkulation dieses geschlossenen
Wirbelfadens entspricht der des gebundenen Wirbels, I'y = I'y = I'4. In der Rea-
litét verschwindet der Anfahrwirbel mit der Zeit durch Diffusion. Es bleiben der
gebundene und die beiden freien Wirbel, die bis weit hinter den Fliigel reichen, vgl.
Abbildung 8.16. Das System aus dem gebundenen und den freien Wirbeln ist als
Hufeisenwirbel (horseshoe vortex) bekannt. Die beiden freien Wirbel hinter dem
Tragfliigel werden auch als Wirbelschleppe (wake vortices) bezeichnet.

| 5.

Uso N

®

[b: Spannweite
gebundener Wirbel

Abbildung 8.16: Hufeisenwirbel.

Induzierter Widerstand (induced drag) Die fortwihrende Erzeugung der freien
Wirbel ist mit der Verrichtung von Arbeit verbunden. Dies &uflert sich in einem
Widerstand. Den Widerstand kann man nach Prandtl iiber das Wirbelsystem
abschétzen. Lange nach dem Startvorgang bleiben vom Wirbelsystem nur noch
der gebundene Wirbel und die beiden freien Wirbel. Letztere kann man als zwei
halbunendliche Wirbelfiden ansehen. Diese erzeugen am Ort des Tragfliigels durch
Induktion (Biot-Savart-Gesetz) einen Abwind v;. BetragsméfBig ist der Abwind
klein gegen die Anstromgeschwindigkeit o, v; < Uoo. Der Abwind verdndert je-
doch die Richtung der Anstromung um einen kleinen Winkel «;. Die resultierende
effektive Anstromgeschwindigkeit ueg hat den Betrag ey = oo/ cos o, vgl. Ab-
bildung 8.17. Die Querkraft R auf den Tragfliigel wirkt senkrecht zur effektiven
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Wi,

Abbildung 8.17: Geschwindigkeiten und Krifte am Tragfliigel
endlicher Spannweite.

Anstromrichtung. Zusétzlich zum Auftrieb A (Komponente der Querkraft, die der
Schwerebeschleunigung entgegengesetzt ist) ergibt sich ein induzierter Widerstand
W, vgl. Abbildung 8.17. Es gilt:

vi Wi W, — v

Uso A Uso

A. (8.37)

An der Tragfliigelmitte, bei b/2, induzieren die zwei halbunendlich langen Wir-
belfiden die gleiche Geschwindigkeit wie ein unendlich langer Faden gleicher
Zirkulation. Zwischen der Zirkulation I' der freien Wirbel und dem Abwind v; gilt
dann die Beziehung:

b r
I'= 27‘[‘21)1 = U= (8.38)
Die Zirkulation kann iiber den Satz von Kutta und Joukowski durch die effektive
Querkraft R ersetzt werden. Da der Satz von Kutta und Joukowski die Querkraft pro
Langeneinheit in Spannweitenrichtung wiedergibt, muss noch mit der Spannweite
b multipliziert werden. Beriicksichtigt man weiterhin, dass R = A/ cos«; und
Ueff = Uso/ COS i, SO ist:

R A

R = pu.gld = = . 8.39
prlett - pueﬁb puoob ( )
Damit erhélt man fiir den induzierten Widerstand:
I' 1 A?
Wi=—-—"—A=—"_ x A% 8.40
C b s mTpu b? > (8.40)

Der induzierte Widerstand ist proportional zum Quadrat des Auftriebs und damit
auch zum Quadrat des Gewichts eines Flugzeuges. Die genaue Form héngt von
Details ab, die in dieser vereinfachten Darstellung nicht beriicksichtigt wurden.
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Das Wirbelsystem verursacht nicht nur den induzierten Widerstand. Der Hufeisen-
wirbel induziert auch eine Geschwindigkeit am Boden weit unter dem Flugzeug.
Dort muss die Normalkomponente der Geschwindigkeit verschwinden. Dies er-
reicht man in der Rechnung durch Spiegelung des Hufeisenwirbels am Boden
(vel. Kapitel 8.3, Abbildung 8.9¢). Das von den beiden Wirbelsystemen induzierte
Geschwindigkeitsfeld erfiillt dann die Randbedingung. Aus dem Geschwindigkeits-
feld erhélt man tiber die Bernoulli-Gleichung die Druckverteilung am Boden. Es
ergibt sich eine Druckerh6hung, die, integriert iiber den Boden, das Gewicht des
Flugzeuges kompensiert.

Abbildung 8.18: Visualisierung eines freien Wirbels hinter dem starten-
den Forschungsflugzeug ATTAS (DLR, CC-BY 3.0, CC BY 3.0 DE, via
Wikimedia Commons).
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