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0 Worum geht es? 11

0 Worum geht es?

In der Algebra-Vorlesung haben wir endliche Korpererweiterungen eines
Korpers K studiert.

Beispiel. K = R. Esist C ~ R[X]/(X?+1) eine Kérpererweiterung von R
vom Grad 2, wobei {1,4} mit i> = —1 eine Basis von C als R-Vektorraum

ist. Bis auf Isomorphie ist C die einzige endliche Korpererweiterung von R,
siehe [14].

Probleme.

1) Wie sehen die endlichen, nicht-kommutativen Kérpererweiterungen von
K aus?

2) Eine Ubersicht iiber alle solche zu bekommen.
Hieriiber gibt die Brauergruppe Br(K) Auskunft.

Der Quaternionenschiefkérper

Dieser wurde von HAMILTON 1843 entdeckt. Sei

Z,u € C} C MQXQ(C),

wobei Z = a — bi mit a,b € R die zu z = a + bi konjugiert komplexe Zahl
ist. Dann gelten:

(1) Hist ein Ring beziiglich Matrizenaddition und -multiplikation mit Eins-
element (7).

T . i 0 0 1 0 ¢
(2) H ist nicht kommutativ, denn z.B. (O z) (1 0) = (z 0),
b 0 1\(f: 0\ (0 —i
A1 0)\o —i) T\ o)

(3) Jedes Element h # () ist invertierbar in H.

Sei dazu h = (Zu ; # (8 8) in H. Dann ist det(h) = 2z+uuw # 0

_ A
und A=t = 1L _

= 3otr \ in H.

Der Ring H ist also ein ,,Schiefkorper*.

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



12 0 Worum geht es?

(4) Esist R das Zentrum von H, d.h. es ist
R={reH|hr=rh YheH}.

Hierbei ist R durch R — H, r — (52) , in H eingebettet. Man sagt,
H sei eine zentrale R-Algebra.

(5) H ist als R-Vektorraum vierdimensional mit Basis

1 0 0 1 v 0 0
0 1)’\-1 0/°’\0 —¢)’\7 O '
(6) Man kann den Kérper C = {a +bi | a,b € R} wie folgt in H einbetten:
. a b
C—H, a+bi— .
b a

Dann ist C ein maximaler (kommutativer) Teilkérper von H. Die ma-
ximalen Teilkérper spielen bei Problem 1) eine wesentliche Rolle.

(7) Wir werden zeigen: H ist bis auf Isomorphie die einzige endliche nicht-

kommutative Korpererweiterung von R. Damit sind die Probleme 1)
und 2) fiir K = R gelost.
Die Brauergruppe Br(RR) besteht dann aus zwei Elementen [R] und [H] ,
also Br(R) ~ Z/27.. (Hierbei sind [R] und [H] Aquivalenzklassen, die
aus allen Matrizenringen M,,x,(R), n > 1, bzw. M, x,(H),n > 1,
bestehen.)

Problem.

3) Br(K) = 7 Dies ist im Allgemeinen noch ungeldst.
Br(K) ist z.B. fiir K = Q oder allgemeiner fiir einen Zahlkérper K
bekannt. Br(R) ist wie in (7) gegeben. Es sind Br(C) = {[C]} und
Br(F,) = {[IF,]} fiir einen endlichen Kérper I, trivial, wie wir sehen
werden.

Um die genannten Probleme zu 16sen, studiert man zentrale einfache K-
Algebren A. Dabei bedeutet zentral, dass K das Zentrum von A ist, also

K=Z(A):={acAlab=baVbe A},

und einfach, dass A keine zweiseitigen Ideale aufier (0) und (1) enthélt. Wir
werden zeigen:

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



0 Worum geht es? 13

Struktursatz von Wedderburn (1907).

Jede endlich-dimensionale zentrale einfache K-Algebra A ist isomorph zu
einem Matrizenring My, «n, (D) mit einem geeigneten Schiefkérper D . Dabei
sind n € IN und bis auf Isomorphie D durch A eindeutig bestimmt.

RICHARD BRAUER fiihrte eine Aquivalenzrelation

= [D=D]

ein und zeigte, dass die Aquivalenzklassen von endlich-dimensionalen zen-
tralen einfachen K-Algebren eine abelsche Gruppe bilden.

[ Mo (D) ~ My (D)

Bemerkung. Fir eine quadratische Form ¢ = Y a;X? =: (a1,...,a,)
i=1
mit a; € K* gilt im Fall char K # 2:

g~ (1,-1) L ... L{1,~1) L gan,

r Summanden

wobei der Wittindex r und bis auf Isometrie die anisotrope Form q,,, durch
q eindeutig bestimmt sind.

ERNST WITT (vgl. [15], S. 6) erkannte hierin eine Analogie zum Struktur-
satz von Wedderburn, bei der sich der Schiefkérper D und die Form g, ent-
sprechen. Er fithrte Aquivalenzklassen von quadratischen Formen ein und
erhielt dadurch ebenfalls eine Gruppenstruktur. Witt fand diese Analogie
merkwiirdig. Mit Hilfe der neueren Theorie der halbeinfachen algebraischen
Gruppen wird sie einleuchtend.

Unter anderem werden wir in der Vorlesung zeigen:

e Die Brauergruppe Br(K) kann als eine zweite ,, Kohomologiegruppe*
beziiglich der sogenannten Galoiskohomologie interpretiert werden.

e Die Brauergruppe ist eine abelsche ,, Torsionsgruppe®. Die Gruppen-
operation wird dabei vom Tensorprodukt induziert.

e Jede zentrale einfache K-Algebra A mit dimg A < oo besitzt einen
galoisschen ,, Zerfallungskérper® L iiber K, d. h. es gilt

A®k L~ Muxn(L)
mit n? = dimg 4.

e Die Losung der Probleme 1), 2), 3) soll fiir einen ,lokalen Korper
vorgefithrt werden.

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



14 0 Worum geht es?
0.1 Vereinbarungen.

e Ein Ring R ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen, Addition und
Multiplikation genannt, derart, dass R beziiglich der Addition eine
abelsche Gruppe bildet, die Multiplikation assoziativ ist und die fol-
genden Distributivgesetze gelten:

(a +b)c = ac+ bc und c(a + b) = ca + ¢b fur alle a,b,c € R.

e Ein Ring besitzt ein neutrales Element 1 beziiglich Multiplikation,
und es ist stets 1 # 0.

e Ringhomomorphismen fithren 1 in 1 iiber.

e Fiir jeden Ring R bezeichnet R* die multiplikative Gruppe der in R
invertierbaren Elemente.

e Ein Schiefkorper ist ein Ring, in dem jedes Element # 0 invertierbar
ist.

e Ein Koérper ist ein kommutativer Schiefkorper.

0.2 Ubungsaufgaben 1-2
Aufgabe 1.

Sei D ein Schiefkérper. Man iiberlege sich die Definition fiir einen D-
Rechtsvektorraum und iibertrage die fiir einen K-Vektorraum geldufigen
Begriffe ,lineare Unabhéngigkeit“, ,, Erzeugendensystem® und ,,Basis“ auf
einen D-Rechtsvektorraum.

Aufgabe 2.
Sei D ein Schiefkérper, und sei V' ein D-Rechtssvektorraum. Man zeige,
dass fiir Elemente vq,...,v, € V folgende Eigenschaften dquivalent sind:
(i) Die Elemente vy,...,v, sind D-linear unabhéngig und erzeugen V
iiber D .
(ii) {v1,...,vn} ist ein maximales System D-linear unabhéngiger Vekto-
ren.
(iii) {v1,...,v,} ist ein minimales Erzeugendensystem von V iiber D .

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



Einfache Algebren

1 Struktursatz von Wedderburn

Sei K ein Korper.

1.1 Algebren

Definition.

(i) Ein Ring A heifit K-Algebra, falls auf A eine K-Vektorraumstruktur
gegeben ist, die

(Aa)b = a(Ab) = A(ab) fir alle A\ € K, a,be A

erfiillt und deren Addition die des Ringes A ist. Die Dimension dim g A
einer K-Algebra A ist die Dimension von A als K-Vektorraum.

(ii) Ein Schiefkorper A iber K ist eine K-Algebra, in der jedes Element
# 0 invertierbar ist. Man spricht dann auch von einer Divisionsalgebra,
und bezeichnet diese mit dem Buchstaben D .

(iii) Eine Abbildung von K-Algebren f: A — B heifit K-Algebrahomo-
morphismus, falls gelten: f(a +b) = f(a) + f(b), f(ab) = f(a)f(b),
f(14) =1p und f(Aa) = Af(a) fiir alle a,b€ Aund ) € K.

Bemerkung. Ist A eine K-Algebra, so ist K — A, A — X-1, injektiv,
und deswegen fassen wir diese Abbildung oft als Inklusion auf.

Beispiel. Der Ring M,,«,(K) aller n x n-Matrizen mit Eintrigen in K
ist eine n?-dimensionale K-Algebra mit Basis e;;, 1 < i,j < n, wobei die
Matrix e;; aus Nullen besteht, abgesehen von einer 1 an der Stelle (4, j) .
Ist n > 2, so ist My, x,(K) nicht-kommutativ und kein Schiefkérper, z. B.
ist ejiegs die Nullmatrix.
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16 1 Struktursatz von Wedderburn

1.2 Oppositioneller Ring

Sei A ein Ring. Der oppositionelle Ring A°P von A ist wie folgt definiert:
Es ist A°P = A als additive Gruppe, und fiir die Multiplikation in A°P gilt

A% x AP — A°P| (a,b) — b - a (Multiplikation in A)

(Dem Produkt ab in A entspricht das Produkt ba in A°P).

1.3 Endomorphismenring iiber einem Schiefkérper

Seien D ein Schiefkérper und V ein D-Rechtssvektorraum # {0}. Dann ist
Endp V :={¢: V — V| ¢ ist D-rechtslinear}

ein Ring mit Addition (¢+1%)(v) = ¢(v) +1(v) Vv € V und Multiplikation

o = p o ¢ (Hintereinanderausfithrung).

Sei dimp V < oo und B = (vy,...,v,) eine Basis von V iiber D.

Jedem ¢ € Endp V' mit p(v;) = > v,a;; und a;; € D ordnen wir die
i=1

Matrix ME () = (ai;)1<ij<n zu. Dann ist

EIldD V — Mnxn(D) , P Mg(w) )

n
ein Ringisomorphismus, denn mit ¥ (vy) = Y v;bji gilt
j=1

(pov)(vk) = > @v)bj = } (Z Ui%‘) bk = > _vi [ Y aibi

j=1 i=1 j=1

Hieraus folgt ME(p 0 ¢)) = MB () ME (%), und die Zuordnung ¢ — ME(¢)
ist ersichtlich bijektiv.

1.4 Minimale Linksideale

Sei A ein Ring, und sei I eine additive Untergruppe von A. Dann heifit I
ein Linksideal (bzw. Rechtsideal) in A, falls ax € I (bzw. za € I) fiir alle
x €1,a€ A gilt, und I heiflt zweiseitiges Ideal in A, falls I sowohl Links-
als auch Rechtsideal in A ist.

Ein Linksideal I in A heiit minimal, falls I aufier (0) und I keine Linksideale
aus A enthalt.
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1.5 Ein Lemma von Brauer 17

Bemerkung. In jeder endlich-dimensionalen K-Algebra A gibt es mini-
male Linksideale # 0. (Ist A 2 I 2 --- 2 I, eine Kette von Linksidealen,
so gilt dimg A > n.) Analoges gilt fiir minimale Rechtsideale.

Satz. Sei A = M, x,(D) mit einem Schiefkérper D . Dann ist fir jedes
i=1,...,n das Linksideal

O ... 0 = 0 ... O
Liz=q | R ea
O ... 0 = 0 ... 0

mit Fintriagen # 0 hdchstens in der i-ten Spalte minimal.

n
Beweis. Seix € L; nicht die Nullmatrix. Dannist z = > e;;d; mitd; € D,
j=1
wobei ej; die Matrix mit lauter Nullen aufler einer Eins an der Stelle (j,1)

ist, und es gibt ein k& mit di # 0. Da eprej; = 0 fiir j # k gilt, folgt
L;>ep = (d;lekk)x.

Also ist das von = in A erzeugte Ideal gleich L;, und das gilt fiir jedes
Element x € L;, das nicht die Nullmatrix ist. O

1.5 Ein Lemma von Brauer

In dem folgenden Lemma und im Beweis des Existenzsatzes 1.7 unten treten
Produkte IJ von Idealen I, J in einem Ring A auf. Ein solches Produkt
IJ besteht aus allen endlichen Summen der Form ), z;y; mit z; € I und
y; € J. Im Fall I = J schreiben wir auch I2.

Definition. Ein idempotentes Element in einem Ring A ist ein Element
e € A mit der Eigenschaft e? = e.

Lemma von Brauer. Sei I ein minimales Linksideal in einem Ring A,
und es gelte I> # (0). Dann gibt es ein idempotentes Element e € I so,
dass I = Ae gilt und eAe ein Schiefkdrper ist.

Beweis. Da I? # (0) gilt, gibt es ein z € I so, dass Iz := {rz | r € I} # (0)
gilt. Es ist Iz ein in I gelegenes Linksideal in A, und da I minimal ist,
folgt Iz = I. Also gibt es ein Element e € I mit ex = 2 und e # 0. Dann
gilt (€2 —e)z = €%z — ex = e(ex — x) = 0, und das Element €? — e liegt
somit in dem Linksideal a := {s € I | st =0} in A. Da a C I gilt und I
minimal ist, folgt a = (0) und also e? — e = 0. Das Element e € I ist also
idempotent. Weil Ae ein in I gelegenes Linksideal # (0) ist und I minimal
ist, folgt I = Ae.
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18 1 Struktursatz von Wedderburn

Noch zu zeigen ist, dass ede := {eae | a € A} ein Schiefkérper ist. Es
ist eAe ein Ring mit neutralem Element e. Sei b # 0 in eAe. Dann gilt
(0) # Ab C Ae und also Ab = Ae, da Ae minimal ist. Es gibt also ein s € A
so, dass e = sb gilt. Hieraus folgt (ese)b = (es)(eb) = esb = ee = e. Setze
¢ = ese. Dann ist ¢ # 0, und wir erhalten analog ein d € eAe mit dc = e.
Es folgt nun d = de = d(cb) = (dc)b = eb = b und also ¢b = e = be. Es ist
daher c invers zu b. O

1.6 Einfache Ringe

Definition. Sei A ein Ring. Dann ist A einfach, falls A aufier (0) und (1)
keine zweiseitigen Ideale enthalt.
Eine K-Algebra heifit einfach, falls sie einfach als Ring ist.

Beispiel. Jeder Schiefkérper D ist ein einfacher Ring, denn ist I ein zwei-
seitiges Ideal in D und 0 # x € I, soist x 'z =1 € I und also I = D.
Allgemeiner gilt folgender

Satz.
Ist D ein Schiefkorper, so ist der Ring My, x,(D) einfach fiir jedesn > 1.

Beweis. Sei e;; wieder die Matrix mit lauter Nullen aufer einer Eins an der
Stelle (Z,j) Sei x = (aij)1<¢,j<n S Man(D) . Dann gilt

’aijewzemxeﬂ‘ fiir 1 <4,57<n.

Ist = in einem zweiseitigen Ideal I enthalten und z nicht die Nullmatrix, so
gibt es ein Paar (4, ) mit a;; # 0, und es ist

—1
€rr = Q;; €r; T E€jyp el Vr=1,...,n.

10 n
Es folgt E,, = ( ) = > e €1,und also I = M,,«,(D). O
0o 1 r=1

1.7 Existenzsatz
Der Beweis des folgenden Satzes ist von D. W. HENDERSON, (vgl. [7]).

Satz.
Sei A eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Dann g¢ibt es eine
K -Algebraisomorphie

A~ M, xn(D)

mit einem Schiefkorper D diber K und einem n € IN .
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1.8 Einfache Moduln 19

Beweis. Nach Bemerkung 1.4 besitzt A ein minimales Linksideal I # (0).
Dann ist A ein zweiseitiges Ideal in A , und also gilt A = A, da A einfach
ist. Es folgt (0) # A = A? = (IA)? = TAIA C I?A. Also ist I? # (0).
Nach dem Lemma von Brauer 1.5 gibt es daher ein idempotentes Element
e € I so, dass I = Ae gilt und D := eAe ein Schiefkorper ist. Es ist I ein
D-Rechtsvektorraum, und fiir jedes a € A ist die Linksmultiplikation

by : I —1, x+— ax,
eine D-rechtslineare Abbildung, denn fiir alle x € I,d € D gilt
Lo(zd) = a(zd) = (ax)d = Ly (x)d .

Wir erhalten also einen Ringhomomorphismus ¢ : A — Endp I, a — ¢, .
Dieser ist injektiv, da kern(p) ein zweiseitiges Ideal # (1) in A ist und A
einfach ist. Offenbar trigt Endp I eine K-Vektorraumstrukur, und ¢ ist
K-linear.

Wir zeigen nun, dass ¢ surjektiv ist. Da nach Obigem A = IA und I = Ae
gilt, folgt A = AeA, und wir kénnen das neutrale Element 1 € A als
endliche Summe 1 = ). a;eb; mit a;,b; € A schreiben. Sei f € Endp I
gegeben. Fiir alle a € A folgt dann

= f((z aiebi)ae)

= Z( a;e) eb; ae) denn f ist D-rechtslinear und e? = e

€D

= (Z(f(aie)ebi>ae =bae mit b:= Zf(ai e)eb

(2

= lp(ae) .

Es ist also f = £, = ¢(b), woraus folgt, dass ¢ surjektiv ist.
Es ist dimp I < 0o, da dimg I < dimg A < oo nach Voraussetzung gilt.
Nach 1.3 folgt nun A ~ M,,«,, (D) mit n = dimp I. O

1.8 Einfache Moduln

Sei A ein Ring. Falls nichts anderes gesagt ist, verstehen wir unter einem
A-Modul einen A-Linksmodul wie in Algebra 10.1 definiert.

Ein A-Modul M heifit einfach, falls M keine Untermoduln aufler (0) und
M enthélt.

Beispiel. Jedes minimale Linksideal ist ein einfacher A-Modul.
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20 1 Struktursatz von Wedderburn

Lemma (Schur). Ist M ein einfacher A-Modul, so ist der Endomorphis-
menring Enda M ein Schiefkdrper.

Beweis. Sei f: M — M ein Endomorphismus, der nicht die Nullabbildung
ist. Dann ist kern f # M und bild f # (0). Da M einfach ist, folgt kern f =
(0) und bild f = M . Also existiert f~1 in End M . O

Satz. Sei A = M, xn(D) mit einem Schiefkérper D . Dann sind alle ein-
fachen A-Moduln # (0) und insbesondere alle minimalen Linksideale # (0)
i A isomorph.

n
Beweis. Esist A= > L;, wobei die Linksideale L; nach Satz 1.4 minimal
i=1
sind. Sei N ein einfacher A-Modul # (0). Dann gilt (0) # N = AN =
(Z Li> N . Also gibt es ein ¢ mit L, N # (0). Es gibt dann auch ein
i=1

x € N so, dass die Rechtsmultiplikation
re: Li = N, a— ax,

nicht die Nullabbildung ist. Da N und L; einfache Moduln sind, ist r, ein
A-Modulisomorphismus (analog wie beim Beweis des Lemmas von Schur).
Da alle L; isomorph als A-Moduln sind, folgt die Behauptung. O

1.9 Ein Hilfssatz

Lemma. Sei A = M,,«, (D) mit einem Schiefkorper D und einem n € IN .
Dann ist

dq
D" .= dl,...,dneD
dn

ein einfacher A-Modul, und es gibt eine Ringisomorphie
D°P ~ End4(D")
(Dabei gilt beziiglich Matrizenmultiplikation xv € D"V € A undv € D™).

Beweis. D™ ist einfach, da D™ zu den in Satz 1.4 eingefiihrten einfachen A-
Moduln L; isomorph ist. Wir betrachten D" auch als D-Rechtsvektorraum.
Dann ist die Rechtsmultiplikation r4 : D™ — D", v +— vd, fiir d € D eine
A-linkslineare Abbildung, und wir erhalten einen Ringhomomorphismus

@: D — Endy D", d— rq].
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1.10 Eindeutigkeitssatz 21

Da D°P ein Schiefkorper ist, ist ¢ injektiv. Noch zu zeigen: ¢ ist surjektiv.
Sei f € Endy D™, und sei (eq,...,e,) die Standardbasis von D". Dann ist
f(el) =eidi+---+e,d, mitdy,...,d, €D.

Wir zeigen: f = rq, , also ¢(d1) = f. Sel wieder e;; die n x n-Matrix mit
lauter Nullen aufler einer 1 an der Stelle (7, 7). Dann gilt

f(el) = f(€11€1), da ej1e; = ey
=e11f(e1), da f A-linear
0
= e1dy, daejje;=|:| firj>1.
0
Und fiir j =2,...,n gilt
f(ej) = flejier), da e; = ej1e
=ej1f(e1), da f A-linear
=ej1e1dy , wie eben gezeigt
=e;d;.
Es folgt f = rq, , da f durch die Werte f(e1),. .., f(en) eindeutig bestimmt
ist. O

1.10 Eindeutigkeitssatz
Satz. Sind D und E Schiefkorper und gilt
Myscn (D) = Mpxm (E),
soist D~ F undm=mn.
Beweis. Seien A := M,,»,(D) und B := M, xm(E), sowie ¢: A = B ein
Ringisomorphismus. Dann ist E™ ein A-Modul vermoge
aw :=p(a)w Va€ A weE™.

Da E™ nach 1.9 ein einfacher B-Modul ist, ist E™ auch einfach als A-
Modul. Nach Satz 1.8 sind alle einfachen A-Moduln # (0) isomorph, und
es folgt

E°® ~ Endg E™ nach 1.9
~ Ends E™ vermoge p: A 5 B
~ Endy D" nach Satz 1.8
~ DP nach 1.9.
Es folgt E ~ D und m? = dimg B = dimp A =n?, alsom =n. O
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22 1 Struktursatz von Wedderburn

1.11 Struktursatz von Wedderburn (1907)

Satz. Sei A eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Dann gibt es
genau einn € N und bis auf Isomorphie genau einen Schiefkorper D iber K
so, dass A ~ M,,xn(D) gilt.

Beweis. Dies folgt direkt aus 1.7 und 1.10. O

1.12 Ubungsaufgaben 3-5

Aufgabe 3.
Sei A ein Ring.

a) Essei A, aufgefasst als A-Rechtsmodul, mit A, bezeichnet. Man zeige,
dass es eine kanonische A-Modulisomorphie A — Enda A, gibt.

b) Man zeige, dass es eine kanonische Ringisomorphie A°? — Endy4 gibt,
wenn man A als A-Linksmodul auffasst.

Aufgabe 4.
Sei D ein Schiefkorper, und sei V' ein n-dimensionaler D-Linksvektorraum.
In Analogie zu 1.3 konstruiere man einen Ringisomorphismus

Endp V — My, xn(D°P).

Aufgabe 5.
Sei A ein Ring. Es sei A, aufgefasst als A-Linksmodul, mit A, bezeichnet.
Man zeige: Ist Ay ein einfacher A-Modul, so ist A ein Schiefkorper.
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2 Zentrum und Zentralisator 23

2 Zentrum und Zentralisator

Sei K ein Korper.

2.1 Zentrale Algebren
Fiir einen Ring A ist das Zentrum Z(A) definiert als

’Z(A) ::{m€A|xa:axVa€A}‘.

Dann ist Z(A) ein kommutativer Unterring von A . Ist A eine K-Algebra, so
gilt K C Z(A) nach Definition 1.1(i) und Bemerkung 1.1. Eine K-Algebra A
heifit zentral, falls K = Z(A) gilt.

2.2 Das Zentrum eines Matrizenringes

Satz. Sei D ein Schiefkorper. Dann ist das Zentrum Z(D) ein Kérper,
und die Inklusion

2(D) — Z(Myn(D), w( ) ,

ist surjektiv fir alle m € N. Also gilt Z(M,xn(D)) = Z(D).
Beweis. Sei z # 0 in Z(D). Fiir d # 0 in D ist dann

de™! = (xzd )1 denn (zd™)(dz™')=11in D
= (dtz)! denn z € Z(D)
=2 'd denn (d~'z)(xz~'d) =1 in D,

also 71 € Z(D). Daher ist Z(D) ein Korper.

Sei A= Man(D) ,und sei a = (ai]‘>1giﬂ<n S Z(A) . Wir zeigen, dass a1
Urbild von « ist.

Sei e;; die Matrix mit lauter Nullen aufler einer Eins an der Stelle (3, j).
Fir 1 <i4,j <ngilt dann e;;a = ae;;, da a € Z(A). Es folgt a;; = a,; fir
alle 7,7 und a;; = 0 fiir < # j, also

aii 0 1 0
a = =an .
0 a1 0 1
Es ist ay; € Z(D),daa € Z(A). O
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24 2 Zentrum und Zentralisator

2.3 Das Zentrum einer einfachen Algebra

Satz. Sei A eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Dann ist das
Zentrum Z(A) ein Korper, der K enthdlt.

Beweis. Nach dem Struktursatz von Wedderburn ist A ~ M,,«, (D) mit
einem Schiefkérper D und einem n € IN. Aus 2.2 folgt, dass Z(A) ein
Korper ist. Mit Hilfe von Bemerkung 1.1 erhalten wir K — Z(A). O

2.4 Tensorprodukt von Algebren

Sei R ein kommutativer Ring, M ein R-Rechtsmodul und N ein R-Links-
modul. Das in Algebra 10.7 und 10.8 eingefiihrte Tensorprodukt M ® g N ist
ein R-Modul, der von Elementen der Form m®mn mit m € M und n € N er-
zeugt wird. Jedes Element 2 € M ®g N ist also (in nicht eindeutiger Weise)
darstellbar als eine endliche Summe z = Zl m; @n; mit m; € M, n; € N .
Es gelten die Regeln

(m+m)@n=me@n+m' @n
men+n)=men+men

mren=mern=:r(m®®n)

fiir alle m,m’ € M,n,n’ € N,r € R.

Universelle Eigenschaft des Tensorprodukts

Jede R-bilineare Abbildung v: M x N — P in einen R-Modul P mit der
Eigenschaft

(1) "y(mr,n):'y(m,rn) fir alle me M,ne N,r € R

induziert eine eindeutig bestimmte R-lineare Abbildung g: M ® g N — P
mit
glm®n) =~y(m,n) firalleme M, ne N.

Folgendes Digramm ist also kommutativ:

ol

M x N P

\ 3

M &gz N

wobei t(m,n) =m®n.
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Mit Hilfe der universellen Eigenschaft lassen sich leicht Homomorphismen
M ®r N — P konstruieren. Zum Beispiel hat die bilineare Abbildung
v: M xR — M, (m,r)— mr, die Eigenschaft (1). Also gibt es genau eine
R-lineare Abbildung

(2) ¢g:M®rR— Mmit glm®r)=mrfiralleme M,re€R.

Diese ist bijektiv mit Umkehrabbildung M — M ®g R, m — m®1. Analog
erhélt man R-Modulisomorphismen

(3) R®r N — N, r@n—rn,
(4) M®rN—>NQgM, m@n—nem.
Satz.

Sei K ein Korper, und A, B seien K -Algebren. Dann ist das Tensorprodukt
A®gk B eine K-Algebra mit Finselement 1 ®@ 1 und der Multiplikation

(a®b)(a @b)=ad @bV  fiir alle a,a’ € A, b,b' € B.

Beweis. Die Abbildung AxA — A, (a,a’) — ad’, ist bilinear und erfiillt die
Gleichung (1). Daher gibt es eine eindeutig bestimmte K-lineare Abbildung

pa: A A— A, mit pa(a®a)=ad fir alle a,a’ € A.
Ferner hat man nach (4) einen K-Vektorraumisomorphismus
h: (A®k B) ®k (A®k B) — (A®Kk A) ®k (B Qk B)

mit h((a®b) ® (a' @V)) = (a®ad) @ (bRV) fiir alle a,a’ € A, b, € B.
Durch folgende Definition eines Produktes wird A ® ¢ B zu einem Ring:

z-y=(ua®@pup)(h(zr®y)) fir alle v,y € A®g B.

Da die Abbildung K — AQk B, A — 1® A-1, ihre Werte im Zentrum von
A ®k B hat, ist A @ B eine K-Algebra, und die Behauptung folgt. [

Es gibt noch folgende K-Algebraisomorphien, deren Beweis in den Ubungen
behandelt wird:

(5) ARk Mnxn(K) = Mnxn(A)a

(6) M’I‘X’I”(K) ®K Mnxn(K) ~ Mnxn(MrXr(K)) ~ Mnrxn'r‘(K) .
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26 2 Zentrum und Zentralisator

2.5 Der Zentralisator eines Tensorproduktes

Sei A ein Ring, und sei A’ ein Unterring von A . Dann ist der Zentralisator
von A’ in A definiert durch

’ZA(A’) ={a€A|da=uad Vd' € A"}

Es ist Z4(A) = Z(A) gerade das Zentrum von A.

Satz. Gegeben seien K-Algebren A, A',B,B’ mit A’ C A und B’ C B.
Dann ist

| Zasin(A ©k B') = Za(A) &k Z5(B))|.

Insbesondere gilt:

] Z(A®g B) = Z(A) @k Z(B) \

endl.
Beweis. ,0%: Seix € Z4(A") @k Zp(B’), also z = ) a; ® b; mit

a; € Za(A) und by € Zp(B'). Z
Zu zeigen: yr = xyVy € A’ @ B'. Fir y = enfjl'ag ® b mit a; € A’
und b € B’ folgt ’
yr = Za;ai ® b;bi = Zaia; ® bib; =zxy.
i 0.
Also gilt x € Zag (A" @Kk B').

endl.
WC“ Seix € Zag, (A @K B'). Zuzeigen: x = Y ¢;®b; mit ¢; € Z4(A4")

und b; € Zg(B’).

Sei (e;)jes , wobei J eine Indexmenge sei, eine Basis von B iiber K .
Nach Algebra 10.11 gilt dann A ®x B 2 z = >, ;a; ® e; mit
eindeutig bestimmten a; € A, von denen nur endlich viele ungleich 0
sind. Fiir alle a € A’ folgt

Yaa;@ej=(@@)r=2(a®1), daze B, (A @k B)
J

= g a;ja®e;.
J

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung folgt aa; = aja Vj, und
also a; € Z4(A) Vj.
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Waihle eine Basis (¢;)icr von Z4(A’) iiber K und schreibe jedes a;
als K-Linearkombination der ¢;. Dann folgt ¢; € Z4(A’') und x =
> ¢; ® b; mit eindeutig bestimmten b; € B (vgl. Algebra 10.11).

Fiir jedes b € B’ folgt analog wie oben
daebh=(10br=c(10b) =Y ¢obb,
und also b; € Zg(B’) Vi.

2.6 Tensorprodukt von einfachen Algebren

Das Tensorprodukt zweier einfacher K-Algebren ist nicht notwendig eine
einfache K-Algebra. Zum Beispiel ist C eine einfache R-~Algebra, aber das
Tensorprodukt C ®p C ist nicht einfach, denn z = i ® 1+ 1®i mit 52 = —1
ist ein Nullteiler, da

z 1®1-1®1i) =0

#0 £0
gilt, und erzeugt daher ein echtes Ideal # (0) in C @i C. Es gilt aber:

Satz.
Sind A, B einfache K-Algebren, und ist wenigstens eine der beiden zentral,
so ist ARk B eine einfache K-Algebra.

Beweis. Da A ®kg B ~ B ®k A gilt, konnen wir ohne Einschriankung an-
nehmen, dass A zentral ist. Sei I # (0) ein zweiseitiges Ideal in A @ B.
Zu zeigen: I = A®g B. Jedes x # 0 in I ldsst sich schreiben als

.Z‘:iai(@bi
=1

mit linear unabhéngigen b1, ...,b,, € B und eindeutig bestimmten a; € A,
vgl. Algebra 10.11.

Wihle ein z # 0 in I mit kleinstméglichem m € IN. Ohne Einschrinkung
konnen wir annehmen, dass a; = 1 gilt: Da A einfach ist und Aa; A ein
zweiseitiges Ideal # (0) in A ist, folgt Aa; A = A. Daher gibt es ¢;, ¢} € A

endl.
mit 1 = > cjaic}, und mit z ist auch
J

m

O#x’:zz chaicg ®bi:Z(cj®1)x(c;®1)€I.
J

i=1 j
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Behauptung. m=1.
Beweis. Angenommen, m > 1. Dann ist as € A\ K, denn andernfalls wire
a1 ®@b1+a2 @by =1®b1 +1®azby =1® (b1 + azb),

und man hétte eine Darstellung von x mit weniger als m Summanden im
Widerspruch zur Minimalitdt von m. Da A zentral ist, gibt es also ein
z € A mit asz # zas . Da I ein zweiseitiges Ideal in A ® g B ist, enthélt [
das Element

m m

elzx—2(z1) = Zzai®b¢ —Zaiz@)bi

i=1 i=1
= (2-1-1-2)®b1 + (za2 — azz) & bs
=1 —_—— —_———

a;=1

=0 7&0
m
+ Z(zai —a;z) ®b;.
i=3
Dies ist ungleich 0, da b1, ...,b,, linear unabhéingig sind, und es hat eine
kiirzere Lénge als  im Widerspruch zur Minimalitdt von m . O

Es ist also x =1®b; # 0 in I. Da B einfach ist, ist BbyB = B und also
1= 5 djbud) it dy, ;€ B
Dannjist mit £ = 1 ® by auch
d(ed)lebh)(led)=101cI,
J
und es folgt I = A®K B. O

2.7 Tensorprodukt von zentralen einfachen Algebren

Satz. (a) Das Tensorprodukt endlich vieler zentraler K-Algebren ist eine
zentrale K-Algebra.

(b) Das Tensorprodukt endlich vieler zentraler einfacher K-Algebren ist
eine zentrale einfache K-Algebra.

Beweis. Seien A, B zentrale K-Algebren. Dann ist

Z(A®k B) = Z(A) o Z(B) = K ©x K = K (vl 21 und 2.4(3)).

Sind A, B zusiitzlich einfach, so ist A ® ¢ B eine einfache K-Algebra nach
2.6. Mit einer Induktion erhilt man nun den Satz. O
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2.8 Beispiele fiir zentrale einfache K-Algebren
1) My xn(K) fiir jedes n € IN (insbesondere auch K selbst).

2) M,,xn(D) fiir jeden zentralen Schiefkérper D iiber K und jedes n € IN
nach Satz 1.6 und 2.2.

3) Endg V fiir jeden endlich-dimensionalen K-Vektorraum V nach 1) und
1.3. Allgemeiner auch Endp V nach 2) und 1.3.

2.9 Ubungsaufgaben 6-9

Aufgabe 6.
Es seien A, B Ringe mit B C A, und es sei

Za(B)={ac Alab=baVbe B}
der Zentralisator von B in A. Man zeige:
(i) Z4(B) ist ein Unterring von A.
(i) B C Z4(B) < B ist kommutativ.
(iii) B = Z4(B) < B ist maximal kommutativer Unterring von A.
(iv) Ist B eine K-Algebra und F = Endg B, so gilt: Zg(¢(B)) = r(B°P),

wobei r: B — E, b (rp: © — xb)
und £: B — E, b— ({ : x — bx) gelte.

Aufgabe 7.
Sei D ein endlich dimensionaler Schiefkérper iiber K |, und sei V ein endlich-
dimensionaler D-Vektorraum. Man beweise die Formel

Aufgabe 8.
Sei L eine Korpererweiterung von K , und sei A eine endlich-dimensionale
K-Algebra. Man beweise die Formel

Aufgabe 9.
Sei A eine K-Algebra. Man zeige, dass es K-Algebraisomorphien

(b) M (K) @K Mpscn(K) = Mpson (Mescr (K)) = Mppsonr (K)
fiir r,n € IN gibt.
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3 Definition der Brauergruppe von K

Sei weiterhin K ein Korper.

3.1 Niitzlicher Hilfssatz

Lemma. Sei A ein einfacher Ring, und sei B ein beliebiger Ring. Dann
ist jeder Ringhomomorphismus f: A — B injektiv.

Beweis. kern f ist ein zweiseitiges Ideal in A. Da f(1) = 1 # 0 ist, ist
kern f # A. Also folgt kern f = (0) , da A einfach ist, vgl. Definition 1.6. [

3.2 Definition einer Azumaya-Algebra

Wir nennen eine endlich-dimensionale, zentrale, einfache K-Algebra eine
Azumaya-Algebra tiber K.

Dieser Begriff wird in der neueren Literatur haufig benutzt — einmal wegen
der kiirzeren Sprechweise und zum anderen, weil G. AZUMAYA 1951 mit
seiner Arbeit [1] den Grundstein fiir die Definition der Brauergruppe eines
kommutativen Ringes legte.

3.3 Das Tensorprodukt von A und A°P

Sei A eine K-Algebra. Mit Hilfe der universellen Eigenschaft des Tensor-
produkts (vgl. 2.4) zeigt man, dass es eine K-lineare Abbildung

0: AQk A°® — Endg A gibt, die

{A—>A,
a®b—

T — axb

fiir alle a € A, b € AP erfiillt. Es ist o(1® 1) = id, und p ist multiplikativ,
denn fiir alle a,a’,z € A und b, b’ € A°P gilt

o((a®b)(a’ @V'))(x) = (e(aa’ @ b'd))(x) = aad'zb'b,
o(a®b)(o(d @V)(x)) = o(a®b)(a’'zb') = ad’xb'b.

Satz.
Fiir eine Azumaya-Algebra A dber K ist der K-Algebrahomomorphismus

0: AQkg A°® -5 Endg A, a®b— (xz +— axb),

bijektiv. Insbesondere gilt

A@x A% = My (K) | mit m = dim A.
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Beweis. Nach Satz 2.6 ist A @ ¢ A°P eine einfache K-Algebra, und daher
ist o nach 3.1 injektiv.

Da es eine K-Algebraisomorphie Endg A ~ M, xm(K) mit m = dimg A
nach 1.3 gibt, folgt

dimg (Endg A) = m? = (dimg A)(dimg A°P) = dimg (A @ A°P)

nach Algebra 10.11(3). Also ist g surjektiv, vgl. z. B. AGLA 4.8. O

3.4 Ahnlichkeit (oder Brauer-Aquivalenz)

Seien A, B Azumaya-Algebren iiber K . Dann heiflen A und B dhnlich (in
Zeichen: A ~ B), wenn es n,m € IN so gibt, dass gilt:

’A@K Mnxn(K) ~ B®g mem(K) ‘

Es ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge der Isomorphieklassen von
Azumaya-Algebren, denn

A~ A (dabeiist n=m =1)
A~B= B~A (klar)
A~B, BrnC= A~C.

Beweis der Transitivitit. Es gelte A @ gk My, xn(K) ~ B @k Myxm (K)
und B ® g Miyxi(K) ~ C @k Moy (K). Dann ist

A @k Mugksnk(K) ~ A®k Mywn(K) @k Mgxr(K) mnach 2.4(6)
~ B ®k Mpxm(K) @k Mg (K) nach Voraussetzung
~ B®kg Mgxi(K) @x Myxm(K) nach 2.4(4)
~ C @k Mymxem(K) nach Voraussetzung und 2.4(6).

O

Bemerkung. Nach 1.11 und 2.2 gibt es eindeutige Darstellungen

A~ M, (D)| und |B =~ M;xs(D")

mit 7, s € IN und zentralen Schiefkérpern D, D’ iiber K . Es gilt

|[A~B<=D~D|
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Beweis. ,—"“: A~ B = A®kg Myuxn(K) ~ Bk My,xm(K)
— Mnrxnr(D) >~ Msmxsm(D/) ﬁg D~D".

”<:“: D ~ D/ =D QK Mrsxrs(K) A D/ XK Mrsxrs(K)
— A®x Myus(K) = B@g Myyp(K) = B~ A.
O

Bis auf K-Algebraisomorphie gibt es also in jeder Aquivalenzklasse genau
einen Schiefkorper D .

Folgerung.

und ’dimKAzdimKB‘ = A~ DB|.

Beweis. Ist A~ B, so folgt A ~ M, (D) und B ~ M,xs(D) mit demsel-
ben Schiefkérper D, und wegen dimyg A = dimg B folgt r = s. O

3.5 Die Brauergruppe Br(K)

Sei [A] := {B | B ~ A} die Aquivalenzklasse einer Azumaya-Algebra A
iiber K . Dann ist die Multiplikation

[A] - [B] := [A@k B
wohldefiniert, denn nach 2.4 (4) und (6) gilt

Die Multiplikation ist assoziativ, kommutativ und hat [K] als Einselement.
Zu jeder Klasse [A] gehort nach Satz 3.3 die inverse Klasse [A°P] = [4] 71,
Die Ahnlichkeitsklassen von Azumaya-Algebren iiber K bilden also eine
kommutative Gruppe, genannt Brauergruppe von K. Wir schreiben Br(K) .

3.6 Die Brauergruppe eines algebraisch abgeschlosse-
nen Korpers

Satz. Sei K algebraisch abgeschlossen, und sei D ein Schiefkdrper tiber K
mit dimg D =:n < 0co. Dann ist D = K . Insbesondere ist Br(K) = {1} .

Beweis. Sei x € D. Dann erzeugt x nach 5.3 unten einen Kérper K(z) C
D . Die Korpererweiterung K (x) ist algebraisch iiber K nach Algebra 12.1.
Da K algebraisch abgeschlossen ist, folgt K (z) = K fiir jedes x € D . Also
gilt D=K. O
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Bemerkung. Aus dem Satz folgt, dass es keinen echten Schiefkérper iiber
C gibt. Also kann der in Kapitel 0 eingefiihrte Quaternionenschiefkérper H
iiber R keine C-Algebra sein. (Man iiberpriife dieses.)

3.7 Funktorielles Verhalten

Satz. Sei L eine Kérpererweiterung von K . Ist A eine Azumaya-Algebra
iber K, so ist A @k L eine Azumaya-Algebra iber L, und es gibt einen
Gruppenhomomorphismus

rp/k: Br(K) — Br(L), [A] — [A®k L].
Dabei gilt v,/ = rr/a © "ary i fiir Korpererweiterungen K C M C L.
Beweis. Vermoge der Einbettung L — A®g L, A— 1® A, wird A®k L
zu einer L-Algebra. Es gilt
Z(A@KL);—E)Z(A)®KZ(L) = K®gL=1L,

A zentral

und also ist A ®k L eine zentrale L-Algebra. Nach Satz 2.6 ist A @ L
eine einfache K-Algebra und daher auch eine einfache L-Algebra. Es ist
dimy(A®k L) Nafbe 8 dimg A < 0o. Es folgt [A®k L] € Br(L).
ufgabe
Die Abbildung rp g ist multiplikativ, denn es gilt
(A®xk B)®@g L~ (A®Kk L)®r (B®k L), vgl. 2.4 (3).

Setzt man hierin B = M,,», (K) ein, so sieht man, dass 77, auch wohlde-
finiert ist, da My, xn (K) @k L ~ M, x,(L) gilt, vgl. 2.4 (5).
Da A®k L~ (A®kg M) ®) L gilt, folgt die letzte Behauptung. O
Bemerkung. Der Homomorphismus

rp/k: Br(K) — Br(L), [A] — [A®k L],
ist im Allgemeinen weder injektiv noch surjektiv.

Beispiel. Ist Br(K) # {1} und K ein algebraischer Abschluss von K,

so ist rg, gt Br(K) — Br(X) nicht injektiv nach 3.6. Insbesondere ist
re/r: Br(R) — Br(C) nicht injektiv.

Definition. 1. Der Homomorphismus 7,k wird Restriktion genannt.
2. Ist [A] € kern(rr /), so heiBt L Zerfdillungskéorper von A .
Ist L Zerfallungskérper von A, so ist A ® x L € [L] und also
A®g L ~Mpyxn(L)

mit einem n € IN.
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3.8 Charakterisierung von Azumaya-Algebren

Satz.

Sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) A ist eine zentrale einfache K-Algebra.

(ii) FEs gibt eine K-Algebraisomorphie A ~ M, «m (D) mit einem zentra-
len Schiefkorper D iiber K und einem m € IN .

(iii) Es gibt eine K-Algebraisomorphie
A@kg A S Endg A, a® b (z +— axb).
(iv) Es gibt eine K-Algebraisomorphie AQ g K ~ My, (K) fiir einn € IN,
wobei K ein algebraischer Abschluss von K ist.

(v) Es gibt einen Korper L D K und eine L-Algebraisomorphie
ARk L ~M,x,(L) fir einnelN.

Beweis. (1)<=>(ii): Nach 1.7, 2.2 und Satz 1.6.
(i)==(iii): Nach Satz 3.3.

(ili)==-(i): Nach (iii) gibt es nach Wahl einer Basis von A iiber K einen
Isomorphismus

0: A®y AP 5 M,y (K)

a 0

so, dass p(a®1) = ( > fiir alle @ € A gilt. Da M, »,(K) einfach
0 a

ist, ist also auch A einfach, vgl. Aufgabe 10. Fiir jedes a € Z(A) gilt

0@ 1€ Z(A) oK Z(A%) = Z(AoK A™)

~ ZM,x-(K)) = K )
] 2.2

0 1
0

Es folgt a € K wegen p(a® 1) = (a
0 a

) € M,y (K). Also ist A

eine zentrale K-Algebra.
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(i)==(iv): Nach (i) und 3.7 ist A® Kf? eine zentrale, einfache K-Algebra,
und also gilt A®@s K =~ M;,x,,(D) mit einem (endlich-dimensionalen)
Schiefkérper D iiber K, vgl. 1.7. Nach 3.6 ist D = K .

(iv)=>(v): Trivial (nimm L = K ).

(v)=(i): Es gilt

Z(A)@k L=Z(A) @k Z(L) = Z(A®k L) = Z(Muxn(L)) = L.
Mit Hilfe von Aufgabe 8 folgt 1 = dimp,(Z(A) ®k L) = dimg Z(A)
und also K = Z(A).

Nach (v) und Satz 1.6 ist A @ L ~ M, x,(L) ein einfacher Ring
und also eine einfache K-Algebra. Daher ist auch A einfach nach

Aufgabe 10.
O

3.9 Die Dimension einer Azumaya-Algebra

Aus 3.8 ergibt sich sofort die folgende Erkenntnis.

Satz.

Die Dimension einer Azumaya-Algebra A diber K ist eine Quadratzahl, d. h.
es gibt ein n € IN mit dimgx A = n?. Insbesondere ist die Dimension eines
Schiefkorpers iiber seinem Zentrum eine Quadratzahl oder oo .

Beweis. Nach 3.8 (i)=(v) gibt es eine Korpererweiterung L von K so,
dass A ®g L ~ M« (L) fiir ein n € N gilt.
Es folgt dimgx A = dimp (A ®x L) = dimp My, xn (L) = n?. O

3.10 Der Index teilt den Grad
Die Zahl n aus Satz 3.9 heifit der Grad von A . Es ist also

gradg A = /dimg A.

Hierbei ist A eine Azumaya-Algebra iiber K und also A ~ M, x., (D) mit
einem zentralen Schiefkérper D iiber K , vgl. 3.8 (i)==(ii). Nach 1.10 ist
D bis auf K-Algebraisomorphie eindeutig bestimmt. Der Indez indg A ist
definiert als

indg A := +/dimg D .
Es gilt grad, A = \/dimK My xm(D) =m - indg A und also
indg A | grady A.
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Beispiel. ind%(4 ®x K) = 1 nach 3.8 (i)=(iv).

Allgemeiner gilt: Der Index wird bei Korpererweiterungen kleiner oder
bleibt gleich.

3.11 Ubungsaufgaben 10-12

Aufgabe 10.

Seien A und B zwei K-Algebren, deren Tensorprodukt A® x B eine einfache
K-Algebra sei. Man zeige, dass dann auch A und B einfache K-Algebren
sind.

Aufgabe 11.

Sei K ein algebraischer Abschluss von K, und sei A eine Azumaya-Algebra
iiber K. Nach 3.8 gibt es eine K-Algebraisomorphie A ®x K ~ M, (K)
mit einem n € IN.

Man folgere hieraus, dass es eine endliche Korpererweiterung L von K so
gibt, dass A @k L ~ M, «, (L) gilt.

Aufgabe 12.

Sei A eine Azumaya-Algebra iiber K, also A ~ M, (D) mit einem r € N
und einem zentralen Schiefkérper D iiber K. Man zeige fiir eine beliebige
Korpererweiterung L von K :

(a) indp(A®gk L) ist ein Teiler von indg A.

(b) indp(A®k L)=indgkA <= D ®k L ist ein Schiefkorper.
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4 Der Satz von Skolem-Noether
und der Zentralisatorsatz

Sei K ein Korper.

4.1 Ein Modullemma

Lemma.
Sei C' eine endlich-dimensionale einfache K-Algebra. Sind M und M’ zwe:
C-Moduln mit dimyg M = dimg M’ < oo, so sind M und M’ isomorph.

Beweis. Wihle ein minimales Linksideal I # (0) in C', vgl. 1.4.
Behauptung. Esgibtemn e Nmit M ~I"=1&---B 1.
—_——

n Summanden

endl.

Beweis. Esist IC ={ Y x;c; | x; € I, ¢; € C'} ein zweiseitiges Ideal # (0)

in C, da I ein Linksideal # (0) in C ist. Da C einfach ist, folgt IC = C
und also

M =CM, da M ein C-Linksmodul
=I1CM, daIC=C
=1IM, da CM = M.

Fiir jede K-Basis {v1,...,vn} von M gilt also M = Tvy +- - -+ [v,, . Wéhle
n minimal so, dass M = [wy + - - - + [w, mit wy,...,w, € M. Dann ist

n
e: I" > M, (x1,...,2,) Hinwi

surjektiv.
Sei p(x1,...,2,) = Z zw; = 0. Zeige z; = 0 fiir alle i = 1,.

Angenommen es 1st :1:7 # 0 fiir ein 7, etwa fiir 4 = 1. Dann ist C’xl =17,da
I minimales Linksideal ist und also le Criwy C Crowg+-- -+ anwn

wegen riwip = —ToWsg — - -+ — TpWy, gilt.
Es folgt Twy, C Twy + -+ + Tw, im Widerspruch zur Minimalitit von n .
Also ist ¢ injektiv, und die Behauptung folgt. O

Analog ist M’ ~ I" mit einem r € IN. Wegen dimxg M = dimg M’ folgt
r=mnund also M ~ M. O
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4.2 Der Satz von Skolem-Noether

Satz.

Sei A eine Azumaya-Algebra iber K |, und sei B eine endlich-dimensionale
einfache K-Algebra. Sind f,g: B — A zwei K-Algebrahomomorphismen,
so gibt es eine Finheit u € A* so, dass gilt:

]g(b) =uf(b)u~" fir allebe B|.

Beweis. Sei C' = B ®g A°P . Dann ist auf A eine C-Modulstruktur durch
(1) (b®a')-a:= f(b)ad Ya,a' € A, bec B

gegeben. Schreibe fiir diesen C-Modul Ay . Entsprechend ist A ein C-Modul
Ay mit

(2) (b®d) a:=g(b)ad Va,a' € A,be B.

Nach Voraussetzung und Satz 2.6 ist C' eine endlich-dimensionale einfache

K-Algebra. Nach 4.1 gibt es einen C-Modulisomorphismus h: A; — A, .
Setze u := h(1). Dann gilt:

h(a) = h(f(1)1a) da f(1) =1
=h((l®a)-1), nach (1)
=(1®a)-h(1), da h C-linear
=g(1)h(1)a nach (2)

=ua YaecA.
Speziell fiir a = f(b) folgt
uf(b) = h(f(b)) = h((b@1)-1) = (b©1)-h(l) = g(b)u.
Es ist nur noch zu zeigen, dass u invertierbar ist. Wie oben gezeigt, gilt
h(a) = ua VaeA.

Da h bijektiv ist, gibt es ein v € A mit h(v) = 1. Es folgt 1 = h(v) = wv und
also h(vu) = u(vu) = (ww)u = v = h(1). Da h injektiv ist, folgt vu = 1.
Also ist v =u"1. O

4.3 Satz iiber innere Automorphismen

Sei A eine K-Algebra. Dann heifit ein K-Algebraautomorphismus g: A — A
ein innerer Automorphismus, falls es ein u € A* so gibt, dass g(a) = uau™!
fiir alle a € A gilt.
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Satz.
Ist A eine Azumaya-Algebra tiber K , so ist jeder K-Algebrahomomorphis-
mus g: A — A ein innerer Automorphismus.

Beweis. Nach 3.1 ist g injektiv und daher aus Dimensionsgriinden surjektiv.

Wende nun 4.2 mit B = A und f =id an. O

4.4 Einfachheit des Zentralisators
Fiir eine Unteralgebra B einer K-Algebra A ist durch

Za(B):={a€ A|ba=abVbe B}

der Zentralisator von B in A definiert.

Es ist Z4(B) eine K-Algebra, und es gilt Z4(K) = A nach Definition 1.1.
Ist A eine Azumaya-Algebra iiber K, so gibt es nach Satz 3.8 eine K-
Algebraisomorphie

’A@K A% ~ My (K) mit m = dimKA‘.

Wir folgern nun aus dem Satz von Skolem-Noether 4.3, dass allgemeiner
folgendes Lemma gilt:

Lemma.
Sei B eine einfache Unteralgebra einer Azumaya-Algebra A diber K . Dann
gibt es einen K -Algebraisomorphismus

0: AQyg BP? 5 Z4(B) @k Mpxn(K) mitn =dimg B|.

Insbesondere ist Z4(B) eine einfache K-Algebra mit Zentrum
Z(24(B)) = 2(B).

Ferner gilt: Ist B kommutativ, also B C Z4(B), so ist o(1®b) =b®1 fiir
allebe B.

Beweis. Sei E := Endg B. Es ist dann K vermoége K — E, A — Alg,
in F eingebettet. Da B einfach ist, sind die K-Algebrahomomorphismen

B B,

T — xb

B4 B

T — bx

ﬁzBﬂE,bH{ ’undr:BOpHE,bH{
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nach 3.1 injektiv, und es folgt

A®g B ~ A®k r(BP)
=A®k Zr({(B)) nach Aufgabe 6
= Z,(K)®k Zp(l(B)), da A= Z,4(K)
= Zag (K ®k ¢(B)) nach 2.5

~ ZagB(BRK K) nach der Behauptung unten
= Z4(B)®k Zp(K)  nach 2.5
:ZA(B) R E, da ZE(K):E

~ Z4(B) @k Myuxn(K) mit n=dimg B, da E = Endg B

Insbesondere ist Z4(B) ® xk My x»(K) einfach, da A ® ¢ B°P nach Satz 2.6
einfach ist. Daher folgt aus Aufgabe 10, dass Z4(B) einfach ist. AuBerdem
folgt

Z(24(B)) ~ 2(24(B)) @k Z(Mnxn(K)),  da ZMpxn(K)) = K
= 2(24(B) @k Mpxn(K)) nach 2.5
~ Z(A®g B), wie oben gezeigt
= Z(A) @k Z(B) nach 2.5
= K ®k Z(B°P), da A zentral
~ Z(B).

Da Z(B) C Z(24(B)) ist, folgt Z(B) = Z(Z4(B)).

Zeige nun, wie oben angekiindigt:
Behauptung. Z4g, r(K Qk ¢(B)) ~ Zag, (B K K).

Beweis. Es ist A ® ¢ F eine Azumaya-Algebra iiber K .
Definiere f,g: B — A®k E durch f(b) =b® 1g und g(b) = 1 ® ¢, fiir alle
b € B. Dann gilt
Zawrp(K @k {(B)) = Zag,r(9(B)), da K ®x {(B) = g(B)
= ZA®KE(uf(B)u 1) mit einem u € (A @k E)*
=uZag,e(f(B)u™' nach Aufgabe 14
~ Zroe(f(B)) durch Konjugation mit u™*
= Zige(BRx K), da f(B)=B®kK.

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



4.5 Der Zentralisatorsatz 41

Sei nun B kommutativ. Dann ist 1 ® £ € Zag, (K ®x ((B)) und
b®1l€ Zp9,5(BRxkK) VbeB,
und der Beweis der Behauptung ergibt

14 =g0b) =uf®u ' fb)=bx1p.

4.5 Der Zentralisatorsatz

Satz.
Sei A eine Azumaya-Algebra tiiber K |, und sei B eine einfache Unteralgebra
von A. Dann ist

|24(24(B)) = B|.

Ferner gilt: Ist B zentral, so ist Z4(B) eine Azumaya-Algebra tiber K , und
es gibt einen K-Algebraisomorphismus

p: ZA(B) XK B A

mit p(x ® b) = xb fiir alle x € Z4(B), b€ B.

Beweis. Nach Lemma 4.4 gilt fiir jede einfache Unteralgebra B von A die
Formel (dimg A)(dimg B) = (dimg Z4(B))(dimg B)? und also

(%) | dimy A = (dimg Z4(B))(dimg B) |.

Nach 4.4 ist Z4(B) eine einfache Unteralgebra von A. Anwendung von (x)
auf Z4(B) anstelle von B ergibt

dimg A = dimg (Z4(Z4(B)))(dimg Z4(B)).
Ein Vergleich mit (x) ergibt, dass
dimg B = dimg Z4(Z4(B))

gilt. Da B C Z4(Z4(B)) gilt, folgt Gleichheit.

Ist B zentral, so ist K = Z(B) & Z(Z4(B)), und also ist dann Z4(B)
eine Azumaya-Algebra iiber K. Es folgt aus Satz 2.6, dass Z4(B) ®k B
einfach ist. Nach 3.1 ist also ¢ injektiv, und aus (x) folgt dann, dass ¢ auch
surjektiv ist. O
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4.6 Anwendung von 4.5 auf Korpererweiterungen

Wir wenden den Zentralisatorsatz 4.5 auf den Fall an, dass die einfache
Unteralgebra B von A ein Korper ist.

Satz.

Sei L eine Korpererweiterung von K, und sei A eine Azumaya-Algebra
tber K, die L als Unteralgebra enthalte. Dann gibt es eine L-Algebraiso-
morphie

]A Ok L~ Z4(L) @ Myxn(L) mitn=dimg L \

Insbesondere ist der Zentralisator Z4(L) eine Azumaya-Algebra iber L,
und es gilt

[[A®x L] = [Za(L)] in Br(L)].

Beweis. Es gibt K-Algebraisomorphismen

ARk L~ Z4(L) @k Myxn(L) mit n =dimg L nach Lemma 4.4
~ Z4(L) ®r (L ®Kx Mpxn(K)) nach 2.4 (2)
~ ZA(L) ®L Myxa(L) nach 2.4 (5).

Da L kommutativ ist, gilt nach Lemma 4.4 hierbei
IASAR1ISARIL®1ISA®L VAel.
Es gibt also einen K-Algebraisomorphismus
Y: AQr L — Z4(L) @ Myxn(L) mit (1@A)=A®1 VAeL.
Fiir alle A € L und z € A ®g L folgt daher

YA -z) =9((1 @ Nx) kanonische Struktur
=1 Ny(x), da 7 multiplikativ
=A@ Dy(z)
=X-¢(x) kanonische Struktur.

Nach 3.7 ist A ® ¢ L eine Azumaya-Algebra iiber L, daher ist auch
ZA(L) ®L Myxn(L) eine solche. Nach Aufgabe 10 ist Z4(L) einfach, und
es gilt

Z(Z4(L)) = Z(L) =1L, da L kommutativ.

4.4

Also ist Z4(L) eine Azumaya-Algebra iiber L, und aus 3.4 folgt die letzte
Behauptung. O
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4.7 Eine Dimensionsbeziehung

Satz. Sei L eine Korpererweiterung von K, und sei A eine Azumaya-
Algebra iiber K, die L als K-Unteralgebra enthalte. Dann gelten:

(1) [24(1) = L] <+ |dimgx A= (dimg L)?].

(2) Ist eine der beiden Bedingungen in (1) erfillt, so ist [A®y L] = [L] in
Br(L) und also L ein Zerfillungskérper von A .

Beweis. 1) Da L kommutativ ist, gilt L C Z4(L). Es folgt 1), weil
dimg A = dlmL(A K L) = (dlmL ZA(L))(dlmK L)2 gilt.
Aufgabe 8 4.6
2) Nach Satz 4.6 ist [A @k L] = [Z4(L)] in Br(L). Hieraus folgt 2).
O

Beispiel. Seien K = R und A = H wie in Kapitel 0 definiert. Dann ist
dimg H = 4 = (dimg C)?,

also gilt nach dem Satz Zi(C) = C, und C ist Zerfillungskoérper von H,
also H®g C ~ Msy2(C).

Bemerkung. Sind A und L wie im Satz gegeben, so gilt:
Z4(L) = L = L ist ein maximaler Teilkérper von A
nach Aufgabe 6. Die Umkehrung gilt i. Allg. nicht, vgl. Aufgabe 15.

4.8 Ubungsaufgaben 13-15

Aufgabe 13.

Man beweise die folgenden Kiirzungssétze fiir Azumaya-Algebren A, B, C
iiber K:

(a) beziiglich K-Algebraisomorphie: A®g B ~ C®xB — A~C,
(b) beziiglich Ahnlichkeit: A®x B ~ C®x B = A~C.

Aufgabe 14.
Sei B ein Unterring eines Ringes A. Sei uBu™! = {ubu™! | b € B} fiir
u € A*. Man zeige, dass Za(uBu™!) = u Z4(B)u~! fiir jedes u € A* gilt.

Aufgabe 15.

In Aufgabe 6 wurde fiir Ringe B C A gezeigt: B maximal kommutativer
Unterring von A = B = Z4(B). Sei L eine Kérpererweiterung von K,
und sei A eine Azumaya-Algebra iiber K, die L als Unteralgebra enthal-
te. Man konstruiere ein Beispiel, aus dem ersichtlich ist, dass die folgende
Aussage im allgemeinen falsch ist:

L ist maximaler Teilkérper von A = L = Z4(L).
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5 Zerfiallungsk6rper und maximale
Teilko6rper

5.1 Der Begriff des Zerfallungskorpers

Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K, und sei A eine Azumaya-
Algebra iiber K .

Definition. 1) L heifit Zerfillungskdrper von A | falls
[A] € kern(rp k: Br(K) — Br(L), [B] — [B ®k L]) gilt.

2) Die relative Brauergruppe Br(L/K) ist definiert als
Br(L/K) :=kern(rp k) .

Bemerkung. Offenbar gilt:

(a) Ist L Zerfallungskorper von A | so ist L Zerfillungskorper von jeder zu
A ahnlichen Azumaya-Algebra iiber K .

(b) Ist L Zerfallungskorper von A, so ist jede Korpererweiterung L' von L
auch Zerfallungskorper von A, denn

A R L/ >~ (A RK L) XL L/ >~ Man(L) Xr, L/ >~ Man(L/) .

(c) Die relative Brauergruppe Br(L/K) ist eine Untergruppe der Brauer-
gruppe von K . Es ist

Br(L/K) = {[A] € Br(K) | [A®k L] = [L]} .

(d) Wir werden in 5.7 zeigen, dass A stets einen iiber K galoisschen Zer-
fallungskorper L (mit dimg L < 00) besitzt.

5.2 Maximal kommutative Unterringe
eines Schiefkorpers

Nach Aufgabe 6 ist ein Unterring B eines Ringes A genau dann maximal
kommutativ, wenn Z4(B) = B gilt. Dabei ist

Zis(B):={a€ Alab=0baVbe B}.

Satz. Sei S ein Unterring eines Schiefkdorpers D . Dann ist Zp(S) ein
Schiefkorper. Insbesondere ist jeder maximal kommautative Unterring von D
ewn Korper.
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Beweis. Sei x € Zp(S) mit z # 0. Dann besitzt = ein Inverses z71 € D,
da D ein Schiefkérper ist. Zu zeigen: z71 € Zp(S).

Esist zs = st Vs € S, da z € Zp(S). Multipliziere diese Gleichung von
links und von rechts mit z—!. Dann folgt sz™! = 27's Vs € S, und also
x71 € Zp(S). Daher ist Zp(9) ein Schiefkérper. Ist S maximal kommuta-
tiver Unterring von D, so ist S = Zp(.5) und also S ein Korper. O

5.3 Lemma iiber einfach erzeugte Teilkorper

Lemma. Sei D ein endlich-dimensionaler Schiefkorper iber K , und sei
L ein Zwischenkorper, also K C L C D. Dann erzeugt jedes x € Zp(L)
einen Korper L(z) . Insbesondere erzeugt jedes x € D einen Korper K(z) .

Beweis. Sei x € Zp(L). Dann ist die von z erzeugte L-Unteralgebra L[z]
von Zp(L) kommutativ (sie besteht aus allen endlichen Linearkombinatio-
nen Y Az’ mit \; € L).

Fiir jedes z € L[x] mit z # 0 ist die Abbildung ¢,: L[z] — L[z], y — zy,
L-linear. Sie ist injektiv, da L[z] als Unterring eines Schiefkérpers keine
nicht-trivialen Nullteiler besitzt. Aus Dimensionsgriinden ist £, daher auch
surjektiv. Es gibt also ein y € L[z] mit 1 = ¢,(y) = zy. Also ist L[z] ein
Korper (fiir den wir L(z) schreiben). Da Zp(K) = D ist, folgt die zweite
Behauptung. O

Folgerung. Seien L und D wie im Lemma gegeben. Dann gilt:

L=2Z2p(l)| <= ’ L ist mazimaler Teilkérper von D ‘

Beweis. ,,—>*“: folgt aus Aufgabe 6.

»<=%“ Da L kommutativ ist, gilt L C Zp(L). Jedes x € Zp(L)\ L wiirde
nach dem Lemma einen Teilkorper L(x) von D mit L & L(x) erzeugen

im Widerspruch zur Maximalitét von L.
O

5.4 Maximale TeilkOorper eines zentralen Schiefkérpers

Satz.

Sei D ein endlich-dimensionaler zentraler Schiefkorper iber K . Dann be-
sitzt D maximale Teilkorper, und jeder mazimale Teilkérper L von D ist
Zerfillungskdrper von D . Genauer gilt:

D®g L ~M,xn(L) mit n = dimg L und n® = dimg D |.
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Beweis. Da D endlich-dimensional iiber K ist, enthdlt D maximale Teil-
korper. Sei L ein solcher. Nach Folgerung 5.3 ist L = Zp(L), und also folgt
K = Z(D) C Zp(L) = L. Ferner folgt aus Satz 4.7, dass dimyg D = n?
mit n = dimg L gilt und L Zerfallungskorper von D ist.

Dies ergibt n? = dimz (D®g L) , also DR L ~ M,,xn (L), da L Zerfallungs-
korper von D ist. O

Korollar. Jede Azumaya-Algebra A dber K besitzt einen Zerfdllungskor-
per L mit dimg L = indg A .

Beweis. Es ist A ~ D mit einem zentralen Schiefkérper D iiber K (vgl.
3.8). Sei L ein maximaler Teilkorper von D . Dann ist L Zerfillungskorper
von A (vgl. 5.1(a)), und es gilt dimg L = v/dimg D TS indg A. O

5.5 Separable Elemente in D

Satz.
Sei D ein endlich-dimensionaler zentraler Schiefkdrper iber K mit D # K .
Dann besitzt D einen Teilkorper # K , der separabel iber K ist.

Beweis. Ist char K = 0, so ist jedes Element x € D separabel iiber K nach
Algebra 16.8(1). Da D # K ist, folgt die Behauptung aus Lemma 5.3.

Sei char K =: p > 0. Dann gibt es nach Aufgabe 16 zu jedem x € D ein
n > 0 so, dass 2P" separabel iiber K ist.

Angenommen: Jedes iiber K separable Element aus D liegt in K . Dann
gibt es ein d € D\ K mit d? € K nach Annahme. Wir zeigen unten folgende
Behauptung. Zu o: D — D, y +— dyd~—! gibt es ein Element ¢ € D mit
olc)=c+1.

Hieraus folgt der Satz, denn es ist ¢?” separabel iiber K fiir ein m € IV,
und also ¢*” € K nach Annahme. Dies ergibt

m

= a(c)pm =1+ c)pm =1+,
woraus der Widerspruch 0 = 1 folgt. O

Beweis der Behauptung. Sei7: D — D, y—o(y) —y.

Dann ist 7P(y) = 0Vy € D, da d? € K und da char K = p. Es ist aber
7(y) #0 fireiny € D,dade D\ K und K = Z(D).

Hieraus folgt: 37 € N und z € D mit 771 (2) = 0 und 77(2) # 0. Setze

c=7"12)1"(2)"! ‘
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Dann folgt

o(c)

a(r"H(2)a (T (2)7)

= () + 7@ )+ (2) T, dao(y) =T(y) +y
=0

=147 12)r(2)7!
=1l+c.

5.6 Existenz eines separablen Zerfillungskorpers

Satz.
Sei D ein endlich-dimensionaler zentraler Schiefkorper iber K . Dann be-
sitzt D einen mazimalen Teilkorper L, der separabel iber K ist. Dabei gilt

dimg D = (dimg L)?,
und L ist Zerfillungskdérper von D .

Beweis. Falls D = K, nimm L = K. Sei D # K . Dann besitzt D nach 5.5
einen Teilkérper # K | der separabel {iber K ist. Wihle einen Teilkérper L
von D, der K enthilt und maximal ist beziiglich der Eigenschaft: L ist
separabel iiber K .

Nach Satz 5.2 ist Zp(L) ein Schiefkorper iiber L, und nach 4.6 ist Zp(L)
zentral iiber L. Wére L G Zp(L), so wiirde Zp(L) nach 5.5 einen Teil-
korper # L enthalten, der separabel {iber L wire im Widerspruch zur Wahl
von L. Also ist Zp(L) = L und daher L ein maximaler Teilkérper von D .
Der Rest folgt nun aus Satz 4.7. O

5.7 Existenz eines galoisschen Zerfillungskorpers

Satz.
Sei A eine Azumaya-Algebra tiber K. Dann besitzt A einen iber K galois-
schen Zerfillungskérper L mit dimg L < co.

Beweis. Es ist [A] = [D] mit einem zentralen Schiefkérper D iiber K (vgl.
3.5, 3.8). Nach 5.6 und 5.1 (a) besitzt A einen separablen Zerfiallungskorper
L’ mit dimg L’ < oo. Bette L’ in eine (endliche) Galoiserweiterung L
von K ein (vgl. Algebra 15.9). Dann ist L Zerfillungskérper von A nach
5.1 (b). O
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5.8 Folgerung fiir die Brauergruppe
In 5.1 hatten wir die relative Brauergruppe Br(L/K) eingefiihrt:
Br(L/K)={[A] € Br(K)| A®x L~ L}.

Aus 5.7 folgt, dass sich die Bestimmung der Brauergruppe Br(K) auf die
Bestimmung aller relativen Untergruppen Br(L/K) zuriickfithren ldsst, wo-
bei L galoissch iiber K ist. Sei K ein algebraischer Abschluss von K .
Dann ist Br(K) = |J, Br(L/K) , wobei L alle (endlich) galoisschen Korper-

erweiterungen von K in K durchlduft.

5.9 Satz iiber endlich-dimensionale Zerfallungskorper

Nach 5.7 besitzt jede Azumaya-Algebra A einen iiber K (endlich) galois-
schen Zerfallungskorper L. Dieser lidsst sich i. Allg. nicht als Unterring
von A realisieren. Es gibt aber immer eine zu A dhnliche Azumaya-Algebra
B iiber K, die L als maximal kommutativen Unterring enthalt.

Satz.
Sei A eine Azumaya-Algebra iiber K , und sei L eine endliche Kérper-
erweiterung von K . Dann sind dquivalent:

(i) L ist Zerfillungskdrper von A .

(ii) L ist Unteralgebra einer Azumaya-Algebra B iiber K mit den FEigen-
schaften:
B~A und Zg(L)=1L.

(iii) L ist Unteralgebra einer Azumaya-Algebra B iiber K mit B ~ A und
dimK B = (dlmK L)2 .

Beweis. (1) = (ii) : Es ist A ~ M;,(D) mit einem zentralen Schief-
koérper D iiber K, vgl. 3.8. Sei I ein minimales Linksideal # (0)
in D°? @ g L (vgl. Bemerkung 1.4). Setze

| B i=Endperg (1) |-

Es ist D ® g K ~ D°P und also B ~ M, (D) mit m = dimp I
(vgl. Aufgabe 4). Hieraus folgt, dass B eine zu A #dhnliche Azumaya-
Algebra iiber K ist, vgl. Bemerkung 3.4 und 3.8.

Noch zu zeigen: L = Zp(L) . Bette L vermoge

I —1T

L— B, A—
z— (1@ Nz,
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in B ein. Wie leicht nachzurechnen ist (vgl. Aufgabe 17), gilt

]zB(L) = Endpore,. (1)

)

und also ist Zp(L) ein Schiefkérper nach dem Lemma von Schur 1.6
(da I # (0) minimal). In Br(L) gilt:

[L] = [B®k L], da L Zerfillungskérper von A ~ B
= [Z(L)] nach 4.6.

Da Zp(L) ein Schiefkorper ist, folgt L ~ Zp(L) nach Bemerkung 3.4.
Da L C Zg(L) ist, folgt nun L = Z5(L).

(il) = (iii) : Folgt aus 4.7. 1).
(iii)= (i) : Folgt aus 4.7. 2).

5.10 Ubungsaufgaben 16-19

Aufgabe 16.

Sei char K =: p > 0, und sei L = K(z) eine einfache algebraische Korper-
erweiterung von K . Man zeige, dass 2" separabel iiber K fiir ein n € IN
ist.

Hinweis: Unter dem Stichwort ,,inseparable Korpererweiterung® findet man
in Algebra-Biichern einen Loésungsweg.

Aufgabe 17.
Gegeben seien eine Korpererweiterung L von K, eine K-Algebra A und ein
Linksideal I # (0) in A®Qg L. Fiir A € Lseiligy : I — I, z — (1@ XNz, die
Linksmultiplikation mit 1@ in I, und es sei L vermoge L — B, A +— l1gy,
in

B :=Endag,x(I)

eingebettet. Man zeige, dass dann Z5(L) = Endag, () gilt.

Aufgabe 18.

Sei A eine Azumaya-Algebra {iber K . Man zeige, dass indx A ein Teiler von
dimg L fiir jeden iiber K endlich-dimensionalen Zerfillungskorper L von A
ist.

Aufgabe 19.

Man transformiere den Beweis von 5.9 von ,links* nach ,,rechts“, ausgehend
von einem Rechtsideal Jin L®x D . Es gilt dann Endp J ~ M,,«,, (D) nach
1.3. Insbesondere ist Aufgabe 17 entsprechend umzuformulieren.
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6 Beispiele

6.1 Lemma aus der Gruppentheorie

Lemma. Sei G eine endliche Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G
so0, dass G = |J gHg™' gilt. Dann ist H = G'.
geG

Beweis. Seien g1H,...,g,H die verschiedenen Linksnebenklassen von H
in G.

Behauptung. G = |J ¢;Hg; '.
i=1

1=

Beweis der Behauptung. ,,0¢: klar.

,C“ Sei # € G. Dann ist ¢ = ¢’hg’ ™' mit ¢ € G, h € H, da G =
U g 9H ¢~ ! nach Voraussetzung gilt. Wir kénnen dabei ¢’ in der Form

n
g’ = g;I schreiben, da G = |J ¢;H gilt (vgl. AGLA 11.8). Es folgt
i=1

1=

x = g;h'h(g;h')~!

n
-1 _
=g W'hh' g7t € Ugngi L

€H i=1
O
Sei | X| die Anzahl der Elemente einer endlichen Menge X . Es folgt
|H|n = |G| nach der Abzéhlformel in AGLA 11.8
< (JH|-1)n+1  nach der Behauptung, da |g;Hg; | = |H|
und 1 € gngi_l Vi
=|Hln—n+1.
Dies ergibt n =1 und |H| =|G|. Da H C G gilt, folgt H = G. O

6.2 Satz von Wedderburn (1905)

Satz. Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ.

Beweis. Sei D ein Schiefkérper mit endlich vielen Elementen, und sei K =
Z(D) das Zentrum von D. Nach 5.4 gilt dimg L = v/dimg D fiir jeden
maximalen Teilkorper L von D. Da D endlich ist, haben alle maximalen
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Teilkorper von D dieselbe Anzahl von Elementen und sind daher alle iso-
morph (vgl. Algebra 14.3 und 14.4).
Waéhle einen maximalen Teilkérper L von D aus. Dann ist

D= U uLu™t,
ueD*

denn: Ist d € D, so ist K(d) C L' mit einem maximalen Teilkérper L'
von D, vgl. Lemma 5.3, 5.4. Sei ¢: L' — L C D ein Isomorphismus.
Anwendung des Satzes von Skolem-Noether 4.2 mit ¢ = id und f = ¢
ergibt d = up(d)u~! mit einem u € D*.

Wende nun Lemma 6.1 auf die multiplikativen Gruppen H = L* und G =
D* an. Dann folgt L = D, und also ist D kommutativ. O

6.3 Die Brauergruppe eines endlichen Korpers
Aus dem Satz von Wedderburn 6.2 ergibt sich das folgende Korollar.
Korollar. Ist K ein endlicher Korper, so ist

Br(K) = {1p.(r)} = {[K]}.

Beweis. Nach 6.2 ist K bis auf Isomorphie der einzige zentrale endlich-
dimensionale Schiefkorper iiber K . O

6.4 Eine Anwendung von 6.3

Sei K(X) der rationale Funktionenkorper in einer Unbestimmten X iiber
K , also der Quotientenkorper des Polynomrings K[X] (vgl. Algebra 6.11).
Es ist

f
k) ={L 1 rgexixi g0},
Satz. Fiir jeden Kiorper K ist der Homomorphismus
rr(x)/K: Br(K) — Br(K(X)), [A] — [A®x K(X)],
injektiv.
Beweis. Ist K endlich, so ist rg(x)/k injektiv nach 6.3. Sei nun K ein

Kérper mit unendlich vielen Elementen. Ist [A] € kern(rg(x)/x), so gibt
es einen K (X)-Algebraisomorphismus

0: ARk K(X) 5 Mywn(K(X)) |,
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wobei n? = dimg A (nach Aufgabe 8) gilt. Zu zeigen: A ~ M, (K) .
Sei ay,...,a,2 eine K-Basis von A, und sei {e;; | 1 < 4,j < n} die Stan-
dardbasis von My, x, (K (X)) iiber K(X) (wie in Beispiel 1.1). Dann ist

n
(p(ai ® 1) = Z )\ijkejk mit >\ijk S K(X)
jk=1

Esist g\, € K[X]furallei,j,k € {1,...,n}, wobei g € K[X] das Produkt
der Nenner von allen A;;; # 0 bezeichnet.
Also induziert ¢ einen K {X , ﬂ -Algebrahomomorphismus

G: A9k K [X, ﬂ — My (K [X, ﬂ) .
Da K unendlich ist, gibt es ein « € K mit g(«) # 0 (nach Algebra, Satz 8.2).
Die ,Spezialisierung K[X] — K, f — f(«a), induziert also einen K-
Algebrahomomorphismus

s:K[X,é] — K mit s( ! ) = S

gm g(a) m

und daher einen K-Algebrahomomorphismus
3: Mpxn (K [X, ﬂ) = Mpsn(K)s (aij) = (s(ai;)) -
Man erhélt nun einen K-Algebrahomomorphismus
i A= My (K), ar (50 @)(a®1).
Nach 3.1 ist ¥ injektiv und daher aus Dimensionsgriinden auch surjektiv.
O

6.5 Satz von Frobenius (1878)
Sei H der in Kapitel 0 eingefiihrte Quaternionenschiefkorper iiber R .

Satz. Sei D ein endlich-dimensionaler nicht-kommutativer Schiefkorper
iiber R . Dann gibt es einen R-Algebraisomorphismus H = D .

Beweis. Bis auf Isomorphie ist C die einzige endliche Koérpererweiterung
von R, vgl. [14]. Da C algebraisch abgeschlossen ist, und D nicht kommu-
tativ ist, ist D kein Schiefkorper iiber € (vgl. 3.6). Es folgt R = Z(D).
Nach Satz 5.4 besitzt D einen maximalen Teilkérper €’ mit (dimg C')? =
dimg D. Da dimg D > 1 nach Voraussetzung gilt, folgt R ; ', also
€' ~ C. Es folgt dimg D = 4.
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Nun ist nur noch ein R-~Algebrahomomorphismus ¢: H — D anzugeben.
Dieser ist dann nach 3.1 injektiv und daher aus Dimensionsgriinden auch
surjektiv.

Es ist ¢’ = R jR mit j2 = —1, und €’ ist galoissch iiber R mit Gruppe
{id, o}, wobei 0: C' — C', a+bj — a—bj, Va,b € R gilt. Nach dem
Satz von Skolem-Noether 4.2 gibt es ein u € D\ {0} mit

’O’(CL’) =uzu™t Yz e |

Behauptung 1. u? € R.
Beweis. Es ist u?ju=2 = 02(j) = j, da 0% = id, und also ist u?j = ju?.
Hieraus folgt u? € Zp(C') = €’ und daher o(u?) = vuu=! = u?.

Es folgt u? € R, da €’ galoissch iiber R mit Gruppe (o | 02 =id). O
Behauptung 2. 4?2 <0.

Beweis. Angenommen, u? > 0. Dann ist « € R, da man aus jeder positiven
reellen Zahl die Quadratwurzel ziehen kann und u? in R(u) die beiden

Wurzeln u und —u besitzt. Da R = Z(D) gilt, folgt der Widerspruch

Jj=0(j) = uju wezm

Aus Behauptung 2 folgt u?> = —r? mit »r € R und r > 0. Nach Kapitel 0
besitzt H C Mayo(C) eine R-Basis

O Do) 6 56 o)

wobei i € C mit i? = —1 gilt. Man rechnet nun nach, dass die Zuordnung

L0y, (0 1N (i 0N L (0
0 1 -1 o) 7 \o i) T o\ o) T

den gesuchten R-Algebrahomomorphismus ¢: H — D induziert. Man be-
achte dabei, dass —j = o(j) = uju~! und also uj = —ju gilt. Eine Neben-
rechnung folgt. O

Multiplikationstabellen:

‘ J ur™! ur‘lj

j -1 —ur’lj ur—1
ur~t ur_lj -1 —J
ur‘lj —ur—! j -1
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e
G T A
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6.6 Die Brauergruppe von R
Satz. Br(R) = {[R], [H]} ~ Z/2Z.

Beweis. Der Satz folgt aus 6.5 und der Definition der Brauergruppe, vgl.
3.4 und 3.5. O

6.7 Der Satz von Tsen

Satz (Tsen 1933). Sei K ein algebraisch abgeschlossener Korper, und sei
F eine algebraische Korpererweiterung von K(X). Dann ist Br(F) = {1}.

Beweis. Steht z.B. in [12], 19.4.a. O

6.8 Ubungsaufgaben 2021

Aufgabe 20.

Sei L eine endliche Korpererweiterung eines Korpers K. Man zeige, dass
indg A ein Teiler von (dimg L) - indy, (A ® ¢ L) ist. Man folgere hieraus:
Ist dimg L teilerfremd zu indx A, so ist D ® g L ein Schiefkorper.

Aufgabe 21.
Seien L eine Korpererweiterung eines Korpers K und FE ein Schiefkorper

iiber L so, dass A @k L ~ M, «,(F) fiir ein n € IN gelte. Man zeige, dass
die folgenden Eigenschaften dquivalent sind:

(i) Es gibt einen Schiefkorper C iiber K mit C @ L ~ E.

(ii) Es gibt eine Azumaya-Algebra B iiber K mit den Eigenschaften:
B®g L~ L und indL(A RK L) = indK(A RK B) .

Hinweis: “(i) = (ii)”: Man setze B = A°® @k C.
“(ii) = (i)”: Man definiere C als den zu A ® x B gehorigen Schiefkorper
iiber K.
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Kohomologische
Beschreibung von Br(L/K)

Sei K ein Korper. Nach 5.8 ist Br(K) = (J;, Br(L/K), wobei L alle (endlich)
galoisschen Korpererweiterungen von K in K durchliuft. (Dabei ist K ein
algebraischer Abschluss von K.) Die relative Brauergruppe

Br(L/K) = {[A] € Br(K) | [A®k L] = [L]}

ist in 5.1 eingefiihrt worden. Wir werden u. a. zeigen, dass es eine Isomorphie
Br(L/K) ~ H?(G, L*) gibt, wobei L galoissch iiber K mit Galoisgruppe G
ist und die ,, Kohomologiegruppe“ H?(G, L*) noch zu definieren ist.

7 Verschriankte Produkte

7.1 Definition

Eine Azumaya-Algebra A iiber K heifit verschrinktes Produkt, falls A einen
iiber K galoisschen Korper L enthélt mit

]dimLA:dimKL\.

7.2 Ahnlichkeit mit einem verschrinkten Produkt

Satz.
Jede Azumaya-Algebra A diber K ist dhnlich einem verschrinkten Produkt.

Beweis. Nach 5.7 besitzt A einen (endlich) galoisschen Zerféllungskorper L
iiber K, und nach 5.9 gibt es eine zu A dhnliche Azumaya-Algebra B
iiber K, die L enthilt, und fiir die gilt: dimgx B = (dimg L)?. Es folgt

(dimK L)(dlmL B) N f:b . dimKB = (dimK L)(dlmK L) O
ufgabe
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Bemerkung. S. A. AMITSUR (Israel J. Math. 1972) gelang als erstem
die Konstruktion eines iiber seinem Zentrum endlich-dimensionalen Schief-
korpers, der nicht isomorph zu einem verschriankten Produkt ist.

Fazit. e Im Satz 5.6 kann also ,separabel“ nicht durch ,galoissch“
verscharft werden.

e Im Satz 7.2 kann also ,dhnlich“ nicht durch ,isomorph® verschérft
werden.

7.3 Strukturanalyse fiir verschrinkte Produkte

Sei A ein verschrinktes Produkt iiber K . Nach Definition 7.1 gibt es dann
eine Galoiserweiterung L von K mit Gruppe G so, dass

L—A| und [dimg A= dimg L= |G|

gilt, wobei dimg L = |G| nach Definiton einer Galoiserweiterung gilt. Nach
dem Satz von Skolem-Noether 4.2 gibt es zu jedem o € G ein u, € A* mit
o(x) = usau;’ fiir alle z € L. Es folgt die Vertauschungsregel

(1) ’ugxza(x)ug VZL’€L,O’€G‘.

Wir benutzen (1) auch in den folgenden Formen. Ersetze x durch o~!(z)
in (1). Dann folgt

(1) ’uaa_l(x):xug VxGL,O'EG‘.

Multipliziere (1°) von links und rechts mit . Dann folgt

(17) ’U‘l(:c)u‘lzu‘lx v:ceL,oeG‘.

el o

Lemma 1. Die Elemente u,, o € G, sind L-linear unabhdngig in A und
bilden also eine Basis von A als L-Vektorraum.

Beweis. Nach dem Satz vom primitiven Element ist L = K (x) mit einem
x € L, (vgl. Algebra 13.5). Hieraus folgt

(*) ’U(J;)#T(J;) VO’,TEGmitO‘#T‘,

denn nach Algebra 11.10 gibt es eine K-Basis von L, die aus Potenzen von x
besteht. Die Rechtsmultiplikation r,: A — A, a — ax, ist L-linkslinear.
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Esist uy # 0, dau, € A*. Nach (1) ist 7, (uy) = 0(2)u, Yo € G, und also
ist o(x) Eigenwert von r,, zum Eigenvektor u, fiir jedes o € G . Aus (x) folgt
nun, dass die us,0 € G, linear unabhéngig iiber L sind, vgl. AGLA 8.4.
Da dimy, A = |G| gilt, bilden sie sogar eine Basis. O

Lemma 2.
Zu jedem (0,7) € G X G gibt es ein Element f(o,7) € L* so, dass gelten:

(2) ’uUuT = f(o,T)ugr Vo,7€G ‘,

(3) [ f(o,7)f(o7,0) = 0(f(r,0))f(0,70) Vo,m0€ G|,

Beweis. Setze f(o,7) := usu,uyt . Dann ist (2) erfiillt, und es gilt f(o,7) €
A* . Fiir jedes x € L gilt

flo,7)z = uou ustx nach Definition von f(o,7)
= UyUy (UT)*l(x) u;Tl nach (1”)
= uo7((o7)  (z))uru,t nach (1)
= g0 (2)uruy, dat(or) =07t
= Tuguru,} nach (1)
=zf(o,7).

Es folgt f(o,7) € Z4(L) = L. Es ist nun noch (3) zu zeigen. Es gilt

(Uotr )ty = [0, T)Ugrty nach (2)
= f(o,7)f(oT, 0)tgr, nach (2)
und
Ug (Urtty) = Uqs f(T, 0)Urq nach (2)
= 0(f(7,0))ustry nach (1)
=0 (f(7,0))f(0,70)tsr, nach (2).
Da A assoziativ ist und u,,, € A* gilt, folgt (3). O

Lemma 3. Fs ist uiq = f(id,id), also uig € L* .
Beweis. Wende (2) mit ¢ =id = 7 an. O

Fazit. Aus Lemma 1 folgt, dass die Multiplikation in A durch die Glei-
chungen (1) und (2) festgelegt ist. Die Gleichung (3) garantiert die Asso-
ziativitit, und aus Lemma 3 folgt f(id,id) tu;q = 1.
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Bemerkung. Die Ergebnisse dieses Abschnitts sind von EMMY NOETHER.
Die Elemente f(o,7) in Lemma 2 heiflen Noethersches Faktorensystem.
Heutzutage spricht man von ,,Kozyklen*.

Wir fassen die Ergebnisse dieses Abschnitts in einem Satz zusammen.

Satz.

Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G, und sei A eine Azumaya-Algebra
iber K , die L enthalte und fiir die dimy, A = dimg L gelte. Dann gibt es
zu jedem o € G ein u, € A* derart, dass {u, | 0 € G} eine Basis von A
als L-Vektorraum bildet, und die folgenden Gleichungen erfillt sind:

(1) gz =0(x)uy firalexel, o€,

(2) uour = f(o,T)ugr fir alle o,7 € G.

Dabei ist f: G x G — L* ein ,2-Kozyklus®, d. h. es gilt:

(3) flo,7)f(om,0) = o(F(r,0))f (0, 70) fiir alle o,m,0 € G

Beweis. Folgt leicht aus obiger Strukturanalyse. O

7.4 TUber 2-Kozyklen

Definition. Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G .
Eine Abbildung f: G x G — L* heifit 2-Kozyklus, falls gilt:

3) flo,7) (o7, 0) = a(f(7,0))f(0,T0) Vo,7,0€G.
Bemerkung. Mit der Schreibweise 1 = 15, also 1 = id gelten:
(3a) flo,1) =0o(f(1,1)) VoeG,

(3b) f(L1) =f(L0) VoeG.

Beweis. (3a): Wende (3) mit 7 =1 = p an.
Dann folgt f(o,1)f(0,1) = o(f(1,1))f(c,1), und also (3a).

(3b): Wende (3) mit 0 =1 =7 an.
Dann folgt f(1,1)f(1,0) = f(1,0)f(1,0), und also (3b).

7.5 Konstruktion von verschrinkten Produkten

Aus der Strukturanalyse 7.3 ergibt sich eine Konstruktionsmethode fiir
Azumaya-Algebren.
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Vorgegeben:
e Eine Galoiserweiterung L von K mit (endlicher) Gruppe G.
e Ein 2-Kozyklus f: G x G — L*. Es gelte also

(3) flo,7)f(oT,0) = o(f(1,0))f(0,T0) Vo,7,0€ G.

Ansatz: A:= @, ., Lus mit formalen Symbolen u, .
Dann ist A ein |G|-dimensionaler L-Linksvektorraum, der von u, ,0 € G,
erzeugt wird. Die u, konnen als Abbildungen realisiert werden:

1 o=T

Ug: G — L, 7+
0 oFT.

(Sei Y zouy =0mit , € L. Dann ist 0 = Y z,us(7) =2, V7 €G.)
oeG oeG

Aufgabe: Eine Multiplikation in A so zu definieren, dass

(1) Uek = 0(T)Uy VeelL,oeG
(2) Ustty = f(0,T)Ugr Vo,T€G
gelten und A einfach und zentral {iber K ist.

Satz (E. Noether).

Sei L eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G der Ordnung n, und
sei f: G x G — L* ein 2-Kozyklus. Dann ist der n*-dimensionale K-
Vektorraum

A:=(L,G,f): @ Lu, (uy formale Symbole)
ceCG

mit der durch

(U;;xoua) . (TEZGyruT) = Z Z 2o 0(yr) f (o, T)uor

oceGTeG

fir xo,y- € L definierten Multiplikation eine Azumaya-Algebra iber K mit
FEinselement 14 = f(id,id)"tuyq . Ferner gelten:

(i) Durch © — x14 wird L in A eingebettet.
(ii) Fs istu, € A* fir alle o € G .
(iil) Es gilt Z4(L) = L.
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Insbesondere ist L Zerfdallungskorper von A, und A ist ein verschrinktes
Produkt.

Beweis. Ergibt sich aus den folgenden sieben Behauptungen. O

Behauptung 1. Die Multiplikation ist assoziativ.

Beweis. Fiir z,y,z € L und o, 7,0 € G gelten nach Definition der Multi-
plikation:

(FUs - YUur) - 2up = 20(Y) f(0, T)Ugr - 2U,
o

=zo(y)f(

da L kommutativ ist, und

TUg * (yuT : Zug) = TUg - yT(Z)f(T, Q)ur,g

= zo(y)a(7(2))o(f(7;0))f(0;Te)uor, -

Die Gleichheit folgt nun aus (3). O

Behauptung 2. Es ist 14 = f(1,1)71u;, wobei 1 = 1g = id gilt, und
durch x — z14 wird L in A eingebettet.

Beweis. Es ist

TUg * f(]-v 1)_1'LL1 = .’EO’(f(l, 1)_1)f(0a ]-)uo
=zlru, nach (3a) in 7.4

= XUy
und

f(1, 1)_1'“1 “zus = f(1, 1)_1xf(170')u0
=1 2u, da L kommutativ und wegen (3b) in 7.4

= XU,

Also ist f(1,1)"'u; = 14 Einselement in A.
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Die Abbildung ¢: L — A, x — 14, ist additiv. Ferner gilt:

¢(1r) =10f(1,1)  uy =14 und
T
p(z) - ply) = 2f(1, 1) ur - yf(1,1)
=af(1L, 1) yf(LD) (L D
=zyf(1, 1)_1U1
= ¢(ay) Vax,ye L.

Nach 3.1 ist ¢ injektiv. O
Behauptung 3. Es gilt in A die Vertauschungsregel
(1) UeZ = 0(T)Uy VeeL,ocedG.

Beweis. Es ist

Ug - Tlg = uy -z f(1, 1)*1u1 nach Behauptung 2
=o(x)a(f(1,1)"") f(o, Dug
=o(z)u, nach (3a) in 7.4.

O

Behauptung 4. Es ist u, € A* mit u;' = f(o=!,0) 7 f(1,1) tu,— fiir
allec € G.

Beweis. Es ist

Flo o) L) g1 ug = flom o) (L) T (0T o)u
=14 nach Behauptung 2 und

o Flo ) L) Mg = o(f(0 Y 0) Mo (F(1, 1) f o, 07
= f(1,1)"'u; nach Aufgabe 22
=1y4.

Behauptung 5. A ist einfach.

Beweis. Sei I ein zweiseitiges Ideal # (0) in A, und sei
G=2Tg Uy, + + Ty Uy, InI,a#0, z,, €L"

mit minimalem r > 1.
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Angenommen, r > 1. Wahle y € L mit 01(y) # o2(y). Nach (1) in Be-
hauptung 3 ist dann

-1

o1(y)"ray = 01(y) " e, 01 (y)to, + 01(y) " 20, 00(y) gy + -
—_—————

e

und also ist a — o1(y)"tay # 0 ein Element in I, dessen Basisdarstellung
kiirzere Lange als r hat. Also enthélt I ein Element a = zu, mit x € L* |
wobei 0 € GG. Nach Behauptung 4 ist also a € A*, und es folgt
-1 o
a a =14€1.

~—
cA* el

Behauptung 6. A ist zentral iiber K, d.h. es gilt Z(A) = K.

Beweis. ,D¢: Nach (1) in Behauptung 3 gilt u,A = Au, VA € K, also
KcCZ(A4).

,C“ Sela= > z,u, € Z(A) mit z, € L. Fiir jedes y € L ist dann
oeG

O=ya—ay = > zo(y —o(y))ue .
(1) ceG

Wihle y so, dass o(y) # y fiir alle 0 € G\ {1} gilt. Dann folgt 2, =0
fiir alle o # 1, da die u, linear unabhéngig iiber L sind, und also gilt
a=x1u1 € L (da uy = f(1,1)14 € L nach Behauptung 2). Es folgt

0 =u,a — au,, daae€ Z(A)
=o(a)uy — aug nach (1) in Behauptung 3
= (o(a) — a)u, VoeG,

und also o(a) = a Vo € G. Daher gilt a € LY = K .
O

Behauptung 7. L = Z4(L) ist Zerfillungskorper von A, und A ist ein
verschranktes Produkt.

Beweis. Dies folgt aus 4.7. O
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7.6  Uber 2-Korinder

Definition. Seien L und G wie in 7.5. Eine Abbildung f: G x G — L*

heifit 2-Korand, falls es eine Abbildung A\: G — L* so gibt, dass gilt:
flo,7) = XMor) "t Mo) a(A(T)) Vo, 7€ G.

Bemerkung. Jeder 2-Korand ist ein 2-Kozyklus, wie man durch Einsetzen
in (3) nachpriift.

7.7 Isomorphiekriterium fiir verschrinkte Produkte

Gegeben sei eine (endliche) Galoiserweiterung L von K mit Gruppe G .

Satz (E. Noether).
Seien f,g: G x G — L* zwei 2-Kozyklen, A .= (L,G, f) = @ Lu, und
oeCG
B := (L,G,g9) = @ Lv, die gemdf$ 7.5 zugehdorigen verschrinkten Pro-
ceG
dukte. Dann sind dquivalent:

(a) FEs gibt eine K-Algebraisomorphie (L,G, f) ~ (L,G,g) .

(b) Es gibt eine Abbildung \: G — L* so, dass gilt:

flo,7) = )\(JT)_I/\(G') o(A(1)) - glo,7) Vo,T€G|.

Beweis. (a) = (b) : Es gibt einen Isomorphismus ¢: A = B mit

)

(1) (p(la) =21y Vzel

denn: Sei ¢: A = B irgendein (nach (a) existierender) Isomorphis-
mus. Wende den Satz von Skolem-Noether 4.2 auf das Kompositum
L— A2 B, x — ¢(x14), und die Einbettung L — B, z — zlp,
an. Dann gibt es ein v € B* so, dass rl1g = vp(xla)v~! Vo € L gilt.
Der Automorphismus ¢): B — B, b+— vbv™! | erfiillt dann

P(p(x14)) = vzl =zl Ve € L.

Setze ¢ = 1) o ¢. Dann gilt (I). Setze

M) == p(uy)v, ! fiir o € G|.
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Dann ist A(c) € B*, und fiir alle x € L, 0 € G gilt:

MNo)zlp = @(us)v, tolp
= o(ug)o Y (x)1pv; ! vgl. (17) in 7.3
= o(ue)p(o™ (= )1,4) ;' mach (I)
= p(ugoH(x)14)v, da ¢ multiplikativ
= p(zlauy vt nach Behauptung 3 in 7.5
= zlpp(us)v, " nach (I), da ¢ multiplikativ
=zlg\(o) nach Definition von A.

Also ist M(o) € Zp(L) = L. Es gilt

o(usur) = p(f(o,7) tgr) nach 7.5
= f(o,7) p(ur) nach (I), da ¢ multiplikativ
= f(o,7) AN(0T) Vor nach Definition von A.
Andererseits gilt
o(usur) = p(uy) - plur), da ¢ multiplikativ
= Moy - A(T)vs nach Definition von A

= Mo)o(A\(7))g(o,T)vgr mach 7.5.
Es folgt (b).
(b) = (a) : Definiere ¢p: A — B durch

’tp(:vug):x)\(a)va Vo el, O'GG‘.

Dann ist
o(1a) = @(f(1,1) " uy) nach 7.5 (mit 1 =id = 15)
= f(1, 1) IA1) v nach Definition von ¢
=g(1,1) oy nach (b) firc=1=r71
=1p nach 7.5.

Ferner gelten
e(zug - yur) 5 p(zo(y) flo,7) ugr)
zo(y) f(o,7) MoT) vor
zo(y) Mo) o(A(1)) g(o,T) vor nach (b)
)o(yA(r)) 9(o,7) vor

=zA(o

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



7.8 Die zweite Kohomologiegruppe 65

und
o(ruys) - p(yur) = 2A(0) ve - yA(T) v,  nach Definition von ¢
=2\ (o) o(y\(1)) g(0,7) vgr mnach 7.5.

Nach 3.1 ist ¢ injektiv und daher aus Dimensionsgriinden auch sur-
jektiv.
O

7.8 Die zweite Kohomologiegruppe

Sei L (endlich) galoissch iiber K mit Gruppe G . In 7.4 haben wir einen
2-Kozyklus als Abbildung f: G x G — L* so definiert, dass gilt:

(3) flo,7) (o7, 0) = o(f(T,0))f(0;T0) Vo,1,0€G.
Die 2-Kozyklen bilden eine abelsche Gruppe, wobei die Verkniipfung durch
(f9)(o,7) = f(o,7) g(0,7) Vo,r€G

gegeben ist. Das Einselement ist der 2-Kozyklus G x G — L*, (0,7) — 1,
und f~1: G x G — L*, (0,7) — f(o,7)71, ist invers zu f. Die Gruppe
der 2-Kozyklen bezeichnen wir mit Z2(G, L*) .

Nach 7.6 heifit ein 2-Kozyklus ein 2-Korand, falls ein A\: G — L* so existiert,
dass f(o,7) = Mo7) "X\ (0) o(A\(1)) Vo, T € G gilt. Die 2-Korénder bilden
eine Untergruppe von Z%(G, L*). Diese bezeichnen wir mit B*(G, L*). Die
Faktorgruppe

H2(G,L*) := 2*(G, L") /B*(G, L")

heifit zweite Kohomologiegruppe von G mit Werten in L* .
Fiir f € Z%(G, L*) bezeichne [f] die zugehorige Nebenklasse in H2(G, L*) .

Bemerkung. Seien f,g € Z2(G, L*), und seien (L, G, f) und (L, G, g) die
geméaf 7.5 zugehorigen verschrankten Produkte. Dann gilt:

(L,G, ) ~(L,G,9) < (L,G, ) ~ (L,G,g) nach Folgerung 3.4
= [fl=19] nach 7.7.

Sei n = |G|, dann folgt spezieller

(LG, f) ~K < (L,G, f) 2 M, xn(K) nach 3.4
= (L,G, f) ~(L,G,1) nach Aufgabe 25
<= f ist ein 2-Korand.
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7.9 Die erste Kohomologiegruppe

Sei L (endlich) galoissch mit Gruppe G iiber K . Ein 1-Kozyklus ist eine
Abbildung f: G — L* mit

[f(o7) = (o) o(f(7)) Vored].
Ein 1-Kozyklus heifit 1-Korand, falls es ein x € L* so gibt, dass gilt:

(fl0)=o@)z" VYoea]|

Sei ZY(G,L*) die Gruppe der 1-Kozyklen G — L* und B'(G, L*) die Un-
tergruppe der 1-Korénder. Setze

HY(G,L*) = ZY(G,L*)/B (G, L").
Dann heifit H1 (G, L*) erste Kohomologiegruppe von G mit Werten in L*.
Noethersche Gleichung. Es ist H'(G,L*) = {1}.

Beweis. Sei f: G — L* ein 1-Kozyklus. Da die Automorphismen aus G
linear unabhiingig iiber L sind (Algebra 18.4), gibt es ein ¢ € L so, dass

b:= Z f(r)r(c) #£0
T€G

ist. Es ist dann

a(b) =Y a(f(m)alr(c))

TeG
= Z flor)f(o)to(r(e)), da f ein 1-Kozyklus ist
TeG
=bf(o)7".
Setze x := b~!. Dann folgt f(0) =o(z)z™! Vo€ G. O

7.10 Ubungsaufgaben 22-25

Aufgabe 22.
Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G, und sei
f:Gx G — L* ein 2-Kozyklus, d.h. es gelte

fo,7) f(o,p) = o(f(7,p)) [(o,7p)

fiir alle 0,7, p € G. Man zeige, dass die folgende Gleichung fiir alle 0 € G
erfiillt ist:

flo,o™h) f(1,1) = o(f(o™h,0)) o(f(1,1)).
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Aufgabe 23.
Sei char K # 2, und es sei D ein 4-dimensionaler zentraler Schiefkorper
iiber K . Man zeige:

(a) D ist ein verschrinktes Produkt.

(b) Es gibt a,b € K* und u,v € D* so, dass u? =a, v2 =b, uv = —vu
gelten.

(c) Die Elemente 1,u,v,uv bilden eine Basis von D iiber K.

Aufgabe 24.
Sei char K # 2, und es sei L := K (v) mit

v =1be K*

eine quadratische Erweiterung von K mit Galoisgruppe G . Man konstruiere
einen 2-Kozyklus f : G x G — L* derart, dass das zugehorige verschriinkte
Produkt (L, G, f) eine Basis 1,u,v,uv besitzt, welche die Relationen in
23 (b) mit einem passenden a € K* erfiillt.

Aufgabe 25.
Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G . Das triviale
verschrankte Produkt (L, G, 1) ist definiert als

(L,G,1) = @ Lu,

ceG

mit den Multiplikationsregeln u,u, = tgr und u,x = o(x)u, firallex € L,
o,7 € G. Man zeige, dass

¢ :(L,G,1) — Endg L, zus — (y — zo(y))
fir x,y € L, 0 € G, ein Isomorphismus von K-Algebren ist.

Das triviale verschrinkte Produkt (L, G, 1) ist also isomorph zu My, (K)
mit n = |G|.
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8 Die Isomorphie H?*(G, L*) ~ Br(L/K)

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung eines Korpers K mit Gruppe G .

8.1 Normierung von 2-Kozykeln

Ein 2-Kozyklus f heifit normiert, falls

[flo)=flo.))=1 Voed]

gilt. (Dabei ist 1 =id = 1¢ .)

Lemma. Zu jedem 2-Kozyklus g: G x G — L* gibt es einen normierten
2-Kozyklus f: G x G — L* so, dass [f] = [g] in H*(G, L*) gilt.

Beweis. Definiere \: G — L*, o — ¢(1,1)~!, und
f:GxG—L*, (0,7) = Nom)*No) a(A\(7)) g(o, 7).

Dann ist f € Z2(G, L*), und es ist [f] = [g], vgl. 7.8. Es ist

flo,1) = Xo) A (0) o(A(1)) g(o, 1) nach Definition von f
=0(g(1,1))"g(o, 1) nach Definition von A
=g(o,1)"g(o, 1) nach (3a) in 7.4
=1,

f(1,0) = Xo) A1) Ao) g(1,0) nach Definition von f
=g(1,1)7g(1,0) nach Definition von A
=1 nach (3b) in 7.4.

O

Folgerung. Ist f € Z%(G,L*) normiert, so ist u; das Einselement des
in 7.5 konstruierten verschrinkten Produkts (L, G, f).

Beweis. Vgl. Behauptung 2 in 7.5. O

8.2 Multiplikativititssatz
Satz. Seien f,g9: G x G — L* normierte 2-Kozyklen. Dann gilt:

’(Lvaf) XK (L7Gvg) N(L’Gafg)‘~
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Beweis (Chase [4]). Zu f, g und fg gehoren nach 7.5 die Azumaya-Algebren
=(L,G.f) = P Lu,, B:=(L,G,g9)=EP Lv,
oeG oceG

und C:= (L,G, fg) = @ Lw, iber K .
oG

Zu zeigen: A @ B ~ C. Sei M := A®rB das Tensorprodukt der L-
Linksvektorrdume A und B, es gilt also

(i) ’xa@bza@xb Vm€L7a€A,beB‘.

Zwischenbemerkung: In der Definition von A ®, B (ohne Punkt) ist A
ein L-Rechtsvektorraum und B ein L-Linksvektorraum (vgl. 2.4), und es
gilt im Kontrast zu (i) zum Beispiel

Us Qb =Usx @b wegen der L-Rechtsstruktur von A
=o(z)u, ®b nach Behauptung 3 in 7.5.

Behauptung 1. M ist ein C-Linksmodul.

Beweis. Aus (i) und der universellen Eigenschaft des Tensorprodukts 2.4
ersieht man, dass die C-Linksstruktur von M durch

(ii) ’ 1w, (a®b) = TULaRVb

firallex € L, 0 € G, a € A, b € B wohldefiniert ist, vgl. Aufgabe 29. Es
ist
1c(a®b) = wy(a®b)  nach Folgerung 8.1
=uja®vib  mach (ii)
=a®b, da u; = 14 und v; = 1 nach Folgerung 8.1.

Priife nun nach, dass (cc’)m = c(c'm) fiir ¢ = 2w, , ¢ = 2w, und m = a®b
gilt. Nach Definition von C' und 7.8 gilt

(iii) ’wng = f(o,7)g(0,Twer Vo,7€ G‘.

Es folgt
(2w, - 2'w:)(a®b) = v (2") f(0,7) (0, T) wor (ab)
=x0(2) f(o, T)ugra®g(o,7) vo-b nach (ii) und (i)

= Tu, - T Ura®Uyv.b nach 7.5
= 2wy (2" ura®v,b) nach (ii)
= 2w, (2w, (a®b)) nach (ii).
Die iibrigen Modul-Postulate sind leichter nachzurechnen. O
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Aufgrund von Behauptung 1 gibt es die K-Unteralgebra Endg M von
Endg M .

Behauptung 2. Es gibt K-Algebraisomorphien
Ende M ~ M, yn(CP) ~ C @ My yn (K)
mit n = |G|.
Beweis. Es ist
dim; M = (dimy, A)(dimy, B) nach Definition von M
=n? =dimg C nach 7.5.
Mit Hilfe von Aufgabe 7 folgt
dimg M = (dimg L)(dimy M)
=ndimg C = (dime C")(dimg C) = dimg C™.

Nach 4.1 gibt es daher eine C-Modulisomorphie M ~ C™ . Da C™ ein freier
C-Modul ist, folgt

Ende(C™) ~ M, 55 (C°P) nach Aufgabe 28
~ CP Qg Myxn(K) nach 2.4 (5).

O

Die Rechtsmultiplikation r,: M — M, m — my, mit y € A Q@ B ist
C-linkslinear. Sie ist gegeben durch

(a’'@b")(a ® b) = a’a®b'b Va,a' € A, bb' € B.
Behauptung 3. Die K-lineare Abbildung
V: (A®g B)® - Ende M, y — 1y,
ist ein Isomorphismus von K-Algebren.

Beweis. Es ist ¢(1) =ids . Sei * das Produkt in (A ®x B)°". Dann gilt

(P(y) 0 (2))(m) = Y(y)(mz) = (m2)y
=m(y * z)
= (y * 2)(m) Vy,z€ (Aog B)®, me M.

Nach 3.1 ist ¢ injektiv, und es gilt
dimg (Ende M) = n? -n? = dimg (A ®x B)P.

Also ist 9 auch surjektiv. O
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Fazit. Nach Behauptung 2 und 3 gilt
(A®k B)® ~ C @x Myyxn(K) ~ CP nach 3.4.
Es folgt A®x B~ C'.

8.3 Hauptsatz

Theorem. Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G .
Dann gibt es einen Gruppenisomorphismus

ar/x: H*(G,L*) = Br(L/K)
so, dass oy k ([f]) = (L, G, f)] fir jedes f € Z*(G, L*) gilt.

Beweis. Nach Bemerkung 7.8 ist a,/x wohldefiniert und injektiv. Aus 8.1
und 8.2 folgt, dass ay/x ein Gruppenhomomorphismus ist. Aus 7.2 und
Satz 7.3 folgt, dass ay/k surjektiv ist. O

8.4 Die Isomorphie H?*(K) ~ Br(K)

Nach 5.8 ist Br(K) = |JBr(L/K), wobei L alle iiber K (endlich) galoisschen
Korper in einem algebraischen Abschluss K von K durchliuft. Sei G, /i die
Galoisgruppe von L iiber K , und sei H2 := HZ(G’L/K,L*). In 8.6 werden
wir im Fall L C L’ die ,Inflationsabbildung® inf . : H% — H?, einfiihren.
Diese ist injektiv, und man erhélt ein induktives (oder direktes) System,
d.h. es gilt infr,-; = id und infy-p» = infy v oinf .. Ferner ist die
Menge {L C K | L/K endlich galoissch} ,gerichtet®, d.h. zu L, L’ existiert
ein L” mit L € L” und L' C L”. Hieraus folgt dann die Existenz des
yinduktiven Limes®* H?(K) := hi>n’H% . Aus 8.3 und dem Inflationssatz 8.6,

L
8.7 unten folgt dann

H*(K) ~ Br(K).

8.5 Ein Darstellungslemma

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G . Ferner sei
F ein iiber K galoisscher Zwischenkorper, es gelte also

K—F<—L
und o(z) € FVx € F, 0 € G, vgl. Algebra, Satz 16.3. Sei r := dimp L,

und o € G wirke auf Matrizen iiber F' koeffizientenweise.
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Lemma. Es gibt einen injektiven F-Algebrahomomorphismus

’E:L—M\/IMT(F)7 T Uy

)

und zu jedem o € G eine Matrix U, € M,.«.(F) so, dass gelten:
(a) Uso(ly) =Lo@)Us fir alleoc € G, v € L,
(b) Uyr =Uyo0(U;) fir alle o,7 € G.
1 0
Ferner ist U; = ( ) .
0o 1

Beweis. Wihle eine Basis {aq,...,a,} von L als F-Rechtsvektorraum und
stelle die Linksmultiplikation mit € L in M, 4, (F) dar. Fiir jedes x € L
und j =1,...,r ist dann

TA; = a1T15 + 0+ Ar Ty mit x14,...,2,; € F.
1211 :El,

Setze £, := ( : ) . Jedes 0 € G wird dargestellt vermoge
Tyl e Tpp

T
o(a;) = Zai ugj) mit ugj) eF|,
i=1

(o) (o)
also durch U, := (u?) - u::) . Sei L™ der L-Vektorraum der Zeilen
(z1,..., ;) mit x1,. u,la:reuf Mit @ = (a1,...,a,) gilt dann in Matri-
zenschreibweise
(i) l2d=dl, Vzell
(i) l0(@) =aU, YoeGl.

Zeige nun (a): Es ist

Hieraus folgt (a), da aq,...,a, linear unabhingig iiber F' sind.
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Zeige (b): Es ist

Hieraus folgt (b), da a1, ...,a, linear unabhingig iiber F' sind.
Die Abbildung ¢: L — M, x,.(F), x — ¥, ist ersichtlich additiv und in-

T 0
jektiv. Es ist ¢, = ( ) Vx € I', da wa; = ajx Basisdarstellung
0 T

Z11 ... Z1r
beziiglich der Basis {a1,...,a,} V& € F ist. Sei {y, = ( ) Fiir
Zpl e Zpp

j=1,...,r gilt also

L assoziativ

T
Yoarzy = (wy)ay = x(yay) =) waiy;
k=1 i

=1
¥ (z ) =S (Z y) ,
i=1 \k=1 k=1 =1
und es folgt £,y = £y 04, . O

Ziel: Kommutatives Diagramm

H(G(F/K), F*) — Br(F/K)
[
»Inflationssatz“ | J
y
H*(G(L/K), L") —5 — Br(L/K)

8.6 Inflationssatz

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G = G(L/K),
und sei F ein iiber K galoisscher Zwischenkorper. Sei also K C F C L und
G(F/K)=G/H ,wobei H = G(L/F) ist. Es gibt dann einen wohldefinier-
ten Gruppenhomomorphismus

jnf - H?(G/H,F*) — H*(G,L*), [f] — [f],

wobei f das Kompositum G x G Jon, G/H x G/H L Fr o L sei (und
f € 2%(G/H, F*) vorgegeben ist).
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Es gilt also f(o,7) = f(7,7) Vo,7 € G. Dabei ist 8 = oH Vo € G. Der
2-Kozyklus f heifit Inflation von f und wird mit inf f bezeichnet.

Satz (H. HASSE).
Sei f =inf f. Dann gilt | (L,G,f) ~ (F,G/H, f)|.

Beweis. Nach 8.1 konnen wir ohne Einschrinkung annehmen, dass f und f
normiert sind.

Sei B:= (F,G/H,f)= |J Fuvswiein 7.5 und r := dimp L. Dann ist
ceEG/H

dimg M,.(B) = r*dimg B = r?(dimg F)? = (dimp L)?(dimg F)?

_ . 2 o .
iy 7 i 1) = dimie(L, G, f)

Da M, x,(B) ~ B ®k M, x.(K) nach 2.4 (5) gilt, folgt B ~ M,«,.(B)
nach 3.4, und es ist nur noch die Existenz eines K-Algebrahomomorphismus
v: (L, G, f) = Myxr(B) zu zeigen. Dieser ist dann injektiv und daher aus
Dimensionsgriinden surjektiv.

1
Es sei B vermoge B <— M,.«,.(B), b+—b (

0

) in M,.«.(B) eingebettet.
0o 1

Es gilt dann

vy a = o(a)vy Va € My, (F)
(%) vy vr = [(T,7)ver = [(0,7) Vo -
—
eF-

Sei (L,G, f) = @ Lu, wie in Satz 7.5. Definiere
c€eG

’50: (LaG7f) = MTXT(B)7 Uy — L Usv5 |,

wobei £, fiir x € L und U, fiir 0 € G wie in Lemma 8.5 gegeben seien. Es

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



8.7 Folgerung fiir die Brauergruppe 75

ist p(u1) = v1 (vgl. Folgerung 8.1), und

@(xua : yuT) = g0($0'(y)f(0', T) um’) nach 7.5
—_————
€L
=Lolo(y)Usr f(0, T) Vo7 nach Definition von ¢

und da ¢ F-linear ist
und f(o,7) € F
=Loloy)Uso(Ur) f(0,T)vz=  mach 8.5 b)

=L, Uso(ly)o (U, )vsvr nach 8.5 a) und (x)
=L, Uso(ly)vsUrvr nach (x)
=L, UsvslyUrvr nach (%)

= p(zus) - p(yur) .

8.7 Folgerung fiir die Brauergruppe

Sei L (endlich) galoissch iiber K, und sei F ein iiber K galoisscher Zwi-
schenkorper. Es gilt K C F C L, und man hat eine Inklusion
Br(F/K) — Br(L/K), da mit F auch L Zerfallungskorper ist, vgl. 5.1 (b).

Satz. Das Diagramm

] (F.G(F/K), f)]

HA(G(F/K), F*) ——— = Br(F/K)

AR/ K
infi J

H*(G(L/K), L*) Br(L/K)

AL /K
[/ (L, G, )]

ist kommutativ. Insbesondere ist die Inflation injektiv, und es ist

H?*(K) ~ Br(K).

Beweis. Die Isomorphismen o/ und oy, g sind durch 8.3 gegeben. Nach
dem Inflationssatz 8.6 ist das Diagramm kommutativ. Da drei der Abbil-
dungen injektiv sind, ist dies dann auch die vierte, ndmlich inf. Mit Hilfe
von 8.4 folgt die letzte Behauptung. O
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8.8 Ubungsaufgaben 26-29

Aufgabe 26.
Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G, und sei

L, aufgefasst als additive Gruppe, mit Lt bezeichnet. Man zeige, dass

B2(G, L*) = {0} gilt.

(Dabei ist H*(G, LT) := 2%(G, L*)/B*(G, L*) und

Z2(G, L") =

{f:GxG—L" | flo,7)+ flor,p) = o(f(r,p)) + flo,7p) Vo, 7, p € G},

B*(G,LT) :={f:GxG— L | zujedem p € G gibt es ein \, € L mit
f(U,’T) = )\U+U()\7) — dor VU,T c G}

Die Addition in Z%(G, L") ist durch (f + g)(o,7) := f(o,7) + g(0,T) gege-

ben.)

Hinweis: Nach WITT (1935) wihle man ein Element ¢ € L, dessen Spur
sp(c) := > e o(c) ungleich 0 ist, und setze

1

o= —— 3 f(0.7) o(r ().
(C) TEG

Sp

Aufgabe 27.

Eine 4-dimensionale Azumaya-Algebra iiber K wird Quaternionenalgebra
genannt.

Man verifiziere, dass eine Quaternionenalgebra entweder ein Schiefkorper
oder isomorph zu Myyo(K) ist.

Fiir den Fall char(K) # 2 und A := May2(K) zeige man:

Es gibt a,b € K* und u,v € A so, dass u? =a, v2 =b, wv = —vu gelten
und die Elemente 1,u,v,uv eine Basis von A iiber K bilden.

Aufgabe 28.
Sei C' ein Ring. Man zeige, dass Ende(C™) ~ M, x, (C°P) gilt.

Aufgabe 29.

Sei L eine (endliche) Galoiserweiterung von K mit Gruppe G, und seien
A=, cqLus, B = P, Lvs sowie C := @, . Lw, verschrinkte
Produkte wie in 8.2.

Es sei M := A®;B das Tensorprodukt der L-Linksvektorrdume A und
B. Man zeige, dass M eine durch

1wy (a®b) =T Uy a @ vy b

firx e L,0€G,a€ Aund b € B wohldefinierte C-Linksstruktur tragt.
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9 Exponent und Index

Sei K ein Korper. Der Index einer Azumaya-Algebra A iiber K ist durch
indg A := v/dimg D gegeben, wobei D der zu A gehorige Schiefkérper ist,
vgl. 3.10.

9.1 Ein weiteres Darstellungslemma

Lemma. Sei A:= (L,G, f) = @ Lu, ein verschrinktes Produkt iber K ,
oceG
wie in 7.5 eingefithrt, und sei m := indg A. Dann ¢ibt es zu jedem o € G

eine Matriz U, € GL,,(L) so, dass

’f(U7T)UG'T:U(UT)Uo' VU,TEG

gilt. Hierbei wirkt o koeffizientenweise auf Matrizen tber L .

Beweis. Esist A ~ M,.»,-(D) mit einem r € IN und einem zentralen Schief-
korper D iiber K nach 3.8, also dimg A = r2dimg D = 72m? und daher

d
Sei D" der Linksvektorraum der Spalten fl mit d; € D.

d,
Da L — A ~ M, (D) gilt, kann man den M, (D)-Linksmodul D" auch
als A-Linksmodul und als L-Linksvektorraum auffassen. Es ist

2 . r . o . r
rm* = (dimp D")(dimg D) Autabe 7 dimg D
= i D")(di L) = (di D" .
Aufabe 7 (dimy, D")(dimg L) = (dimz, D")rm
Es folgt dimy D" = m. Sei {vy,...,v} eine Basis von D" iiber L. Fiir

i=1,...,mund o € G gilt dann

UgV; = x(‘f)vl +--- 4+ argfn)vm

%

(@

mit xi]) e Lfirj=1,...,m. Setze
E
Uy, = : o
R R}
Mit 7 = < : ) erhilt man in Matrizenschreibweise
(%) us¥ =U, 0 VYoeG|,
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Ug V1 2P+ o+ 2o o1
denn : _ ; : =U, : . Es fOlgt
UoUm 93551)”1 + ... + Zs:va"” o

() UgUr U s f(o, T)ug, U (:) fo,7)Uqr¥ .

Andererseits gilt

7.5
j=1 j=1

=D o) >l u

Jj=1 k=1

m m
-3 (St ) o

k=1 \j=1

und also uyu, 7 = o(U;)Uy¥. Aus (x%) folgt nun

flo, ") Uyr = 0(U;)U, ,

da vy, ..., vy, linear unabhéngig iiber L sind. Es ist u; € L* (vgl. Lemma 3
in 7.3). Nach Konstruktion folgt U; € GL,,(L), und da

f(o, 0_1) U =o0(U,-1)U,
—_——
eL~

gilt, ist U, € GL (L) Vo € G. O

9.2 Torsion in der Brauergruppe

Satz. Fir jede Azumaya-Algebra A iber K gilt [A]™ = 1 in Br(K) mit
Beweis. Da A nach 7.2 dhnlich zu einem verschrankten Produkt ist, kénnen
wir ohne Einschrinkung annehmen, dass A = (L,G, f) = @ Lu, wie

oeG
in 9.1 gilt. Setze A\(0) = det(U,) . Dann folgt aus 9.1 die Gleichung

flo, 7)™ - XoT) = a(A(7)) - Ao) Vo,T€G.

Hieraus folgt, dass f™ ein 2-Korand ist, und 7.8 ergibt die Behauptung. [
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9.3 Der Exponent teilt den Index

Aus 9.2 folgt, dass jedes Element aus Br(K) endliche Ordnung hat. Die
kleinste Zahl e € IN mit [A]® = 1p,(x) heifit der Ezponent einer Azumaya-
Algebra A iiber K . Wir schreiben e = expy A.

Satz.

Br(K) ist eine Torsionsgruppe, und es gilt: expy A teilt indg A fir jedes
[A] € Br(K).

Beweis. Sei m = indxg A und e = expy A > 1. Nach 9.2 gilt e < m. Also
existiert ein n € IN so, dass m = ne +r mit 0 < r < e gilt.

Angenommen, r > 0. Dann folgt 1 'Z* [A]™ = [A]"etT = [A]*"[A]" = [A]"
im Widerspruch zur Definition des Exponenten als kleinster Zahl e € IN
mit [A]°=1. O

Bemerkung. Es gilt expy A | indg A. Gleichheit gilt nur in Spezialfillen,
z.B. falls K ein lokaler Korper ist, vgl. 13.11.

9.4 Exponent und Index haben dieselben Primteiler

Lemma. FEs ist indg A ein Teiler von dimg L fiir jeden iber K endlich-
dimensionalen Zerfillungskorper L von A .

Beweis. Es ist A ~ M, xm(D) mit einem Schiefkérper D iiber K und
einem m € IN. Nach 5.9 gibt es ein n € IN und eine Azumaya-Algebra
B ~ M, xn(D) so, dass dimg L = gradpy B = n-gradg D = n-indg A
gilt. ' O
Satz. Flir jede Primzahl p mit p | indx A gilt p | expy A .

Beweis. Nach 5.7 besitzt A einen iiber K galoisschen Zerfiallungskorper L
mit Gruppe G der Ordnung n < oo . Es folgt

p|indg A | dimg L nach dem Lemma. .

Sei H eine p-Sylowuntergruppe von G, und sei P der zugehorige Zwischen-
korper. Es gilt also H = G(L/P), und dimg P = (G : H) ist teilerfremd
zup (vgl. Algebra 16.1 (1) und 2.7). Also ist P kein Zerféllungskorper von A
(denn andernfalls wiirde p | indx A | dimg P gelten). Es folgt
1<expp(A®k P) | indp(A®x P) | dimpL = |H|=p-Potenz
9.3 Lemma

und daher expp(A ®x P) = p* mit einem k& € IN. Da die Abbildung
Br(K) — Br(P), [A] — [A ®k P], ein Homomorphismus ist, ergibt sich
P | expy A. O
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9.5 Primfaktorzerlegung eines Schiefkorpers

Lemma. Fiir eine Azumaya-Algebra A iiber K sei C = AQg - Qg A =:
A®™ mit m Faktoren. Dann gilt: indg C |indg A .

Beweis. Nach 5.6 besitzt A einen Zerfillungskorper L so, dass dimg L =
indg A gilt. In Br(L) gilt [C ®k L] = [A®k L™ = 1. Nach Lemma 9.4

folgt indgx C' | dimg L =indg A. O
Satz.

Sei D ein zentraler Schiefkorper vom Indexr d und FExponenten e > 1
dber K. Sind d = p‘il oo Pl ound e i= p7t - ... - pSr die Primfaktor-

zerlegungen von d und e (gemdf$ 9.4), so gilt
D~>~D®k- QK D,

mit zentralen Schiefkérpern D; vom Index pfi und Ezponenten pi' fir alle
t=1,...,7r

Beweis. Setze e; = e p; °* fiir ¢ = 1,...,r. Dann ist ggT(ey,...,e,) =1,
und also gibt es nq,...,n, € Z mit Z n;e; = 1 nach Algebra, Satz 8.4.
Sei D; der zur Klasse [D]™i¢ gehorlge Schlefkorper Dann gilt

i Mni€4
(*) [Dy @k --- @k Dr] = [D}i=t - =[D],
und es ist [D;|Pi' = [D]meri’ = [D]*n = 1. Bs folgt expg D; | p5, und
daher sind expy D1, ...,expg D, paarweise teilerfremd. Dies ergibt
Pt pim =expyg D
=expg (D1 ®k -+ @k D,) mnach (x)
=expg D1 ... - expg D,  nach Algebra, Lemma 14.1 (2),

und also expyx D; = p5' Vi=1,...,r. Es folgt indg D; = p;* mit z; € N,
denn pfi | indg D; und indg D; hat nach 9.4 dieselben Primteiler wie
9.3

expg D; . Nun gilt
pfl . ...~pfr =indg D
=indg (D1 ®k -+ ®k D) nach ()
| gradg (D1 ®k - ®k D,) mnach (3.10)
=grady Dy -...-gradg D, nach Algebra, 10.11 (3),
=p{t-..pEr da D; Schiefkérper
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Da andererseits indg D; = indg D®™¢ | indg D fiir alle i = 1,...,7 nach
Definition von D; und dem Lemma gilt, folgt x; = §; fir allei = 1,....,r
und also

dimg D = dimK(D1 R - QK DT) .
Aus (%) und Folgerung 3.4 folgt nun D ~ Dy ®k -+ Qg D, O

9.6 Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung

Satz. Seien Ay,..., A, und By, ..., B, Azumaya-Algebren iiber K . Es gel-
te expi A; = pit und expg B; = p!* mit paarweise verschiedenen Prim-
zahlen p1,...,p, und x;,y; €N firi=1,...,r. Dann gilt

’A1®K"'®KATNBI®K"'®KBT

:>’A1NBZ Vizl,...7’l“‘.

Beweis. Es ist expy(A; @k B;°P) eine p;-Potenz. Es folgt

I =expp (A1 @k B1P @k -+ @k Ay @k B.P)
=expy (A1 ®x B1°P) - ... - expg (4, ®k B,°?) nach Algebra 14.1 (2)

und also expy (A; @k B;°?) =1fiirallei =1,...,7. O

Korollar. In der Primfaktorzerlequng D ~ Dy QR -+ @k D, aus 9.5 sind
die Schiefkorper D; bis auf Isomorphie eindeutig bestimmit.

Beweis. Wenn Dy Qg -+ @k D, ~ D ~ D] ®k -+ Q@ D.. gilt, so folgt
D; ~ D, Vi=1,...,r nach dem Satz. Da D;, D} Schiefkorper sind, folgt
D; ~ D} ¥Vi=1,...,r nach Bemerkung 3.4. O

9.7 Ubungsaufgaben 30-32

Aufgabe 30.

Seien A eine Azumaya-Algebra {iber K und L eine Korpererweiterung von
K. Man zeige, dass der Exponent expy, (A ®x L) den Exponenten expx (A)
teilt.

Aufgabe 31.
Man zeige, dass fiir jeden iiber K endlichen Koérper L und jede Azumaya-
Algebra A iiber K gilt: expr(A) teilt (dimg L) -exp;(A®x L).

Aufgabe 32.

Man zeige fiir zwei Azumaya-Algebren A, B iiber K: Sind indxg A und
indk B teilerfremd, so gilt indx (A®k B) = indx A-indg B ; sind in diesem
Fall A und B Schiefkérper, so ist auch ist A ® ¢ B ein Schiefkorper.
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10 Zyklische Algebren

Sei K ein Korper, und sei L galoissch iiber K mit Gruppe G der Ordnung
n < oo. Die Beschreibung der relativen Brauergruppe Br(L/K) als zweite
Kohomologiegruppe H?(G, L*) ist fiir viele Anwendungen noch nicht so gut
brauchbar, da man die relativ komplizierte Kozykelgleichung

flo,7)f(or,0) = o(f(r,0))f(0,T0) Vo,7,0€ G

zu erfiillen hat. Wenn aber G zyklisch ist, so ist dies mit Aufgabe 33 erle-
digt, und man bekommt eine sehr schéne, einfache Beschreibung von ver-
schriinkten Produkten und von Br(L/K).

10.1 Definition

Eine Azumaya-Algebra A iiber K heifit zyklisch oder zyklisch verschrdnktes
Produkt, falls A einen iiber K galoisschen Koérper L mit zyklischer Gruppe
enthilt und dimy, A = dimg L gilt.

10.2 Struktursatz

Eine zyklische Algebra ist stets ein verschriinktes Produkt. Die Struktur-
analyse 7.3 vereinfacht sich fiir eine zyklische Algebra wie folgt:

Satz.

Sei A eine n?-dimensionale zyklische K -Algebra. Definitionsgemdfi enthalte
A eine Galoiserweiterung L von K mit Gruppe G = {1,0,...,0" '} der
Ordnung n . Dann gibt es ein u € A* so, dass 1,...,u" "' eine Basis von A
als L-Vektorraum bilden und folgendes gilt:

(12) ur = o(z)u Vezel,
(22) u' =ra€ K*.

Beweis. Nach (1) und Lemma 1in 7.3 ist A = € Lu,: , wobei insbesondere
i=0

ugx = o(x)uy Va € L gilt. Setze u := Uy . Dann ist (1z) erfiillt. Aus

Lemma 2 (2) und Lemma 3 in 7.3 folgt ' = x; u,: mit gewissen x; € L*

fir i = 0,...,n — 1. Also bilden 1,u,...,u" ! eine L-Basis von A, da

{ugi | 1 =0,...,n— 1} eine solche nach 7.3 bildet. Es gilt

n

Wwr=c"(x)u" =xu® VzelL.
Daher folgt u™ € Z4(L) = L und o(u") = vu"u~! = u".

Da o erzeugendes Element von G ist, folgt u™ =:a € K*. O
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10.3 Existenzsatz

Satz. Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G = {1,0,...,0" "t} der Ord-
nung n. Dann gibt es zu jedem a € K* eine zyklische K -Algebra

n—1

(L,O—a CL) = @Luz = (LaGafa) ’

i=0
fiir die ux = o(x)u fir alle x € L und u™ = a gelten und der Kozyklus
C 1 llsi+j
fa: GxG— L7, (o'07) falls it <n
a fallsi+j>n

(i,7=0,...,n—1) normiert ist. Ferner gelten

(I) Jede K-Algebra B = @ Lv', die ve = o(x)v Yo € L und v" = a
erfillt, ist isomorph zu (L o,a).

(I) Fiir jedes zu n teilerfremde k € Z gilt (L,o*,a*) ~ (L,0,a).
Beweis. Nach Aufgabe 33 ist f, ein normierter 2-Kozyklus. Nach 7.5 und
Definition von f, ist (L, G, f,) = EB Lug: mit uys =ul Vi=0,...,n—1
und es gilt u,x = o(x)u, fir alle = e L. Es folgt

UL = Ugn—1Uy = falo™ *1,0)u6n =aui =a,
da f, normiert ist. Setze u := u, und (L,o,a) := (L,G, f,). Dann ist
(L,0,a) eine zyklische K-Algebra nach 7.5.

Zu (I) Durch (L,0,a) — B, zu' +— zv' firzx € Lund i =0,...,n — 1
ist ein L-linearer K-Algebrahomomorphismus festgelegt. Dieser
ist nach 3.1 injektiv, und daher sind 1,v,...,v" ! linear un-
abhéngig tiber L, vgl. AGLA, Aufgabe 20. Es folgt dimy B =
n =dimy(L,0,a) und B ~ (L,0,a).

n—1 )
Zu (II) Nach Obigem ist (L,0,a) = @ Lu* mit uz = o(x)u Vo € L
i=0
und u” = a. Bs folgt vz = of(z)u* Vo € L und (u*)" = a*.
Da o* erzeugendes Element von G ist, ist die K-Unteralgebra

n—1
B = @ L(u*) von (L, 0,a) nach (I) isomorph zu (L,c* a*). Es
i=0

folgt d_imK B = dimg (L, 0", a*) = n? = dimg (L, 0,a) und daher
B=(L,0,a).

O
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10.4 Multiplikativitit
Satz. Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G = {1,0,...,6" 1} . Dann gilt

(L,0,0) @x (L,0,b) ~ (L,0,ab) Va,be K*

Beweis. Ersichtlich gilt f,f, = fap, und daher folgt die Behauptung aus
10.3 und 8.2. O

10.5 Isomorphiekriterium fiir zyklische Algebren

Sei L galoissch iiber K mit Gruppe G = {1,0,...,0" 1}. Fiir z € L ist
dann die Norm von x gegeben durch

nfl(

Np/g(x)=z0(x) ... 0 x) |,

vgl. Lemma 12.3 (d), und es gilt Ny /x(x) € K* fiir alle z € L*.

Satz. Fira,be K* gilt

(L,0,0) = (L,0,b)| = ’ElxeL*mita:NL/K(x)b‘.

Beweis. ,—“: Nach Voraussetzung und 10.3 gilt (L, G, f,) ~ (L, G, f)
und fo(o%07) =1 = fo(0',09) Vi,j=0,....,n—1mit i +j < n.
Nach 7.7 gibt es daher eine Abbildung A: G — L*, 0% — )\;, i =
0,...,n—1, fur die

(%) A =Aio'() Vi=0,...n2]

und a = f,(c" 10) = )\61)\”,10”_1()\1)fb(on_17a) gelten.
Def. 7.7 —_——

b
Esist A\ = A\g41 5 Mo d’(A1) = A1, und also Ag = 1. Daher folgt

(%) la=X10" (0 b.

Nach (x) ist A2 = Ajo(A1), also
A3 = )\2+1 (Z) )\20’2(/\1) = )\10’()\1)0’2()\1) und induktiv

A1 = /\(n72)+1 (T) /\n_QO'n_2(/\1) = /\10'()\1)'. . .'0'"_3()\1)0'”_2(/\1) .
Aus (#x) folgt nun a = Ny k(A1) b.
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w=“: Sei (L,0,a) = @ Lu' wie in 10.3 gegeben. Setze v = 2~ u, wo-

1=

bei Np/k(x)b = a gelte Dann ist vy = 2 'uy = 7!

a(y)u = o(y)v

fiir alle y € L und v" = 27 lue™ w27 = Npjg (o™ u® =
n—1 . '

Np/k(z)"ta = b. Also ist die K-Unteralgebra @ Lv* von (L, 0,a)
=0

isomorph zu (L,o,b) nach 10.3 (I). Aus Dimensionsgriinden folgt
(L,0,a) ~ (L,0,b).
O
10.6 Die relative Brauergruppe im zyklischen Fall

Sei Np /i (L*) = {Np/k(x) | # € L*}. Dann ist Ny, /i (L*) eine Untergrup-
pe von K*.

Satz. Sei L (endlich) galoissch mit zyklischer Gruppe G, und sei o ein
erzeugendes Element von G . Dann induziert die Zuordnung a — (L, o0, a)
einen surjektiven Homomorphismus 3: K* — Br(L/K) und einen Isomor-
phismus

Beweis. Nach 10.2 und 10.3 ist 3 surjektiv, und nach 10.5 ist 3 wohldefiniert
und injektiv. Schliefllich ergibt 10.4 die Homomorphieaussage. O

Bemerkung. Ist L (endlich) galoissch mit zyklischer Gruppe G, so gilt
H?(G,L*) ~ K* /Ny, (L*) nach 8.2 und obigem Satz.

10.7 Anwendungsbeispiele
Nach 5.8 ist Br(K) = |JBr(L/K), wobei L alle (endlichen) Galoiserweite-
L

rungen von K in K durchlduft und K ein algebraischer Abschluss von K
ist.

Beispiele. 1) Es gilt
Br(R) = Br(C/R) = R*/N¢/r(CY)

=R"/Rso, da Ng/r(z) = 22 = 12> Vz e C*
~7/27.

Also folgt Br(R) = {[R], [H]} (wie schon in 6.5 gezeigt).
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2) Ist L eine endliche Kérpererweiterung eines endlichen Korpers K, so ist
die Normabbildung Ny /r: L* — K*, x — NL/K(m) , surjektiv.

Beweis. Nach 6.3 ist Br(K) = {1} . Da die Galoisgruppe G(L/K) nach
Algebra 16.7 zyklisch ist, folgt die Behauptung aus 10.6. O

3) Sei K ein endlicher Kérper. Nach Algebra 16.7 und 5.8 ist dann
Br(K) = | J Br(L/K),
LCK

wobei die Gruppe G(L/K) zyklisch ist. Zeigt man direkt, ohne 6.3
zu benutzen, dass N g : L* — K* surjektiv ist, so ergibt 10.6, dass
Br(K) = {1} ist. Dies ergibt einen neuen Beweis von 6.2, dass jeder
endliche Schiefkérper kommutativ ist.

4) Sei char K # 2, und sei A eine Quaternionenalgebra iiber K , d.h. eine
vier-dimensionale Azumaya-Algebra iiber K. Nach den Aufgaben 23
und 27 gibt es Elemente u,v € A* so, dass A = K @ Ku ® Kv & Kuv
sowie u? =:a € K*, v? =: b€ K* und wv = —vu gilt.

Lemma. Aquivalent sind:
(i) A~ Maso(K),

(i) @ € Nk x(K(v)*),
(iit) b € Nk k(K (uw)),

(iv) Die quadratische Form ¢ = X} —aX3—bX3 =: (1, —a, —b) ist isotrop.
Beweis. (1) <= (ii): Sei L = K(v).

1. Fall: dimg L = 1. Dann ist v> = b = ¢ mit einem ¢ € K* und
v # +c (da sonst v € Z(A) im Widerspruch zur Gleichung

wv = —vu). Es folgt (v+c)(v—c) = v —c? = 0. Also ist A
N
#£0 #£0
kein Schiefkorper. Es folgt A ~ Myyo(K) . Ferner a = Ny, /i (a),

dadimg L =1.

2. Fall: dimg L = 2. Dann ist L galoissch mit Gruppe {1,0}, wobei
o(v) = —v gilt, und es folgt A ~ (L, 0,a) nach 10.3 (I). Aus 10.6
folgt nun die Aquivalenz (i) <= (ii).

(i) <= (iii): Der Beweis verlduft analog.
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(ii) = (iv): Sei L = K(v).
1. Fall: dimg L = 1. Dann ist a = Ny /k(a). Ferner ist v? = b = ¢? mit
c € K* und also ¢(¢,0,1) =c2 —b=0.
2. Fall: dimg L = 2. Aus (ii) folgt: Es gibt x1,22 € K so, dass
a = Np/g(z14220) = (21+720) (21 —720) = 27 —230* = 23 —23b
gilt. Es folgt q(z1,1,22) =22 —a —b2z% =0.
(iv) = (ii): Der Fall dimg L = 1 ist trivial. Gegeben seien x1, z2,23 € K ,
die nicht alle Null sind, mit 23 — az3 — bz3 = 0. Dann ist 73 # 0, da

2
sonst b = (i—;) gelten wiirde im Widerspruch zu dimg L = 2. Es

folgt a = Nk (% + z—zv) )
O

Bemerkung. Sei K = Q. Dann gibt es zu jeder Primzahl p einen Koérper
L, = Q(\/p) mit Galoisgruppe {1,0} der Ordnung 2, vgl. Algebra 9.8. Mit
Hilfsmitteln der elementaren Zahlentheorie lisst sich folgendes zeigen:

(1) Es gibt unendlich viele Primzahlen p = 3 mod 4.

(2) Die Gleichung X7 + X2 — pX? = 0 besitzt in Z nur die triviale Losung
(0,0,0) fiir alle Primzahlen p = 3 mod 4. Nach dem Lemma ist also
die Quaternionenalgebra A, = (L,,0,, —1) ein Schiefkérper fiir alle
Primzahlen p = 3 mod 4.

(3) A, # A, fiir alle Primzahlen p, ¢ mit p # ¢ und p,q¢ = 3 mod 4
(vgl. [11], I, §30).
10.8 Inflationssatz im zyklischen Fall

Sei M galoissch iiber K mit Gruppe {1,7,...,7™ 1} und sei L galoissch
iiber K mit Gruppe {1,0,...,0" '}. Es gelte K C M C L.

Satz. Es sei o so gewihlt, dass oy = 7 gelte. Fiir jedes a € K* gilt dann

(M,1,a) ~ (L,0,a") mit r:dimMLzﬁ.
m

Beweis. Seien G = G(L/K) und H = G(L/M). Dann gibt es einen sur-
jektiven Homomorphismus G — G(M/K), o +— o|y mit dem Kern H,
vgl. Algebra 16.3. Setze @ = o H . Nach Wahl von ¢ gilt dann

(M,7,0) = (M,7,0) = (M,G/H.Ta) o+ (LG, f).
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wobei f = inf(f,) ist und daher fiir i,j =0,...,n — 1 gilt:

1 firi+j<m
a firm<i+j<2m.

f(givaj) :ﬁ(ﬁivaj) = {

Es folgt (L, G, f) = @?;01 Lug: mit u,: v = o*(x)u,: fiir alle x € L und

U™ = um uy = ugm-1uy = fo(@™ 1, F)ugm = auym . Nach Definition
von f folgt ul = ul’" = a"ulm = a"u; = a" und also (L, G, f) ~ (L,0,a").
O

10.9 Weiterer Beweis des Satzes von Wedderburn

Satz. Jeder endliche Schiefkorper ist kommutativ.

Beweis. Sei D ein endlicher Schiefkérper mit Zentrum K = Z(D). Es
geniigt zu zeigen, dass jede zyklische Algebra (M, T,a) iiber K zerfillt
(vgl. 5.8 und Algebra 16.7).

Sei r = |K|—1. Dann ist a” =1 (vgl. Algebra 14.4). Sei L eine Korperer-
weiterung von M mit dimy; L = r (vgl. Aufgabe 36). Dann ist L galoissch
iiber K mit zyklischer Gruppe (nach Algebra 16.7), und es folgt

M ~ (L "y~ (L,0,1).
( 7T7CL) 10.8( 70',0/) ( » Oy )

10.10 Zyklizitadtsprobleme

Im zyklischen Fall gilt nach 10.6: ’Br(L/K) ~ K* /Ny (L") ‘

Problem 1. Ist jede Azumaya-Algebra iiber K zyklisch? (Gegenbeispiel
DICKSON 1932)

Problem 2. Ist jede Azumaya-Algebra A iiber K &hnlich einer zyklischen
Algebra? (Gegenbeispiel AMITSUR 1972, vgl. [12])

Theorem (Merkurjev-Suslin 1983).
Enthilt K die n-ten Einheitswurzeln und ist [A]™ = 1, so ist A dhnlich
einem Tensorprodukt von zyklischen Algebren.

Der Beweis ist tiefliegend und sehr schwierig. Ein wesentliches Hilfsmittel
ist Hilberts Satz 90 fiir die K-Gruppe Kz (K).

Bis heute ist es offen, ob dieses Theorem auch im Fall char K { n ohne die
Einheitswurzelbedingung gilt?
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10.11 Ubungsaufgaben 33-36

Aufgabe 33.
Sei L eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G = {1,0,...,0" 1}, und
sei @ € K*. Man zeige, dass die Abbildung

i i 1 fallsi+j<n
* i J
G xG— L*, (0’70')!—>{ o fallsitj>n
fir i,7 =0,...,n — 1 ein normierter 2-Kozyklus ist.

Aufgabe 34.
Sei L eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G . Es seien F' ein Zwischen-
korper und H die Galoisgruppe von L iiber F'. Gegeben seien ferner die
Restriktionen

res: Br(L/K) — Br(L/F), [A]~ [A®Kk F],

res: H2(G,L*) — H*(H,L*) , [f] — [ flaxu]-
Man zeige, dass res o ar/x = ar/p o res gilt.
(Es ist hierbei a, /x : H2(G,L*) — Br(L/K), [f]— [(L,G, f)].)
Aufgabe 35.

Sei L eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G, und sei H ein Normal-
teiler in G . Man zeige, dass die folgende Gruppensequenz exakt ist:

1— HA(G/H, (L)) 5% H2(G, L") * H2(H,L*).

Aufgabe 36.
Sei K ein endlicher Korper. Man zeige, dass es zu jedem r € IN eine
Korpererweiterung L von K derart gibt, dass dimg L = r gilt.
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Die Brauergruppe eines
lokalen Korpers

11 Diskrete Bewertungen

Fiir Z aufgefasst als additive Gruppe schreiben wir hiufig auch Z7.

11.1 Definition

Sei K ein Korper. Eine diskrete Bewertung v von K ist ein surjektiver
Gruppenhomomorphismus v: K* — ZT derart, dass

(14) ’v(m +y) =2 Min(v(z),v(y)) Vaz,y € K mit z # —y

gilt. Wie {iblich sei v(0) := 400 gesetzt, so dass (14) fiir alle z,y € K gilt.
Eine solche diskrete Bewertung wird héufig auch normierte Exponentenbe-
wertung genannt.

11.2 Elementare Eigenschaften

Lemma.
Eine diskrete Bewertung v: K* — Z% hat die folgenden Eigenschaften:

() v(ey) = o(e) +o(y) Yo,y € K*
(i) v(1)=0
(iii)) v(—z)=wv(z) Va e K*

(iv) v(z7!)=—v(z) Voe K*

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



11.3 Fundamentales Lemma 91

(v) Firx,ye K* gilt

(@) o) | = |v(@+y) = Min(u(z),v(y))|

Beweis. (i) und (ii) gelten, weil v ein Gruppenhomomorphismus ist.

() Esist 0 = v(1) = o((-1)(~1)) = o(~1) + o(-1).
t

1

i)
also v(—1) = —v(—1). Es folgt v(—1) = 0 und daher

v(=z) = v((=1)z) = v(-1) +o(z) = v(z)

=0

()
(iv) Es gilt 0 5 v(zar~t) m v(z) +v(z7h).
(v) Angenommen, es gibt z,y mit v(z) < v(y) und
v(x +y) > Min(v(z), v(y)) = v(z) .
Dann folgt

v(z) =v((z +1y)+ (—y)) = Min(v(z + y),v(y)) nach (14) und (iii)
> v(x) Widerspruch.

O

11.3 Fundamentales Lemma

Lemma. Seiv: K* — Z7T cine diskrete Bewertung. Dann ist die Menge

’A—{xGKM 0}‘

ein Hauptidealring mit genau einem Primideal
m, = {z € K | v(z) > 0} # (0)]

und mit der Einheitengruppe

’A*:{xEK*M(x):O}‘.

Bei fester Wahl eines Elementes m € A mit v(w) = 1 ldsst sich jedes Ele-
ment x € K* schreiben als

v®@)y mit einem von x abhingigen u € A* |.

i=r

Ferner ist jedes Ideal # (0) in A von der Form w™A mit einem n > 0.
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Beweis. Aus 11.1 und 11.2 folgt, dass A ein Unterring von K und m, ein
Ideal in A ist. Es ist A* = {z € K* | v(z) = 0}, denn:

Ist umgekehrt € K* und v(x) = 0, so ist z € A und v(z 1) o —v(z) =0
und also 27! € A*. Wihle 7 € A mit v(w) = 1. Fiir z € K* setze

wi=xr V@) |

Dann folgt 2 = 7¥(®)y und

v(u) 5 v(x)+v (77_“('%)) =v(z) —v(r)v(r) =0

und also u € A*.

Sei I ein Ideal in A mit I # (0) und I # (1). Wéhle ein n € IN so, dass
v(z) 2 nVa €I und v(z) = n fiir mindestens ein x € T gilt. Dann folgt
I C7"A, denn fiir x # 0 in I ist

r=m"@y=x" 7@ e\,
—_——

€A, da v(z)>n

Umgekehrt ist 7 € I und also 7" A C I, denn wéhle ein 2 € I mit v(z) =n

und also mit v(7"z 1) m n+v(z~1) o n—n=0.

Dann ist 7" = 7"z~ 1 x € I.Esfolgt I = 7"A.
——
eA el
Gezeigt ist, dass jedes Ideal in A ein Hauptideal ist und dass jedes Ideal
# (0) in der Kette

"'Cﬂ'nACﬂ'n_lAC"'CTFQACTFAgA

vorkommt. Also ist A das einzige maximale Ideal in A. Es ist m# + A
Nullteiler in A/7™A fiir jedes n > 1. Also ist 7" A kein Primideal fir n > 1,
vgl. Algebra 7.4. O

11.4 Bewertungsring und Restklassenkorper

Definition. Ist v: K* — Z7% eine diskrete Bewertung, so heifit der Ring A
in 11.3 Bewertungsring von K beziiglich v, und der Koérper k, = A/m,, heifit
Restklassenkdrper von K beziglich v. Jedes Element 7 € A mit v(w) = 1
heiflt Primelement beziiglich v.
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11.5 Beispiele

1) Diskrete Bewertungen von K(X):
Seien K[X] der Polynomring in einer Unbestimmten X und K(X) der
Quotientenkérper von K[X], genannt ,rationaler Funktionenkérper in
der Unbestimmten X“. Es ist

Kuvz{g\ﬁgeKng¢o}.

Ist p ein normiertes irreduzibles Polynom in K[X], so ldsst sich jedes
Polynom f # 0 aus K[X] eindeutig schreiben als f = pVu, wobei
v(f) € Nog und v € K[X] nicht durch p teilbar ist (denn K[X] ist
faktoriell, vgl. Algebra 8.9).

Dann ist v: K(X)* — Z™T, 5 — v(f) —v(g), eine diskrete Bewertung
von K (X) mit Bewertungsring

A{ﬁeK@ﬂpm}

und Restklassenkorper

=]

Behauptung. Es gibt eine kanonische Isomorphie

ky ~ K[X]/pK[X]].

Beweis. Die Inklusion K[X] < A induziert einen Homomorphismus
¢: K[X]/pK[X] — A/pA.

Dieser ist injektiv, da K[X]/pK[X] ein Kérper ist, vgl. Algebra 8.12(b).
Fiir f € K[X]sei f:= f+pK[X].Seih € A, alsoh = L mit f,g € K[X]
und p { g. Da g # 0 gilt, hat die Gleichung §Z = f eine Losung Z im
Koérper K[X]/pK[X], und es folgt ¢(Z) = h + pA. O

Beobachtung.
Es ist A = S71(K[X]) mit der multiplikativen Menge

S = K[X]\ pK[X].

Also ist A die Lokalisierung von K|[X] nach dem Primideal pK[X].
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2) Gradbewertung von K(X):
Sei f € K[X] und f # 0. Setze voo(f) = — grad f. Dann ist

Voo: K(X)* = 77, iHUoo(f)*”oo(Q)»

g

eine weitere diskrete Bewertung von K (X). Es ist X ! Primelement,
und

A:{geK(X)*

ist der Bewertungsring von K[X] beziiglich vs, . Es ist A isomorph zur
Lokalisierung von K[X '] nach dem Primideal X ' K[X '], und der
Restklassenkorper k,_ ist isomorph zu K .

grad f < gradg} u{o}

3) Diskrete Bewertungen von Q:
Sei p eine Primzahl. Analog zu 1) gilt dann: Jedes z € Z\ {0} lésst sich
als = p”(®y schreiben, wobei v(x) > 0 und p { u gilt. Dann ist

/U::UP:Q*—)Z4>a EHU(I)—’U(y),
Yy

eine diskrete Bewertung von @ mit Bewertungsring

x
A= { €Q ‘ pTy}
)
und Restklassenkorper A/m, T A/pA ~7./pZ..

4) Diskrete Bewertungen eines Zahlkirpers:
Sei K ein Zahlkorper, also K eine endliche Korpererweiterung von @ .
Situation:
7.~ Q = quot(Z)

|

ok K = quot(ok)
Hierbei ist 0x der Ganzheitsring von K, also
ox = {z € K | z ist Nullstelle eines normierten Polynoms aus Z[X] }.

Jedes Ideal I # (0) in o lisst eine eindeutige Zerlegung der Form I =
I, p"(®) zu, wobei p alle Primideale # (0) in ox durchliuft, und n(p)
nicht-negative ganze Zahlen sind, die bis auf endlich viele Null sind, vgl.
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Biicher iiber Algebraische Zahlentheorie oder auch [3], Chap. VII, §2,
no. 3. Die Zerlegung gilt in jedem ,,Dedekindring® und allgemeiner sogar
fiir ,Fraktionsideale®, wobei dann auch negative Exponenten auftauchen
konnen.

Fir jedes z # 0 in ox setzen wir vy(x) = n(p) geméf der Zerlegung
TOK = Hp p™(P) des von z in ox erzeugten Hauptideals. Wir erhalten
also fiir jedes Primideal p # (0) in 0k eine diskrete Bewertung

vp: K* = Z1 mit v, (i) = vy () — vp(y)

fir z,y € ok \ {0}. Der Bewertungsring A von K beziiglich v, ist die
Lokalisierung von ox nach dem Primideal p, also A = S7!(0x) mit
S =og \ p.

Gemeint ist damit die Lokalisierung im Sinne der kommutativen Alge-
bra. In der Algebraischen Zahlentheorie beinhaltet dieser Begriff meist
zusétzlich noch ,, Vervollstandigung*.

11.6 Absolutbetrige

Ein Absolutbetrag (oder kurz Betrag) von K ist eine Abbildung | | : K — R,
x |x| , derart, dass fiir alle z,y € K gilt:

1) fa] >

)
2) 2 =0<=|z| =0,
)

3) lzyl = |« lyl,

4) Jz+yl <zl +yl.

Setzt man d(x,y) := |z — y| fiir z,y € K, so gelten d(z,2) =0 <= x =y
und d(z,y) < d(x,y) + d(y, z) fir z,y,z € K.
Damit ist K dann ein metrischer Raum, wie er in der Analysis betrachtet
wird, und man kann mit Begriffen wie ,joffen*, , Konvergenz von Folgen“,
»Nullfolgen“ und ,,Cauchyfolgen®“ arbeiten.
Zwei Absolutbetriige 1| | und 2| | heien dquivalent, wenn es ein ¢ > 0 aus R
so gibt, dass

olz| = 1|z|® fiir alle x € K

gilt. Zwei Betriige 1| | und 5| | sind genau dann équivalent, wenn jede Null-
folge beziiglich 1| | auch eine Nullfolge beziiglich 5| | ist und umgekehrt.

Beispiele. (i) Der triviale Betrag, definiert durch |0] = 0 und durch
|z] =1 fiir alle z € K*.

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



96 11 Diskrete Bewertungen

(ii) Sei 7 € R mit 0 < r < 1 fest gew#hlt. Dann ist fiir jede Primzahl p
durch
lz| :=ror@ v, wie in 11.5 (3),

ein Betrag von Q) definiert. Dieser ist nicht-archimedisch, d. h. es gilt
[z +y| < Max(lz], [y]) Va,y€Q.
Meist wihlt man 7 = p~! und erhilt einen dquivalenten Betrag
[,: Q= R, z—p @,
wobei [0[, = 0 sei. Dieser Betrag heifit p-adischer Absolutbetrayg.

(iii) Man kann zeigen, dass jeder nicht-triviale Absolutbetrag von @ ent-
weder zum gewOhnlichen Absolutbetrag oder zu einem p-adischen Ab-
solutbetrag dquivalent ist (Beweis z.B. [11], Teil II).

11.7 Ubergang vom Betrag zur Bewertung

Sei | | : K — Rxo ein Absolutbetrag, der nicht-archimedisch sei, d.h. es
gelte die verschirfte Dreiecksungleichung

|z +y| < Max([yl, [y]) Va,yeK.
Fiir ein ¢ € R mit 0 < ¢ < 1 betrachte man die Abbildung
v: K - RU{o0}, z—log, |z| firxz#0,
die |z| = ¢*®) Yz € K erfiillt, wobei v(0) := oo gesetzt wird. Dann gelten

v(zy) = v(z) +v(y)
v(z +y) = Min(v(z), v(y))
v(r) =0 <=2 =0
Man nennt v dann eine Fxponentenbewertung von K . Diese heif3t diskret,
falls es einen kleinsten Wert v(a) > 0, a € K, so gibt, dass alle anderen

vorkommenden Werte ein ganzzahliges Vielfaches von v(a) sind. Man kann
dann v so normieren, dass v(K*) = 7Z gilt.

11.8 Vervollstandigung

Sei | | : K — Rxg ein Absolutbetrag wie in 11.6 definiert.
Eine Folge (an)new C K heifit Cauchyfolge, falls es zu jedem ¢ € R ein
ng € IN gibt mit |a,, — am,| < € Vn,m > ng. Wie in der Analysis zeigt man:
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(a)

()

(f)

Die Menge C aller Cauchyfolgen in K bildet einen kommutativen Ring,
und die Menge N der Nullfolgen ist ein Ideal in C.

Der Ring K := C/N ist ein Korper.

Durch 1: K < K, a — (a,a,...) (konstante Folge) wird K als Ring
in K eingebettet.

Der vorgegebene Absolutbetrag | | : K — Rx¢ setzt sich in einem Ab-
solutbetrag | |A: K — R fort:

Fiir eine Cauchyfolge (a, € K)nen sei @ = ((an)nen +N) € K. Dann
ist die Folge (Jan|)nenw eine Cauchyfolge in R nach Aufgabe 41. Al-
so gibt es |a|A = nlLrI;o|an| in R, da R vollstandig (beziiglich des
gewohnlichen Absolutbetrags) ist. Der Betrag | |Aist wohldefiniert, und
es ist |L(a)|A: la| Va € K.

Es ist K dicht in K , d.h. jedes Element aus K ist Grenzwert einer
Folge aus K .

Es ist K vollsténdig beziiglich | |A, d.h. jede Cauchyfolge aus K konver-
giert.

Definition. Jedes Paar (K, | |~), wobei K eine Kérpererweiterung von K

und ||~: K — R ein Absolutbetrag ist, heifit Vervollstindigung (oder
Komplettierung oder vollstindige Hiille) von (K] [), falls K vollstéindig

beziiglich | | ist, || eine Fortsetzung von || und K dicht in K ist.

(2)

(h)

Sind (K, | |A) und (K, || ) zwei Komplettierungen von (K, ] 1), so gibt
es genau einen K-Algebraisomorphismus ¢: K — K mit |p(z)| = |z|
fiir alle z € K .

Sei | | : K — R3¢ nicht-archimedisch, d.h. es gelte die verschdrfte Drei-
ecksungleichung

|z +y| < Max(|z], |y[) Vo,yc K.

Dann ist die Menge R := {z € K | || < 1} ein lokaler Ring mit
maximalem Ideal o := {x e K ||zl < 1} (vel. Aufgabe 42). Analog

seien R und 3 fiir die Komplettierung (K, | | ) gegeben.

Behauptung. Die Inklusion R — R induziert einen Isomorphismus

R/o =5 R/3.
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Beweis. Sei a € K*. Da K dicht in K ist, gibt es eine Folge (a, € K)nen
mit lim a, = «. Also gibt es ein ng € N so, dass |a, — | <|a| Vn = ng
n—oo

gilt. Setze @ = ay,+1 . Dann ist a € K*, und es folgt

la| =|(a—a)+a| nach Aufgabe 39
= |a nach (d).

Fiir a € R\ {0} folgt |a — a|A< |a\A< 1,alsoa—a €0 und |a| = \a|A7 und
daher a € R. Dies ergibt o + 0=a+0 mit a € R. Der Homomorphismus
R/o — R/0 ist also surjektiv. Er ist injektiv, da R/o ein Korper ist. O

Bemerkung. Sei || : K — Rxg nicht-archimedisch. Geht man dann zu ei-
ner Exponentenbewertung v iiber, wie in 11.7 beschrieben, so lassen sich die
Aussagen beziiglich | | in Aussagen beziiglich v iibersetzen und umgekehrt.

11.9 Ubungsaufgaben 37-40

Aufgabe 37.
Man gebe ein Beispiel eines nicht-kommutativen zyklischen Schiefkérpers
D an, fiir den M,,»,, (D) fiir alle n > 1 nicht zyklisch ist.

Aufgabe 38.

Sei char(K) # 2, und sei A eine Quaternionenalgebra iiber K. Es gebe also
u,v € A* und a,b € K* so, dass die Elemente 1, u,v,uv eine Basis von A
iiber K bilden und die Relationen u? = a, v* =0b, wv = —vu erfiillt
sind. Man zeige: A ~ Mayo(K) <= (1,—a, —b,ab) ist isotrop tiber K.

Aufgabe 39.

Sei K ein Korper, und sei || : K — R ein Absolutbetrag von K, der die
,verschirfte Dreiecksungleichung® |a 4+ b] < Max(|al, |b]) fiir alle a,b € K
erfiillt. Man zeige: Ist |a| # |b], so gilt |a + b] = Max(|al, |b]) .

Aufgabe 40.
Der triviale Betrag ist durch |0] = 0 und |a| = 1 fiir alle a € K* definiert.
Man zeige, dass ein endlicher Kérper nur mit dem trivialen Betrag versehen
werden kann.
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12 Diskret bewertete vollstindige Korper

Struktur- und Klassifikationsaussagen sind im blauen Zahlentheoriebuch
von HASSE [6] nachzulesen. Wir stellen hier einige Hilfsmittel bereit, die im
Weiteren benétigt werden.

12.1 Henselsches Lemma

Sei K ein Korper, der vollstindig beziiglich einer vorgegebenen diskreten
Bewertung v: K* — Z mit v(0) := oo sei. Geméf} 11.3, 11.4 bezeichne A
den zugehorigen Bewertungsring, m € A ein Primelement und k := A/Axw
den Restklassenkorper.

Fiir A € A sei X := X + An die zugehorige Restklasse in &, und fiir ein

Polynom f = > A\ X' € A[X] sei f = Y \;X? das zugehorige Polynom
i=0 i=0
in k[X]. Die Schreibweise

’fl = fo mod 7"

bedeute ’fl — fa e A[X] 7" ‘

fiir f1,fo € AlX] und n € IN.

Lemma (K. Hensel). Sei f € A[X]| mit f # 0. Ist f = p mit teiler-
fremden Polynomen ¢, € k[X], so gibt es Polynome g,h € A[X] mit den
Figenschaften

f=gh, g=, h=1 und gradg = grad ¢ .

Beweis. Sei m := grad f. Wihle go € A[X] mit go = ¢ und r := grad go =
grad ¢ . Nach Voraussetzung gibt es dann ein hy € A[X] mit hg = ¢ und

’fzgohomodﬂ‘.

Es kann also hg mit grad hg < m — r gewahlt werden.

Behauptung 1. Sei d € A[X] mit gradd < m. Dann gibt es Polynome
a,b € A[X] mit grada < r und gradb < m — r so, dass gilt:

’aho—i—bgozdmodw‘

Beweis. Da gy und hg teilerfremd in k[X] sind, gibt es Polynome a, 3 €
A[X] mit ahg + Bgo = 1 mod 7 nach Algebra 8.4. Es folgt

(%) adhg + Bdgo = d mod 7.
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Ist gradad < r, so setze a = ad und b = Gd. Ist gradad > r, so ist
ad = b gy + a mit grad a < r nach Algebra 8.1.
Aus () folgt dann ahg + bgg = d mod 7 mit b = b'hy + 5d. Es folgt

m > grad by , da gradd < m und grad ahg < m
= grad b + grad gg nach Algebra 6.13 (c)
——
und also gradb < m —r. O

Behauptung 2. Die Polynome gy und hq sind Startelemente von Folgen
(gn)n>o0 und (hy)n>o in A[X] mit den Eigenschaften

(I) gn=gomodnm und gradg,=7r Vn,

n = hpmod m™ un gradh, <m—r n,
I hp =h d d dh v
(I10) f = gnhy mod 7" Vn.

Beweis. Es gelte (I), (II), (III) fiir festes n > 0. Dann gibt es ein d € A[X]
mit gradd < m so, dass gilt

(I11°) f = gnhn =da™t.

Wiéhle a,b € A[X] wie in Behauptung 1. Nach (I), (II) und Behauptung 1
folgt dann ah,, + bg, = d mod 7 und also

(Iv) ahy, +bg, = d+ e mit einem ¢ € A[X].
Setze
(V) ’gn+1 = gn + aﬂ.n—H ‘ und ’hn+1 e hn + bﬂ'”+1 ‘

Dann sind (I) und (II) auch fiir g,4+1 und hy,q erfiillt. Ferner gilt:
Gni1Pns1 = Gnhn + (ahy, + bg,) 7" + abr™ 7" T2

= gnhn + dr™ ! mod 7" 2 nach IV

= gnhn + f — gnhyn mod 772 nach IIT’

= fmod "2

O

Nach (V) sind die r Koeffizienten von g, 11 — g, alle durch 7"*! teilbar,
haben also jeweils fiir n — oo den Grenzwert 0. Da K vollstindig ist,
konvergiert also die Folge (gn)n>0 gegen ein Polynom g € A[X] mit dem
Grad r.

Analog konvergiert (hy)n>0 gegen ein b € A[X] vom Grad < m —r. Aus
Behauptung 2 folgt nun Hensels Lemma. O
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12.2 Wichtige Folgerung

Sei K vollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* — Z%. Es sei
v(0) = 400 gesetzt, und wie in 11.3, 11.4 seien
A={ze K|v(x) >0} der Bewertungsring,
Ar={z € K|v(x) >0} das maximale Ideal in A,
und k=A/Ax der Restklassenkorper beziiglich v .

Satz. Sei f = ap+ a1 X + -+ aqg_ 1 X' + X% € K[X] ein irreduzibles
Polynom vom Grad d. Ist v(ag) > 0, so ist v(a;)) > 0Vi=1,...,d—1.

Anders gesagt:
— [meiv]

Beweis. Fiir d = 1 ist nichts zu zeigen, da f normiert ist. Sei d > 1.
Angenommen: Es gibt ein n mit v(a,,) < 0. Dann ist n > 0, da v(ag) > 0.
Wihle n so, dass v(a,) = Min(v(ap), - . .,v(aq—1)) gilt. Setze

i . 1
bi::a— fir ¢=0,...,d—=1| und |bg=—|.

an an

Dann folgt v(b;) 0 v(a;)—v(ay,) = 0,v(b,) = 0und v(by)
Fazit: .

0 —v(a,) > 0.

d —_—
1 . 1 _
—f:E b; X* € A[X], wobei —f #0¢€k,
an —~ an
dr mit 0 <n < r <d so, dass
v(by) =0und v(b;)) >0Vi=r+1,...,d.

Es folgt: if = (bg + b1 X +---+b.X) - 1. Nach dem Hensellemma 12.1
gibt es g, h € A[X] mit a%f =ghund 0 < grad(g) = r < d. Also sind g
und h beide nicht konstant im Widerspruch zur Irreduzibilitdt von f. O

12.3 Die Norm fiir Schiefk6rpererweiterungen

Sei K ein Korper, und sei A eine endlich-dimensionale K-Algebra. Fiir jedes
x € Aseil,: A— A, av— xa, die Linksmultiplikation mit x. Die Norm
Nk (r) € K ist durch

]NA/K(:C) = det(£,)

definiert. Sei A = D ein Schiefkérper. Dann erzeugt jedes = € D einen
Kérper K (x) nach 5.3.

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



102 12 Diskret bewertete vollstindige Korper

Lemma. Sei f =ap+a1 X +---+a, 1 X" '+ X" € K[X] das Minimal-
polynom von x € D*. Dann gelten:

(a) N(z):= Ng(@)/k(r) = (=1)"ao,
(b) Np/k(x) = N(x)® mit s = dimg(,) D,

)
)
(¢) Np/k(a) =a"™ mit n =dimg D fiir alle a € K*,

(d) Ist L = D eine Galoiserweiterung von K mit Gruppe G, so ist
Np/k() =[lyeqo(@)-

Beweis. (a) Die Menge B = {1,z,...,2"~1} bildet eine Basis von K(z)
iiber K nach Algebra 11.10. Es ist 2" = —ag — a1z — -+ — @p—12" ',
und daher gehért nach AGLA 5.4 zu £, : K(z) — K(x) beziiglich B die

Matrix

0 0 ... 0 =—ao
1 —aq
M=ME(t)=|o - - o
U :
0 ... 0 1 —Qr_1

Entwicklung nach der ersten Zeile (AGLA 7.7) ergibt
N(z) =det(M) = (=1)" ' (—ag) = (=1)" 2ag = (—1)"ay .

(b) Sei {v1,...,vs} eine Basis von D iiber K(z). Dann ist

C :={1vy,zvy,..., 2" 1oy,
r—1
lvg, vy, ..., 2"~ Vg,
r—1
lvg, 2vg, ..., 2" s}

eine Basis von D iiber K. Nach AGLA 5.4 gehort zu ¢,: D — D
beziiglich C die Matrix

M 0
M(C: (4s) = .
0 M
mit s Blocken in der Diagonalen. Nach AGLA 7.9 und (a) folgt
Np/k(z) = det(M)* = N(x)*.
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(¢) Da X — a das Minimalpolynom von a € K* ist, folgt N(a) = a, und
nach (b) folgt Np/x(a) = a™.

(d) Sei H := G(L/K(x)). Dann gilt |H| = s, und es gibt 01,...,0, € G
so, dass G = |J,_, 0;H (disjunkte Vereinigung) und |o;H| = |H]| gilt.
Insbesondere o;(x) # o;(z) Vi # j in {1,...,r}. Es folgt

f=1IX ~oix)
i=1

in L[X] (vgl. AGLA 11.8 und Algebra 15.7, 15.8 und Satz 11.4). Ver-
gleich der Absolutglieder ergibt

(%) ap = (—1)" [ oix).

Insgesamt folgt

[[o@ =] [ (o))

oed reH reH
=o1(x) - or(x)?, dat(x)=aVreH
=((-1)"ap)® nach (x)
= N(z)* nach (a)
= Np/k(x) nach (b)

12.4 Fortsetzungssatz

Sei D ein Schiefkorper iiber K mit dimyg D =: n < co. Eine Fzponenten-
bewertung von D ist eine Abbildung w: D* — R mit

(1p) w(zy) = w(z) +w(y)

(2p) w(z +y) = Min(w(z), w(y))

fiir alle z,y € D*. Dabei sei w(0) := 400 gesetzt. Analog zu 11.2 gelten
w(l) =0, w(—z)=w() und wz ') =—w).

Satz. Sei K beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* — 7 wvollstindig.
Dann gibt es genau eine Exponentenbewertung w: D* — R, die v fortsetzt.
Diese ist durch die Formel

(1) w(m):%v(ND/K(x)) Vo e D*

gegeben. Ferner ist D wvollstindig beztiglich w .
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Beweis. Existenz: Definiere w durch die Formel (1). Dann ist w eine Fort-
setzung von v, da Np,k(a) = @™ nach 12.3(c) und also w(a) =
L (nv(a)) = v(a) fiir alle a € K* gilt. Da die Determinante und damit
die Norm multiplikativ ist, folgt

w(zy) = w(x) + w(y) Yo,y € D* nach 11.2 und (1).

Also gilt (1p). Sei f=ap+ a1 X+ +a,_1 X" 1+ X" € K[X] das
Minimalpolynom von z € D*. Dann gilt

(1) w(z) = %v(ao), denn
w(z) = % v (N(m)”/T) nach 12.3 (b)
_ % o (N(x)) nach 11.2
= % v((—=1)"ap) nach 12.3 (a)
= % v(ao) nach 11.2.

Ist w(z) > 0, so ist v(ag) = 0 nach (1’) und also v(a;) > 0 fiir alle
i =1,...,7 — 1 nach 12.2. Da das Minimalpolynom von 1 + = das
Absolutglied ag —aj +az — -+ (=1)""ta,_1 + (=1)" hat, folgt dann
auch w(l + ) > 0 nach 11.2. Sind nun z,y € D* mit w(z) < w(y)
gegeben, so gilt w(x) > 0 fiir z = 271y und daher

w(z+y) =w(z+zzx) =w(z(l+x))
=w(z) +w(l+z) > w(z) =Min(w(z),w(y)) .
>0
Damit ist (2p) gezeigt.

Eindeutigkeit: Sei w’: D* — R eine beliebige Exponentenbewertung, die
v fortsetzt, und sei w: D* — R durch die Formel (1’) gegeben. Wir
zeigen w' = w.

Wihle 7 € K* mit v(7) = 1. Dann gilt w(n) = 1 = w'(7). Sei
y € D*. Dann gibt es nach (1) ein m € Z mit . Fir

x = y"r ™ folgt also w(x) i nw(y) — mw(r) = nw(y) —m = 0.
D

Wie die Behauptung unten zeigt, gilt w’(z) = 0. Es folgt
w'(z) = nw'(y) —m = 0 und also w(y) = w'(y) .

BRAUERGRUPPEN, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2007



12.5 Vollstindigkeitsnachweis in 12.4 105

Behauptung. Fiir jedes z € D* mit w(z) =0 gilt w'(z) = 0.

Beweis. Angenommen: w'(z) < 0.Sei f = X"+a,_1 X" "1+ -+ag €
K[X] das Minimalpolynom von x . Dann gilt w’(ag) = v(ag) & 0,da

w(x) = 0 ist, und also w'(a;) = v(a;) =2 0Vi=1,...,7—1 nach 12.2.
Multipliziere die Gleichung f(z) = 0 mit 2!=". Dann folgt

—T=Qp_1+ Qrox” "+ +agr "

und also
w'(—x) = Min(w'(a,_1), w (ar_2) — w'(z),...,w (ag) + (1 — r)w'(z))

nach (1p) und (2p). Es folgt w'(z) = w'(—z) > 0 im Widerspruch zur
Annahme. Damit ist w’(x) > 0 gezeigt. Es folgt w’(z7!) = —w'(x) <
0. Man fiihrt nun analog die Annahme w’(z~!) < 0 zum Widerspruch
und erhilt w'(z71) = —w/(z) > 0. Es folgt w’(z) = 0. O

Den Vollsténdigkeitsnachweis fithren wir allgemeiner in 12.5 beziiglich
eines Absolutbetrages | | : D* — Rso durch. Setzt man |z = e~ (@)
und w(z) = —log |z| fiir € D*, so folgt der Fortsetzungssatz.

O

12.5 Vollstandigkeitsnachweis in 12.4

Sei D ein Schiefkorper iiber K mit dimg D = m < co. Sei K vollsténdig
beziiglich eines Absolutbetrages | |: K* — Rxo, und sei | |: D* — Rxg
eine Fortsetzung, d.h. es gelte |zy| = |z| |y| und |z + y| < |=| + |y fiir alle
z,y € D* sowie |0] =0.

Sei (2, )nen eine Folge in D, und sei {ey, ..., e, } eine Basis von D iiber K .
Dann gilt:

T, :aﬁ”)el +--~—|—a$,?)em mit agn) eK VnelN,i=1,...,m.
Lemma. Ist (agn)) eine Cauchyfolge fir jedes i =1,...,m, so exis-

nelN
tiert x :== lim x,, in D. Es ist xt = a1e1 + -+ + ame,, mit a; = lim al(»n)
T—00 n—oo

firallei=1,...,m.
Beweis. Da K vollstindig ist, existiert a; := lim az(-") Vi =1,...,m.

Wihle M > 0 in R so, dass |e;| < M Vi = 1,...,m gilt. Zu jedem
0 < e € R gibt es dann ein ny € IN so, dass

’al(n) — Q;

<L Vn>2ngundi=1,...,m gilt.
mM
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Setze x =aje; + - -+ ame,, . Dann folgt
|xn—x|:‘(agn)—m)el—i—---—i—(aﬁff)—am)em‘
(‘ <n>_a1’+...+‘a%z)_am‘)M

( mM)Mze Vn>ng.

O
Satz. Ist (x,)nen eine Cauchyfolge in D, so ist ( (n ))nE]N eine Cauchy-
folge in K fiir jedesi=1,...,m
Beweis. Zeige durch Induktion nach r < m:
Ist (25)nen eine Cauchyfolge in D mit z,, = Xr: ag €;, so ist ( (n)> N
eine Cauchyfolge Vi=1,...,r - "

Sei r = 1. Dann ist =, = agn)el und (agn)) N eine Cauchyfolge, da
ne

(zn)nen eine solche ist.

Sei r > 1. Fall 1: Die Folge (ar ))nelN ist eine Cauchyfolge. Dann ist
(xn — a&")er>n€ eine Cauchyfolge, und daher sind nach Induktionsvor-
aussetzung auch die Folgen (al(."))ne]N fir i =1,...,r — 1 Cauchyfolgen.
Fall 2: Die Folge (a&”))new ist keine Cauchyfolge. Dann gibt es eine Folge

g)nern)

(my,mz2,ms3,...) C Nund e > 0in R so, dass |a >eVneN

gilt. Die Folge (z;,)nen mit

Ty — Tn+m — (n) a(n+mn) -— (n)
e e o Bl DB o s e O Rl DOU A R
T T i=1

ar i—1 Or

ist daher eine Nullfolge, denn da (x,),cn eine Cauchyfolge ist, geht der
Zghler x,, — Typym, fir n — oo nach 0. Es ist

r—1
Zn — €p = E bz(-n)ei
i=1

und also (bg”)) N eine Cauchyfolge fiir alle i = 1,...,r — 1 nach Indukti-
ne

onsvoraussetzung. Da K vollstdndig ist, existiert b; := lim bl(-n). Nach dem
n—oo
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Lemma folgt —e, = Z:;ll b;e; im Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit
von eq,...,e,. Der Fall 2 kann also gar nicht auftreten.
Aus Fall 1 folgt nun der Satz. O

Korollar. D ist vollstindig.
Beweis. Folgt aus dem Satz und dem Lemma. O

Bemerkung. Die obigen Betrachtungen verallgemeinern den bekannten
Satz, dass eine Folge (z,)nen komplexer Zahlen (bezogen auf den gewdhn-
lichen Absolutbetrag) genau dann konvergiert, wenn die Folgen ((2,,))nen
und (3(zn))nen in R konvergieren. Im Fall der Konvergenz gilt

lim z, = lim R(z,) + lim S(z,)vV-1.

n—oo n—oo n—oo

Hiermit zeigt man, dass C vollstindig ist.

12.6 Verzweigungsindex

Sei K vollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* — Z%*, und
sei D ein Schiefkorper iiber K mit dimg D = n < oo. Dann besitzt v
nach 12.4 genau eine Fortsetzung w: D* — R, und fiir diese gilt

’nw(m) €Z VzxeD”

nach (1) in 12.4.
Lemma. (a) Es gibt einen positiven Teiler e von n so, dass w(D*) = 17
gilt.

(b) Es gibt genau eine diskrete Bewertung vp: D* — ZT mit

’vD(a) =ev(a) Vae K"

Diese ist durch vp = ew gegeben und hat die folgenden Eigenschaften,
wobei vp(0) := 400 gesetzt sei:

(1) Es gibt einen Bewertungsring Ap := {z € D | vp(x) > 0} mit
Einheitengruppe A5, = {z € D | vp(x) = 0}.

(2) Es gibt ein Primelement, das ist ein Element mp € Ap mit
vp(mp) = 1. Fiir jedes x € D* gilt

(z)

T=uy my ) mit ugy € A} |
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(3) Das zu vp gehérige Bewertungsideal wird von wp erzeugt. Es gilt

]ADtz{xeD|vD(x)>o}\.

(4) Es seim € K* ein Primelement beziiglich v , es gelte also v(m) = 1.
Dann ist

’7r =umh mit einem u € AL

(5) Es ist D wvollstindig beziiglich vp .
Beweis. (a) Es ist nw(D*) eine Untergruppe von Z* , denn es gilt
0 = nw(1) und nw(x) — nw(y) = nw(zy~!) Yo,y € D*.
Nach AGLA Satz 11.5 gibt es daher ein m € Z mit
nw(D*) =mZ.

Wir kénnen hierbei m > 0 annehmen. Es ist n = nw(7) € nw(D*) und
also n = me mit einem e € Z. Es folgt e > 0 und w(D*) = 27 = 17.

(b) Die Existenz- und Eindeutigkeitsaussage folgt aus 12.4 und (a). Die
Eigenschaften 1,23 folgen analog wie in 11.2 und 11.3.

(4) Dawvp(m) = ev(m) = e gilt, folgt m = u,7$ mit u, € A}, nach (2).
(5) folgt, weil D beziiglich w = 1vp nach 12.4 vollstéindig ist.
O

Definition. Die Zahl e aus dem Lemma heifit Verzweigungsindexr von D
iiber K .

Bemerkung. (i) Esist e der Index von w(K*) in w(D™*), denn nach (a)
und (b) gilt ew(D*) = Z und ew(K*) = eZ, also e = (w(D) : w(K™*))

im Sinne der Gruppentheorie.

(ii) Aus dem Lemma folgt

’7r Primelement beziiglich vp ‘ — .

Ist D kommutativ, so folgt aus (4) und 11.3

’ADTF ist Primideal‘ — |e=1|.
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12.7 Restklassengrad

Sei K vollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* — ZT . Wir
beschréanken uns hier auf den Fall, dass der Schiefkérper D in 12.6 eine
Korpererweiterung D = L vom Grad n iiber K ist, und betrachten die
Restklassenkorper

Aus 11.3 und 12.6 folgt A C Ap. Hierdurch wird ein Homomorphismus
k — ¢ induziert, denn Aw C Ay 5) Apmg C Apmr . Da k ein Korper ist,

konnen wir also £ als Korpererweiterung von k auffassen.

Definition. Der Korpergrad f := dimyg ¢ heifit Restklassengrad von L
iiber K .

Lemma. FEs gilt f <n:=dimg L.
Beweis. Angenommen, es existiert ein > n und r linear unabhéngige Ele-

mente Tq,...,%T, € £*. Wahle z1,...,z, € Ap mit x; + Apnp = T; fir
i1 =1,...,r. Dann sind x1,...,z, linear abhéngig. Es gibt also eine nicht-

T
triviale Linearkombination Y a;x; = 0 mit a; € K . Durch Multiplikation
i=1
mit ai , wobei v(a;) ein minimaler Wert ist, kann man erreichen, dass alle
J
Koeffizienten in A liegen und mindestens einer in A* liegt (wie im Beweis
von 12.2). Reduktion nach Ap7y, ergibt eine nicht-triviale Linearkombina-
,

tion Y @;x; = 0 in £ im Widerspruch zur Annahme. O
i=1

12.8 Reihenentwicklung

Sei K vollstéindig beziiglich einer diskreten Bewertung v: K* — Z* , wobei
v(0) := +o0 gesetzt sei. Es seien A der Bewertungsring, 7 ein Primelement
und k = A/Ax der Restklassenkérper. Wéhle zu jedem T € k einen Vertre-
ter z € A aus und erhalte so ein Vertretersystem R C A fiir die Elemente
von k. Essei0 e R.

Satz. Jedes a € K hat eine eindeutige Darstellung als

o0
a= Z a,©™" mit a, €R.

n=v(a)

Umgekehrt konvergiert jede Reihe der Form > b,m™ mit b, € R gegen
—ookKn
ein b€ K mit v(b) = Min(n | b, #0).
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Beweis mit rekursiver Argumentation: Sei zunéchst a € A*, also v(a) =0.
Nach Wahl von R gibt es ein ag € R mit a = ag mod Ax.
Es gebe ag, ..., a,-1 € R mit

a=ay+a1m+ -+ ap_17" ' mod An".

Dann ist @ = ag + a1m + -+ - 4+ @p_17" ! + br™ mit einem b € A. Zu b gibt
es genau ein a,, € R mit b = a,, mod Ar . Es folgt

a=ay+am+ -+ a7 mod Ax" 1,

und daher gilt a = > a,7™. Seil > ap7" =a = Z by mit ap, b, € R.
n=0 n=0
Reduktion mod Ax ergibt ag = by mod Ax, und daher ag = by nach Wahl

von R . Es gelte a,, = b, furn_O,...,r—l. Dann folgt

oo oo
E a,m" = E b, .
n=r

n=r

Multiplikation mit 7=" und Reduktion mod A= ergibt dann a,, = b, mod Axw

und also a, = b,.. Die Darstellung von a ist daher eindeutig.

Fiir a = 0 ist der Satz richtig, da 0 € R ist. Sei @ # 0 in K. Dann ist

a = ur’(® mit einem u € A* nach 11.3. Wie schon gezeigt, ist u = 3. ¢;7°
i=0

mit eindeutig bestimmten ¢; € R . Es folgt

a—ch itv(a) = Z apT" Mit ap = Cp_y(a) -

n=v(a)

Umgekehrt: Da K vollstindig ist, existiert b:= . b,n™.Da 0 € R ist,
—ookKn

wird die Restklasse 0 durch 0 vertreten. Ist also b, # 0, so ist b, € A\ A7

und also v(b,) = 0. Es folgt v(b,m™) = v(b,) + n = n und daher v(b) =

Min{n | b, # 0}. O

12.9 Die p-adischen Zahlen

Sei p eine Primzahl. Die Vervollsténdigung von @ beziiglich des (in 11.6
(ii) definierten) p-adischen Absolutbetrags heiit p-adischer Zahlkérper und
wird mit Q, bezeichnet. Man kann Q, auch als Vervollstdndigung von Q
beziiglich der diskreten Bewertung v, ansehen, wobei v,(z) der Exponent
von p in der Primfaktorzerlegung von = € Q* ist, vgl. 11.5.3.
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Nach 12.8 lassen sich daher die Elemente von Q, eindeutig darstellen als

(oo}
a= Z ap7" mit a,, € {0,1,...,p—1}.
—ookn

In dieser Form wurden die p-adischen Zahlen zuerst entdeckt, und zwar
von K. HENSEL. Die Theorie bewerteter Korper wurde durch STEINITZ,
OSTROWSKI und andere entwickelt.

12.10 Funktionenkoérper

Sei K(X) der rationale Funktionenkorper in einer Unbestimmten X . Wie
in 11.5.1 beschrieben, definiert jedes normierte irreduzible Polynom p €
K[X] eine diskrete Bewertung von K (X), und der Restklassenkorper k ist
isomorph zu K[X]/pK[X], also k = K () mit einer Nullstelle z von p.
Sei K(X),, die zugehorige Vervollstandigung von K (X). In der gemé&f 12.8
eindeutigen Darstellung

o= Z app” mit a,, €ER
—ookKn

fiir die Elemente von K(X), kann als Vertretersystem das kleinste Rest-
system mod p gewahlt werden. Das sind dann die Polynome vom Grad
< gradp. Ist p= X —a mit a € K, soist k = K und R = K wihlbar.
Speziell fir p = X ist K(X), =: K((X)) der Kérper der formalen Laurent-
Reihen in einer Unbestimmten X mit endlichem Hauptteil.

Ist K(X) mit der Gradbewertung aus 11.5.2 versehen und K(X)., die
Vervollstindigung, so ist K (X)s = K((X71)).

12.11 Verallgemeinerte Reihendarstellung

Seien L ein Kérper, der beziiglich einer diskreten Bewertung vy : L* — Z7T
vollsténdig sei, Ay der Bewertungsring, ¢ der Restklassenkorper und Ry C
Ay, ein Vertretersystem fiir die Elemente aus ¢, das 0 enthalte.

Lemma. Fir jedes i € Z sei ein Element w; € L* mit v (m;) = i vorgege-
ben. Dann besitzt jedes a € L eine eindeutige Darstellung

o= E a;m; mit o; € Ry |.
—o0K1

Beweis. Analog wie in 12.8, vgl. Aufgabe 49. O
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12.12 Die Formel ef =n

Sei K ein diskret bewerteter vollstandiger Korper mit Bewertungsring A
und Restklassenkorper k.

Sei L eine Korpererweiterung von K mit dimg L = n < oo, und es sei
vy: L* — Z7% die diskrete Bewertung von L geméif 12.6. Ferner sei f =
dimy ¢ der Restklassengrad und e der Verzweigungsindex von L iiber K .

Satz. Es giltef =n.

Beweis. Nach 12.7ist f <n. Wihle z1,...,25 € Ap so, dass die Restklas-
sen T,...,Zs eine Basis von /¢ iiber k bilden, und wéhle ein Primelement
71, beziiglich vy, . Wir zeigen, dass die Elemente

aimy firi=1,...,fund j =0,...,e — 1
eine Basis von L iiber K bilden. Hieraus folgt ef =n.
Sei R ein Vertretersystem fiir die Elemente aus &k, das 0 enthalte. Dann ist

Rr={aiz1+---+aszs|ai,...,ar € R}
ein Vertretersystem in Ay fiir die Elemente von ¢ mit 0 € Ry, . Wihle ein
Primelement 7 € K. Fiir 0 < j < e und m € Z gilt dann

vp(mm™) = jup(np)+mor(n) = j+me.
11.27 e~ —— 12.6
1 e

Nach 12.11 und Wahl von Ry, ist also jedes a € L eindeutig darstellbar als
e—1 )
a= Z Z Qjpmemr T,
—ooKm j=0
wobel j4me = Zile aijm®; Mit eindeutig bestimmten a;j, € R . Es folgt

e—1 f .
a= > > 3 ajjmrim, ™. Durch Umordnung ergibt sich
—ocokKm j=01i=1

e—1 f
_ J : _ m
o= E E ajjrimy,  mit  a; = E Aijm™ aus K
§=0i=1 —ocom

nach 12.8. Also bilden die Elemente x;7} ein Erzeugendensystem von L
iiber K. Noch zu zeigen ist, dass die Koeffizienten a;; durch o eindeutig

e—1 f .
bestimmt sind. Sei &« = Y > b;jz;w) mit b;; € K. Dann ist
j=0i=1

bij = Z bijmﬂ'm mit bijk eER
—ooKm
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nach 12.8. Durch riickwértige Ausfithrung der Umordnung folgt

e—1 f
2 2D bumaimi
—ocoKm j=0 =1
\q,_/

ERL

f f
Nach 12.11 ist diese Darstellung eindeutig. Es folgt > bijm@: = Y aijm:
i=1 i=
und hieraus b;j,, = a;jm nach Wahl von Ry, . Es folgt nun b;; = a,; fiir alle
i=1,....,fund j=0,...,e—1. O

12.13 Unverzweigte Erweiterungen

Seien K und L wie in 12.12 gegeben. Dann heifit L unverzweigt iiber K |
falls der Verzweigungsindex e = 1 ist, und falls der Restklassenkorper ¢
separabel iiber k ist.

Ist e =1, so gilt f = dimgp¢ = dimg L nach 12.12. Ist der Restklas-
senkorper k vollkommen, so ist jede endliche Korpererweiterung von k se-
parabel, und es geniigt, e = 1 zu fordern. Insbesondere geniigt dies, falls &k
endlich ist (vgl. Algebra 16.8).

12.14 Ubungsaufgaben 41-44

Aufgabe 41.
Mit || sei der gewdhnliche Absolutbetrag einer reellen Zahl x bezeichnet.
Man zeige:

1) |lal =] |oo € |a—10| fiir alle a,b € K.

(ii) Ist (an)nen eine Cauchyfolge in K, so ist (|an|)nen eine Cauchyfolge
inR.

Aufgabe 42.
Es sei || ein Absolutbetrag von K, und es gelte die verschérfte Dreiecks-
ungleichung |a + b| < Max(|a|, |b]) . Man zeige:

(i) Die Menge R :={a € K | |a| < 1} ist ein Unterring von K .

(ii) Die Menge m := {a € K | |a| < 1} ist das einzige maximale Ideal in
R.

(iii) Es ist K der Quotientenkérper von R.
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Aufgabe 43.

Wie iiblich ist eine unendliche Reihe > °  a, als Folge der Partialsum-
men s, = >, a; definiert. Es gelte die verschérfte Dreiecksungleichung
la + 0] < Max(Jal, |b]), und K sei vollstindig. Man zeige, dass eine Reihe
>0 L an genau dann konvergiert, wenn die Folge (an)nen eine Nullfolge
ist.

Bemerkung. Beziiglich des gewthnlichen Absolutbetrages in R ist eine ent-
sprechende Aussage falsch, wie sich am Beispiel der harmonischen Reihe

S L zeigt.

Aufgabe 44.

Es sei K mit einer diskreten Bewertung v : K* —» Z7 verschen. Es gelte
also v(ab) = v(a) + v(b) und v(a 4+ b) = Min(v(a),v(d)) fir a,b € K*. Sei
v(0) = + co. Unter der Voraussetzung, dass K vollstéindig beziiglich v ist,
zeige man:

(1) Eine konvergente unendliche Reihe bleibt nach Umordnung ihrer Glie-
der konvergent, und der Grenzwert &ndert sich nicht.

(2) Eine Folge (an)nen ist genau dann konvergent, wenn die Folge

(an—H - an)nE]N

eine Nullfolge ist.
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13 Lokale Korper

Ein lokaler Kérper ist ein diskret bewerteter, vollstdndiger Kérper mit end-
lichem Restklassenkérper.

13.1 Beispiele fiir lokale Korper
1) Die p-adischen Kérper @, (vgl. 12.9).

2) Jede endliche Kérpererweiterung eines Korpers Q,
(folgt aus 12.6 und 12.7).

3) Die Korper F,((X)), wobei F, ein endlicher Kérper ist (vgl. 12.10).

Man kann zeigen, dass hierdurch alle lokalen Korper erfasst sind und dass
in 2) genau die Komplettierungen der endlichen Korpererweiterungen von Q
auftreten (beziiglich diskreter Bewertungen), vgl. z.B. [11], Teil II.

13.2 Hilfssatz iiber Einheitswurzeln

Sei K ein Korper, der vollstindig beziiglich einer diskreten Bewertung
v K* — Z7% sei, und sei m € IN mit char K { m. Bezeichnet Ax den
Bewertungsring beziiglich vy , so gelten:

(1) Ist £ eine m-te Einheitswurzel iiber K und ist L = K (&), soist £ € A} .

(2) Ist p ein normierter, irreduzibler Faktor des Polynoms X™ —1 € K[X],
so ist p € Ag[X].

Beweis. (1) Es ist 0 = v (1) = v (&™) = mur(§), und also ist £ € A}
nach 11.3. . .

(2) Sei p=X"+a,_1 X'+ +ap € K[X], und sei ¢ eine Nullstelle

von p im m-ten Einheitswurzelkorper. Es sei L = K(€).
Dann gilt 0 o vr(§) = fvk(ap) nach 12.6 und (1’) in 12.4. Also ist
1

ap € A}, und nach 12.2 folgt a; € Ax Vi=1,...,r—1.
O

13.3 Charakterisierung unverzweigter Erweiterungen

Die Anzahl der Elemente eines endlichen Korpers ist stets eine Primzahl-
potenz. Umgekehrt gibt es zu jeder Primzahlpotenz ¢ bis auf Isomorphie
genau einen Korper I, mit ¢ Elementen (vgl. Algebra 14.3, 14.4).
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Satz.
Seien F' ein lokaler Korper, L eine endliche Kdrpererweiterung von F und
I, bzw. ¢ die Restklassenkérper von F' bzw. L. Dann sind dquivalent:

(1) L ist unverzweigt iber F' .
(2) L ist Zerfillungskérper des Polynoms X9 ~'—1 € F[X] fiir einn € IN.

(3) L ist galoissch iber F, und die Galoisgruppe G(L/F) ist kanonisch
isomorph zur Galoisgruppe G({/I,) .

Beweis. Da char I’ = 0 oder char F' = char IF, gilt, ist ¢" — 1 teilerfremd zu

char F' und char I, Vn € IN. Nach Lemma 12.6 ist L ein lokaler Kérper.

(2) = (3) : Sei n € IN, und sei L Zerfillungskorper von X™ — 1 € F[X]
mit m = ¢"™ — 1. Dann ist L = F({) mit einer primitiven m-ten
Einheitswurzel ¢ iiber F', und insbesondere ist L galoissch iiber F
(vgl. Algebra 17.4). Aus (2) und 13.2 folgt

m—1

(%) Xm—1=J[(X=¢)in AL[X]

=0
und also X™ —1 = H;’;BI(X - Zl) in ¢[X], wobei ¢ die Restklasse
von ( in ¢ ist. Hieraus folgt

Egmn — ¢| und ord({) =m,

denn F.. besteht genau aus allen Nullstellen des Polynoms X™ —1
nach Algebra 14.4. Fiir 0 € G(L/F) und jedes x € L* gilt

NL/F(‘T) = NL/F(O'(JL')) nach 12.3

und also vy, (z) = vr(o(x)) nach (1) in 12.4 und 12.6 (b). Hieraus folgt,
dass o einen Automorphismus & € G(¢/I,) induziert. Bezeichnet Z die
Restklasse von « € Ay, in £, so gilt 7(Z) = o(z) . Es ist | o(¢) =™
mit einem m, € {1,...,m}, vgl. (x) und Algebra, Satz 11.4.

Ist & = id, so folgt ¢ = a(C) = o(¢) = ¢ und also my, = 1,
denn andernfalls wire Zm”_l = 1 im Widerspruch dazu, dass m die
Ordnung von ( ist. Es folgt 0(¢) = ¢ und also 0 = id, da L = F(()
gilt. Der Homomorphismus G(L/F) — G({/E,), o — &, ist also
injektiv. Da zusétzlich

|G(¢/I,)| = dimg, ¢ < dimp L = |G(L/F)|
12.7
gilt, ist er auch surjektiv. Es folgt (3).
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3)=(1): Esistef o dimp L Lol |G(L/F)| 5 |G(¢/T,)| = f und

alsoe=1.
(1) = (2) : Ist L unverzweigt iiber F', so gilt

f = dimg, ¢ S dimp L =:n.

Es folgt |[¢] = ¢™ . Sei m := ¢™ — 1. Dann zerfillt das Polynom X™ —1
in ¢[X] in paarweise verschiedene Linearfaktoren, vgl. Algebra 14.4,
und also auch in L[X] nach dem Hensellemma 12.1. Es folgt L' C L,
wobei L’ Zerfallungskérper von X™ — 1 € F[X] ist.

Wie in (2) = (3) gilt F;n — ¢’ fiir den Restklassenkérper ¢ von L'
und also dimp L = n = dimp, [f;» < dimp, £/ 12<7 dimp L' . Es folgt
L=1".

O

13.4 Der Frobeniusautomorphismus

Sei F' ein lokaler Kérper mit Restklassenkorper I, .

Korollar. Zu jedem n € IN gibt es bis auf Isomorphie genau einen unver-
zweigten Korper F,, vom Grad n iber F . Es ist dies der Korper F, := F(()
mit einer primitiven (g™ — 1)-ten Einheitswurzel ¢ . Insbesondere ist F,, ein
lokaler Kérper, der galoissch mit zyklischer Galoisgruppe tiber F ist.

Beweis. Ist p € F[X]| das Minimalpolynom von ¢, so folgt p € Ap[X]
nach 13.2 und also

dimp F,, = gradp = gradp = dimp, IF;(¢) = n.

Da der Zerfillungskorper von X9 ~1 — 1 bis auf Isomorphie eindeutig ist
(Algebra 13.2) und die Galoisgruppe G (I~ /F,) zyklisch ist (Algebra 16.7),
folgt das Korollar aus 13.3 und 12.6 (5), 12.7. O

Definition. Der F-Automorphismus ¢, : F,, — F,,, der den F;-Automor-
phismus £ — £, x +— x?, induziert, heif3t Frobeniusautomorphismus von F,,.

Bemerkung. Die Galoisgruppe G(F,/F) wird von ¢, erzeugt, vgl. 13.3
und Algebra 16.7.
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13.5 Normensatz

Satz.

Sei F' ein lokaler Korper, und sei L eine unverzweigte Korpererweiterung
von F vom Grad n < oco. Dann ist jede Einheit w € A}, die Norm einer
Finheit z € A7 .

Beweis. Wie zuvor ist Ay, bzw. Ap der Bewertungsring von L bzw. F' und
¢ bzw. I, der Restklassenkorper von L bzw. F'.

Wahle ein Primelement m € F*. Da L unverzweigt iiber F ist, ist m auch
Primelement iiber L*, und die diskrete Bewertung vp: F* — Z7T setzt
sich zu einer diskreten Bewertung vy : L* — Z7 fort, vgl. 12.6. Es folgt
F, = Ap/Apmund £ = A /Apm nach 11.3.

Fir x € L sei T die Restklasse von z in £. Die Norm Ny/p,: £ — [, ist
nach 10.7.2 surjektiv. Es gibt also ein z; € A} mit

Npp(21) T Ny/g,(Z1) = u. Hieraus folgt
(D uNL/F(z1)71 =1+ a;7 mit einem a; € Ap.

Nach 13.3 gibt es ein ¢ € G(L/F) mit G(L/F) = (¢ | ¢ = id) und
G({/F,) = (¢ | $™ =1id) . Die Spur

Sep, =Ty, y > 2'Y)

ist IFy-linear, und da zudem die Automorphismen %* nach Algebra 18.4
linear unabhéngig sind, ist sie surjektiv. Es gibt also ein a; € Ay mit

Sp/r(ar) s SR, (ar) =ar,
also mit
(™) Sr/r(a1) =a; mod Apm.

Es folgt

NL/F 1+0417T H(p ].-|-0417T

= 1_[(1-|-Spi(041)7'r)7 damekF

=1+ 5p (o)™ mod Ap7?
=1+ a7 mod Apm? nach (I)

=uNp p(21)"" mod Apr? nach (I).
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Fiir z9 1= z1(1 + o) folgt

Np/p(22) = v mod Apm® und 23 = z; mod Apw.
Daraus folgt
(IT) uNp p(22) 7" =14 apm® mit einem ay € A .

Es ist zo € A}, denn 23 € A} und v(1 4+ aym) = Min(0, vg(aym)) = 0
——

nach 11.2 (v). Wéhle ay € A} mit .
(Ir) Sp/r(az) = az mod Apm.
Dann folgt analog
Np p(1+ apm?) = 1+ agm? mod Apm? nach (IT)
=uNp p(22)"" mod Apr® nach (II)

Fiir 23 := 23(1 + apm?) folgt
Np/p(z3) = v mod Apm® und 23 = 25 mod Ap7w?,

und es ist 23 € A}, da 29 € A} . So fortfahrend erhélt man eine Folge
(zm € AL )men mit Np/p(2m) = v mod Apm™ und 2,41 = 2y, mod Apm™.

Da L nach 13.4 vollstandig ist, existiert z := lim z,, in A} , und es folgt
m—0oQ
Np/p(z) = u, da die Norm stetig ist, vgl. Aufgabe 50. O

13.6 Relative Brauergruppen

Korollar. Seien F' ein lokaler Korper, m ein Primelement beziiglich der
diskreten Bewertung vp: F* — Z7 und @, der Frobeniusautomorphismus
des unverzweigten Korpers Fy, aus 13.4 fir n € N. Dann hat man einen
surjektiven Homomorphismus

92 Z+ —>BI‘(Fn/F), m = [(Fn7@n77rm)]7

und dieser induziert einen Isomorphismus |0, : Z./nZ = Br(F,/F) |.

Beweis. Nach 10.4 ist # ein Homomorphismus. Sei A eine Azumaya-Algebra
iiber F', die von F,, zerfillt wird. Dann gilt A ~ (F,,¥n,a) mit einem

a € F™ nach 10.6. Nach 11.3 ist mit einem v € A} und m =

vr(a) € Z.
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Es folgt A 1'8_’4 (anwnuu) QF (an(ppnﬂr ) 1'(';5 (FmSDn,W )7 denn es ist

u € Np, /p(F);) nach 13.5. Also ist 6 surjektiv.

0, ist nach 9.2 wohldefiniert, da n I dimp F, =, grad(Fy,, on, ™) fiir

alle m € IN gilt und der Index den Grad nach 3.10 teilt.
Sei (Fy, @, ™) =~ (Fp, pn,1). Dann ist 7" = Np, /p(y) mit einem y € F};
nach 10.5. Da F}, unverzweigt ist, folgt

nr, (y) = vr(Ng, /r(y)) nach 12.4, 12.6

=op(@™) =m,

und also m = 0 mod nZ. Also ist 6, injektiv. O

13.7 Existenz eines unverzweigten Zerfillungskorpers

Seien F' ein lokaler Koérper mit Restklassenkorper I, und D ein endlich-
dimensionaler Schiefkorper iiber F'. Jedes © € D* erzeugt dann einen
Korper F(z) nach 5.3.

Lemma. Es gebe einen Teilkorper F(x) von D mit Restklassengrad f, > 1.
Dann besitzt D einen iber F unverzweigten Teilkorper # F' .

Beweis. Sei L := F(x), und sei ¢ eine primitive m-te Einheitswurzel iiber F’
mit m := ¢f* — 1. Dann ist der Korper F(¢) unverzweigt iiber F, und es
gilt dimg F(¢) 5 fo>1.

Zeige nun, dass ¢ € L gilt. Dann folgt F' # F(¢) C L C D und damit das
Lemma.

Sei p € L[X] das Minimalpolynom von ¢ iiber L. Dann ist p ein normierter,
irreduzibler Faktor von X —1 € L[X] und also p € A [X] nach 13.2. Nach
Voraussetzung gilt dimg, £ = f; fiir den Restklassenk&rper £ von L.

Also zerfillt X™ — 1 und damit p in £[X] in paarweise verschiedene Linear-
faktoren. Nach dem Hensellemma 12.1 folgt p = X — ¢ € L[X] und damit
(elL. O

Satz.
Sei D zentral iiber F'. Dann besitzt D einen mazimalen Teilkorper L, der
unverzweigt iber F ist, und es gilt dimp D = (dimp L)?.

Beweis. Ist F = D, so erfiillt F' = L die Behauptung. Sei F'# D .
Annahme: D enthélt keinen iiber F' unverzweigten Korper M mit M # F'.
Nach dem Lemma hat dann die Kérpererweiterung F'(z) fiir jedes © € D*
den Restklassengrad f, = 1.

Sei Ap der Bewertungsring von D, und sei mp ein Primelement von D
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wie in 12.6 definiert. Wir zeigen durch Induktion nach n, dass es zu jedem
x € Ap passende Elemente cg,...,c,—1 € Ap mit

(%) xzco+cl7rp+~~+cn_17r7£)_1 mod Ap7h

gibt. Fiir n = 1 folgt (x), da f, =1 gilt. Es gelte (x) fiir n. Dann ist
x:co+cl7rD+~~~+cn_17r%_1 +ymp mit y € Ap.

Da f, =1 ist, folgt ¥ = ¢, mod Ap mp mit einem ¢, € A und also

rT=co+ -+ c,m" mod ADW%H.

Da F(mp) nach 12.4 vollsténdig ist, folgt Ap C F(np). Da & = u,npy mit
ng € Z und u, € A}, fir jedes x € D* gilt (vgl. 12.6), folgt D C F(mp).
Also ist D kommutativ im Widerspruch zu D # F = Z(D).

Es sei nun L ein Teilkorper von D, der F' enthélt und der maximal ist
beziiglich der Eigenschaft: L ist unverzweigt iiber F'.

Der Zentralisator Zp(L) ist ein zentraler Schiefkorper iiber L nach 5.2
und 4.6. Wire L # Zp(L), so giibe es nach dem oben Gezeigten einen in
Zp(L) C D enthaltenen, iiber L unverzweigten Koérper M # L, im Wider-
spruch zur Maximalitidt von L. Es folgt L = Zp(L) und also dimp D =
(dimp L)? nach Satz 4.7. O

Folgerung. Jede Azumaya-Algebra A iiber F besitzt einen unverzweigten
Zerfallungskorper L mit dimp L = indp A.

Ferner gilt Br(F) = | (Fn/F), wobei F,, durch 13.4 gegeben ist.
nelN

Beweis. Es ist A o D mit einem zentralen Schiefkérper D iiber F'. Nach

dem Satz enthélt D einen unverzweigten Korper L mit

lIldFA = \/dimFD = dlmFL

Es ist L Zerfallungskorper von D nach 5.9, und es gilt L ~ F,, mit n =
dimg L nach 13.4. O

13.8 Zyklizitatssatz
Satz. Jede Azumaya-Algebra A ber einem lokalen Kérper I ist zyklisch.

Beweis. Nach Folgerung 13.7 besitzt A einen unverzweigten Zerféllungskor-
per F,, mit n = dimp F,, = indp A. Fiir r := gradp A gilt n | » nach 3.10,
und daher F,, C F,. nach 13.4.

Also ist auch F,. Zerfillungskorper von A, und es folgt A ~ (F., ., a) mit
einem a € F* nach 13.6. Da r so gewahlt ist, dass beide Algebren dieselbe
Dimension iiber F' haben, folgt A ~ (F}, ¢, a) nach Folgerung 3.4. O
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13.9 Die Gruppe Q/Z

Mit Q/7Z ist die additive Gruppe Q*/Z™' gemeint. Es ist Q/Z isomorph
zur Gruppe p aller Einheitswurzeln in C, denn die komplexe Exponenti-
alfunktion Ct — CT, z — e* = 3.°° 27 hat als Kern die Untergruppe

n=0 n! >’
{2mim | m € Z} C C*, und also hat man einen surjektiven Homomorphis-

mus QT — u, a— 2™ mit Z* als Kern.
Lemma.

(a) Die Multiplikation mit n induziert fiir jedes n € IN einen Gruppeniso-
morphismus 17/7 = 7./nZ.

(b) Esist Q/Z= \J 1Z/7.

nelN
Beweis. Klar. O

13.10 Die Brauergruppe eines lokalen Korpers

Seien F' ein lokaler Korper, ¢,, der Frobeniusautomorphismus des unver-
zweigten Korpers F;, aus 13.4 und 7 ein Primelement von F'.

Satz. Es gibt eine Gruppenisomorphie
~ ‘ m m
b: Q)T = Br(F) mit (E + Z) = [(Fn, o, 7™)]

firneNundmeZ mit0<m<n.

Beweis. Jedes a € Q" lisst sich als gekiirzter Bruch a = 2 mit einemn € N
und einem s € Z schreiben. Esist s = jn+mmit j € Zund 0 < m < n
undalsoa:j"%:%—i—j.Dahergilta—i—Zz%+Zmit0<m<n.
Nach dem Inflationssatz 10.8 gilt

(Fnasonaﬂ—m) ~ (Fnraﬁpnraﬂ—mr) V’I’L,T‘GIN.

Also ist 9 wohldefiniert, und man hat ein kommutatives Diagramm

127 —— Z/n GN Br(F,/F)

YA/ ——Z/nZ T~> Br(F,,/F)

wobei 6,,: (m + nZ) — (F,,p,7™) der Isomorphismus aus 13.6 ist. Da

Q/Z = \J +Z/Z und Bx(F) = |J Br(F,/F) nach 13.9 und Korollar 13.7
nelN neN
gilt, folgt die Behauptung. O
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13.11 expA=indA
Korollar. Fiir jede Azumaya-Algebra A iiber einem lokalen Kéorper F gilt

’eprA = indFA‘.

Beweis. Nach 13.10 kénnen wir ¢~ !([A]) als 2 + Z mit 0 < m < n und
geT(m,n) = 1 schreiben, und es ist [A] = [(Fp, @n, ™™)].
Da m teilerfremd zu n ist, folgt

expp(Fr, @n, ") 5" gradp (Fy, n, "),

und da exp < ind < grad gilt, folgt expp A =indp A. O
9.3 3.10

13.12 Bemerkung zur Brauergruppe eines Zahlkorpers

Sei K ein Zahlkorper, das ist eine endliche Kérpererweiterung von @ . Dann
gibt es genau dimg K verschiedene Einbettungen o: K — C nach Alge-
bra 13.1, 11.4. Zu jedem o erhilt man einen (archimedischen) Absolutbe-
trag vo: K — R>o, a — |o(a)|. Man nennt v, reell, falls o(K) C R gilt
und andernfalls komplex. Ferner besitzt K noch die diskreten Bewertungen
vy fiir jedes Primideal p aus dem Ganzheitsring og, vgl. 11.5.4.

Schreibe einheitlich v fiir v, oder v, . Sei K, die Vervollsténdigung von K
beziiglich v (vgl. 11.8). Es gelten dann:

o Ist v diskret, so ist ¢y~!: Br(K,) — Q/Z ein Isomorphismus nach
13.10. Man nennt das Element v ~1([A]) € Q/Z die Hasse-Invariante
einer Azumaya-Algebra A iiber K, und schreibt invg, A.

o Ist v reell, so ist K, = R und Br(X,) = 7)27 = 12)7. C Q/Z.
o Ist v komplex, so ist K, = C und also Br(K,) = {0} CcQ/Z.

Die Einbettungen K <— K, induzieren einen Gruppenhomomorphismus
Br(K) — é@Br(K,), und man hat eine exakte Gruppensequenz
1%

0 — Br(K) — (P Br(K,) —» Q/Z — 0

([Avly) — Zau )
wobei a, das Bild von [4,] unter dem Monomorphismus Br(K,) «— Q/Z
ist. Fiir einen Beweis vgl. Biicher iiber Algebraische Zahlentheorie oder {iber

Klassenkorpertheorie.
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13.13 Ubungsaufgaben 45-50

Sei K ein Koérper, der beziiglich einer diskreten Bewertung v : K* — Z%
vollstéindig sei, und sei L eine Korpererweiterung von K vom Grad n .
Wie in 12.6 gezeigt wurde, gibt es einen positiven Teiler e = e(L/K) von n
und genau eine diskrete Bewertung vy, : L* — Z* so, dass vy (a) = ev(a)
fiir alle a € K* gilt. Falls e(L/K) = n ist, wird L rein verzweigt iiber K
genannt.

Ein Polynom X" +a, 1 X" ' +--- +ag € K[X] heifit Eisensteinpolynom,
falls v(ag) =1 und v(a;) =1 fiiri=1,...,n—1 gelten.

Aufgabe 45.

Seig= X"+a,_1X" '+ -+ag € K[X] ein Eisensteinpolynom, und sei II
eine Nullstelle von g. Man zeige, dass die Erweiterung K (I1) rein verzweigt
vom Grad n iiber K ist und dass vg(m)(I) =1 gilt.

Aufgabe 46.

Seien umgekehrt zu Aufgabe 45 eine rein verzweigte Erweiterung L vom
Grad n iiber K und ein Primelement 7; beziiglich vy vorgegeben. Man
zeige, dass dann L = K (7)) gilt und dass das Minimalpolynom von 7y, ein
FEisensteinpolynom ist.

Aufgabe 47.

Sei p eine Primzahl, und sei ¢ eine primitive p”-te Einheitswurzel mit einem
r € IN. Man zeige, dass die Erweiterung Q,(¢) rein verzweigt vom Grad

(p—1)p ! iiber Q, ist.

Aufgabe 48.
Es sei (, eine primitive p-te Einheitswurzel mit einer Primzahl p. Man

zeige, dass Qp((p) = Qp(*~/—p) gilt.

Aufgabe 49.
Sei A der Bewertungsring, k& der Restklassenkoérper und R C A ein Ver-
tretersystem fiir die Elemente aus k, das 0 enthalte. Ferner sei fiir jedes
i € Z ein Element m; € K* mit v(w;) = ¢ vorgegeben. Man zeige, dass jedes
a € K eine Darstellung

a = Z Qg T;

—o0oKt
mit eindeutig bestimmten Elementen a; € R besitzt.
Aufgabe 50.
Sei K ein diskret bewerteter vollstéandiger Korper, und sei L eine endliche

Korpererweiterung von K .
Man zeige, dass die Normabbildung Ny, /g : L — K stetig ist.
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Normrest-
Homomorphismus

14 Normrestalgebren

Sein € IN, und sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢
enthalte. Insbesondere gelte char K { n.

14.1 FErzeugende und Relationen

Fiir a,b € K* ist die Normrestalgebra (a,b, () definiert als eine K-Algebra
mit zwei Erzeugenden u, v, welche die Relationen

(1) u" =a, v" =bund vu = (uv
erfiillen. Es gilt dann u,v € (a,b,{)* und also

(2) vuv™t = Cu| sowie |wvuTl= (vl

14.2 Basis und Dimension

Satz.

Die Elemente u'v? mit 0 < i,7 < n — 1 bilden eine Basis der Normrest-
algebra A := (a,b,() diber K . Insbesondere gilt dimg A = n?, und A ist
bis auf Isomorphie durch die Relationen (1) eindeutig bestimmt.

Beweis. Die Elemente u‘v7 bilden offenbar ein Erzeugendensystem von A
als K-Vektorraum. Um zu zeigen, dass sie linear unabhéngig sind, definieren
wir K-Algebraautomorphismen

Gusgo: A— A durch g,(z) = uzu™" und g,(z) = vav™' Vo € A.
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126 14 Normrestalgebren

n—1 n—1
Sei Y a;jju'v! =0 mit a;; € K. Fiir w; := ) a;u'v? folgt dann
ij=0 i=0

n—1
gv(w;) = Z aij(vuwv ™) oviv!
j=0
n—1
= Z a;;Cu'? = ('w; .
@) =
i=

Also sind diejenigen w; , die ungleich Null sind, linear unabhéngig, da sie
zu verschiedenen Eigenwerten von g, gehéren (AGLA 8.4).
Da Z;:Ol w; = 0 gilt, folgt w; = 0 fiir alle s = 0,...,n — 1. Es ist
gu(u'v?) = wu'u" (uvut)
= ui(_jvj = C_juivj .

Da u'v’ # 0 fiir alle 4, j gilt, sind die Vektoren u’, u'v, ..., u*v" ! fiir festes
i €{0,...,n— 1} nach AGLA 8.4 linear unabhéngig.

n—1 L
Und da ) a;u'v? =w; =0 gilt, folgt a;; =0 Vi, je€{0,1...,n—1}.

=0

J
Es folgt dimgx A = n? und damit auch die Eindeutigkeitsaussage. O

14.3 Realisierung durch Matrizen

Die Normrestalgebra (a,b, () existiert tatséichlich, denn man kann sie als
Unterring von M, x,, (K (/b)) realisieren. Sei L = K (y) mit y™ = b. Setze

0 ... 0 a y
Cy
U= 1 0 und ) = in My, xn(L).
Do o
0 ... 1 0 "y
Dann folgt v = a, v = b und vu = (uv.
Bemerkung. Ist b = ¢™ mit einem ¢ € K*, so gilt (a,b,{) ~ M, xn(K).
Beweis. In der obigen Realisierung kann man y = ¢ nehmen. Aus 14.2

folgt dann, dass (a, b, () isomorph zu einer n?-dimensionalen Unteralgebra
von My, xn, (K) ist. O
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14.4 Abhingigkeit von der Einheitswurzel

Lemma. (i) (a,b,() ist eine Azumaya-Algebra iber K .
(i) = | (a,b%.¢) ~ (a,b,¢%)

(iii) |ggT(r,n)=1| = ’ (a,b,¢) ~ (a”,b,¢")

Beweis. (i) Sei A := (a,b,(). Dann ist dimyg A =n?. Es gilt K C Z(A).
Sei x € Z(A). Zu zeigen: x € K . Es ist

n—1
T = Z aijuivj mit eindeutig bestimmten a;; € K nach 14.2

1,j=0
= vav !, da x € Z(A)
n—1
= Z a;j¢"u'v’  mnach (2).
4,j=0
Koeffizientenvergleich ergibt a;; =0 fiir alle¢ =1,...,n — 1 und

j=0,...,n—1.Es folgt

n—1 n—1
J — — -1 _ —Jd
E ap;v’ =x = uzu "~ = g ap; ¢ 707 .
Z(A 2
= z € Z(A) @ =

Koeffizientenvergleich ergibt ag; = 0 Vj = 1,...,n — 1 und daher
T = agg € K. Also ist A zentral.

Sei I # (1) ein zweiseitiges Ideal in A. Dann ist A/I ebenfalls eine
n?-dimensionale K-Algebra nach 14.2. Es folgt I = (0). Also ist A
einfach.

(ii) Es ist n = dm mit einem m € IN. Sei A := (a,b,¢?%). Dann ist A
durch die Regeln «™ = a, v™ = b und vu = (%uv gegeben, und es gilt
dimg A = m? nach 14.2. Definiere U,V € Mgx4(A) durch

0 u v 0
1 . Cu
U= und V =
0 1 0 0 ¢ty

Dann gelten U" = (U4)™ = y™ = g und V" = v" = v™? = p? sowie
VU = ¢UV. Die von U und V erzeugte K-Unteralgebra von Mgy 4(A)
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128 14 Normrestalgebren

ist also isomorph zu (a,b?, (). Da
dimg (a,b%, ) = n* = d*m® = dimg Maxa(A)
gilt, folgt (a,b%,¢) ~ A @k Mgxa(K) .

(iii) Ist (a,b,() durch die Regeln u™ = a, v™ = b und wv = (vu gegeben,
so folgt ™™ =a", v™ = b und vu" = "u"v.
Da ggT(r,n) = 1 gilt, ist " eine primitive n-te Einheitswurzel (vgl.
Algebra 17.3), und 14.2 ergibt, dass (a",b,(") eine n?-dimensionale
K-Unteralgebra von (a, b, ) ist.
O

14.5 Weitere Eigenschaften

Satz. Sei ( eine primitive n-te Einheitswurzel, und seien a,b € K* . Fir
die Normrestalgebra (a,b,() gelten

(i) (a,b,C) ist dhnlich zu der zyklischen K -Algebra (K (3/b), 0, a) mit pas-
sendem o € G(K(V/b)/K) .

(i) (a,b,¢) ®x (a’,b,¢) ~ (ad’,b,() Va' € K* und
(a,b,¢) ®k (a,V,() ~ (a,bb',¢) V¥ € K* (,Bilinearitit*)

(iii) (a,b,¢) ~ K <= a € Ny k(L") mit L = K({/b)

(iv) Ista+b=1, so ist (a,b,() ~ K (,Steinberg-Relation®)
(v)
)

(vi

a,—a,() ~ K

a,b,¢) ~ (=%,a+0b,0) (,Witt-Relation®, [15], S.117)

(vii) (a,b,¢) ~ (b,a,¢) (,Schiefsymmetrie®)

Beweis. (i) Sei L = K(y) mit y™ = b und dimg L =: m. Dann ist

n
m

Es folgt K[X]/(X™ —¢) ~ K (%/c) = L, und L ist ein galoisscher
Korper iiber K mit zyklischer Galoisgruppe (o | c™ = id) (vgl. Alge-
bra 18.3). Wihle das erzeugende Element o so, dass o(y) = ¢ %y gilt.
Die zyklische Algebra (L, o, a) ist durch die Regeln

(
(

m

" =a| und ’ux:cr(z)u V:CGL‘
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(i)

(v)

festgelegt, vgl. 10.3. Insbesondere folgt uy = (~%yu, und daher gilt
yu = (%uy . Die Normrestalgebra (a, c, (?) ist durch die Regeln

’wm:a, "™ =¢ und vw:dev‘

festgelegt, vgl. 14.2. Man erhilt also eine K-Algebraisomorphie
(L7 O” a) :) (a" CV Cd)

durch die Zuordnung v — w, y +— v. Da (a,¢,¢(%) ~ (a,c?, ()
nach 14.4 (ii) gilt, folgt (i).

Da sich die zyklische Algebra (L, o, a) in a multiplikativ verhélt, vgl.
10.4, folgt die erste Beziehung aus (i).

Offenbar gilt (a,b,() ~ (b,a,("1) nach 14.2. Daher folgt analog die
Multiplikativitat in b.

Lésst sich analog wie (ii) auf die entsprechenden Beziehungen 10.5
oder 10.6 fir zyklische Algebren zuriickfiithren.

Sei L = K(y) mit ™ = bund dimg L =: m. Sei 0: L — L das durch

o(y) = ¢%y mit d = I definierte erzeugende Element von G(L/K).
Es ist

n—1

(3) X" —b=[[(X - ) in L[X].

i=0
Setze in diese Gleichung X =1 ein. Dann folgt

n—1
av?r.l_b: ill(l—(’y)
m—1d— m—1
H H 1=y =[] o (@)
j=0 r=0 i=0
d—1 ’
— Nyj(@) mit @ = [[(1-¢y).
r=0

Also folgt (a,b, () ~ K nach (iii).
Setze X = 0 in (3) ein. Dann folgt analog

a = —b= Np k(2 mltz—H —("y.

und also (a, —a, () ~ K nach (iii).
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130 14 Normrestalgebren

(vi) Nach (ii), (iv), (v) und Aufgabe 53 folgt
(a7b7 C) (,1\1/) (_%abv C) DK (_b)bv C)
—_———

)

K
a
~ (_Eab7<—)
b b a
~ (—a+b7m76)®K(—g,b,C)
(L)K
Aufg.53 a b a a+b
= (m,m,O ®K(—37T57C)
() g
~ (*%,G%‘b,()

Aus Dimensionsgriinden folgt nun (a,b,¢) ~ (—=%,a +b,().

(vii) Nach 14.2 ist (a,b,() ~ (a,b,¢(™1). Es gilt (a,b,(1) ~ (a,b,()°P, da
fiir beide Normrestalgebren die Erzeugenden u, v dieselben sind, also
gilt: u" = a,v™ = b. In (a,b,( 1) gilt uv = (" lvu, und in (a,b, ()°P
gilt (u,v) = ¢(v,u), wobei (u,v) = vu die Multiplikation in (a, b, ¢)°P
ist. Also ist dort vu = Cuv und wv = (" '¢uv = (" lvu, und folgt
daher (vii) nach 14.2.

O

14.6 Die multiplikative Gruppe

Die Gruppe K* ist ein Z-Modul vermége m-a =a™ fir m € Z, a € K*,
und fiir den Z-Modul K* ®z K* gelten:

0=0-(a®b)=10b=a®1 und
—(a®b)=a'®b=a®b”! Ya,bc K*.

14.7 Die 2. Milnorsche K-Gruppe
Es ist Ko(K) := (K* @z K*)/{(a® (1 —a) | a # 1), wobei
(a®(1—a)|a#1)

die von allen Elementen a ® (1 — a) mit (1 — a) # 0 erzeugte Untergrup-
pe von K* ®z K* sei. Mit {a,b} sei die Restklasse von a ® b in Ky(K)
bezeichnet.
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Lemma. Fira,a’,bb/ € K* gelten:
(i) {a,1—a} =0 (,Steinberg-Relation*)

(ii) {ad’,b} = {a,b} + {d’,b} und
{a,bV'} = {a,b} + {a,b'} (,Bilinearitit)

(i) {a,—a} =0 und {a,a} = {a, -1}
(iv) {a,b} = —{b,a} (,Schiefsymmetrie)

Beweis. (i) und (ii) folgen aus der Definition von Ko (K') und des Tensor-
produkts.

(ili) Da 1 —a = —a(l —a™') ist, folgt
0 5 {a,1—-a} = {a,—a(l —a™ 1)}
=e—ab+{a1—a} = {a—a}—{a1-a7)
= {a,—a}.
Hieraus folgt {a,a} = {a, (~1)(~a)} = {a, =1} +{a, ~a} = {a, -1}

(iv) Esist 0 o {ab, —ab} 5 {a,—a} +{a,b} + {b,a} + {b, —b}

iii)

={a,b} + {b,a}.

14.8 Der Homomorphismus R,

Sei K ein Korper, der eine primitive n-te Einheitswurzel ¢ enthalte. Nach
14.5 (ii) gibt es eine Z-bilineare Abbildung

K* x K* — Br(K), (a,b) — [(a,,0)].

Diese induziert einen Gruppenhomomorphismus

)

| Ric.n: ka(K) — oBr(K)

wobei ko(K) := Ko(K)/nKo(K) und
W Br(K) = {[4] € Br(K) | [A]" = 1}

Dies folgt aus Bemerkung 14.3, 14.5 und der universellen Eigenschaft des
Tensorprodukts.
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132 14 Normrestalgebren

Lemma. Ist p, die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K, so ist der
durch (a,b) — (a,b,() ® ¢ induzierte Gruppenhomomorphismus

k? - nBr(K) Qz Hn
unabhdngig von der Auswahl der primitiven n-ten Einheitswurzel C .

Beweis. Fiir r € Z mit ggT(r,n) =1 gilt

[(a,b,¢")] @ ¢ =[(a,b,¢")]" ®C, da ® = @z ,vgl. 14.6
=[(a",0,{")]®¢ nach 14.5
=[(a,b, Q)] ®¢ nach 14.4.

O

Bemerkung. Nach dem sehr tiefliegenden Theorem von Merkurjev-Suslin
aus dem Jahre 1983 ist R, bijektiv.

14.9 Ubungsaufgaben 51-53

Aufgabe 51.

Sei L eine galoissche Korpererweiterung eines Korpers K mit zyklischer
Galoisgruppe G = {0 |i = 0,...,n—1} der Ordnung n, und sei M ein Zwi-
schenkorper der Dimension dimg M = m. Man zeige, dass die Azumaya-
Algebren (L,0,a) @ M und (L,c™,a) iitber M &hnlich fiir jedes a € K*
sind.

Hinweis. Man benutze die Aufgaben 33 und 34.

Sei G eine Gruppe, die auf einer Gruppe U operiere. Ein 1-Kozyklus ist eine
Abbildung
G—-U, o u,,

die uyr = g o(ur) Vo,7 € G erfiillt. Zwei 1-Kozyklen o — u, und o — v,
heiflen kohomolog, falls es ein z € U derart gibt, dass u, = 271 v, o(x)
fir alle 0 € G gilt. Hierdurch ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge
aller 1-Kozyklen G — U definiert, und die Menge der Aquivalenzklassen
bezeichnet man dann als H' (G, U); diese ist im Allgemeinen keine Gruppe.

Aufgabe 52.

Seien K ein Korper, L eine (endlich) galoissche Korpererweiterung von K
mit Gruppe G und GL,, (L) die Gruppe der invertierbaren (n x n)-Matrizen
mit Eintrdgen in L. Dann operiert G in natiirlicher Weise auf GL,,(L). Man
zeige, dass H' (G, GL, (L)) = {1} fiir jedes n € IN gilt.

Aufgabe 53.
Man zeige, dass (a,b,() @ (a’,V',¢) =~ (ad’,b,{) @ (a’,b~ b, () gilt.
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15 Galoiskohomologie (hier ohne Beweise)

Sei L eine Galoiserweiterung eines Korpers K mit endlicher Gruppe G .
Dann gelten H' (G, L*) = {1} nach 7.9 und H*(G, L*) ~ Br(L/K) nach 8.3.
Wir geben hier nur einen kurzen Uberblick ohne Beweise.

15.1 Hilberts Satz 90

Satz. Ist G = (o) zyklisch, so hat jedes Element x € L* mit Ny g (z) =1
die Gestalt * = o(y)y~' mit passendem y € L* .

Beweis. Ist N g(x) =1, s0ist f: G — L* mit f(id) = 1 und f(o') =
zo(z)-...-o 1 (x) firi = 1,...,|G| — 1 ein 1-Kozyklus und daher nach 7.9
ein 1-Korand. Da = = f(0) ist, folgt die Behauptung. O

Bemerkung. Fiir die zweite K-Gruppe gibt es einen der Norm entspre-
chenden Gruppenhomomorphismus cy,/x : Ko(L) — Ka(K) fiir jede endli-
che Korpererweiterung L von K . Es gilt hierbei die sogenannte Projekti-
onsformel

cr/x({a, b)) = {Np/k(a), b} Vae L', be K*.

Die Abbildung cp,x heiBit Korestriktion oder Transfer. Thre Definition ist
aufwendig.

Satz (Hilbert 90 fiir Ko). Sei L galoissch tiber K mit Gruppe G = (o) der
Primzahlordnung p mit p # char K. Ist x € Ko(L) und cp x(x) = 0, so
gibt es einy € Ko(L) mit x =o(y) —y .

Der Beweis ist sehr schwierig und tiefliegend. Hilberts Satz 90 fiir K5 ist ein
wesentliches Hilfsmittel beim Beweis des Theorems von Merkurjev-Suslin,
dass der Normresthomomorphismus Ry ,: ko(K) — ,Br(K) bijektiv ist.

15.2 Krulltopologie

Sei K ein Korper, und sei ) eine algebraische Korpererweiterung von K .
Dann heiit Q galoissch iiber K, falls Q¢/x = K gilt, wobei Go/k =
Autg Q die Gruppe der K-Algebraautomorphismen von 2 und

Q%/x ={zeQ|o(x)=aVo € Gq/x}

ist. Sei nun (2 galoissch iiber K . Dann versieht man die Gruppe Gq/x mit
der sogenannten Krulltopologie.
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134 15 Galoiskohomologie (hier ohne Beweise)

Fiir jedes 0 € G x nimmt man die Nebenklasse 0Gg,, als Umgebungs-
basis von o, wobei L alle endlich galoisschen Kérpererweiterungen von K
in Q durchliuft.

Beziiglich der Krulltopologie von G,k gelten:

(i) Gq K ist eine topologische Gruppe.
(ii) Gk ist kompakt und haussdorffsch.
(iii) Es gibt eine Bijektion

{Zwischenkorper K C L C Q} — {abg. Untergruppen von Gg/x }
L Goyr .

Die tiber K endlichen Zwischenkérper L entsprechen dabei genau den
offenen Untergruppen von Gq,k . Beachte, dass jede offene Unter-
gruppe auch abgeschlossen ist.

15.3 Proendliche Gruppen

Eine proendliche Gruppe G ist eine topologische Gruppe mit den Eigen-
schaften

(1) G ist kompakt und hausdorffsch.

(2) 1 € G besitzt eine offene Umgebungsbasis, die aus Normalteilern von G
besteht.

Die Bedingung (2) ist dquivalent dazu, dass G total unzusammenhéingend
ist.

Sei G eine proendliche Gruppe, und sei {NN; | i € I'} ein System von offenen
Normalteilern in G', wobei I durch ¢ < j :<= N; C N; gerichtet ist, d. h.
I ist eine halbgeordnete Menge, und zu ¢,j € I gibt es stets ein k € I so,
dass ¢ < k und j < k gelten. Da G kompakt ist, hat jedes N; endlichen
Index in G . Also ist G; := G/N; eine endliche Gruppe fiir jedes i € I, und
die G; bilden mit den Projektionen f;;: G; — G; fir 4,5 € I mit ¢ < j ein
projektives System, d.h. es gilt fir = fij o fjr, wann immer ¢ < j < k.

fik

A fij

Gj

Gy

Gi
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Sei
llnGl = {(Uz)z € HGZ | fij(gj) =o; fiiri < j}

icl
der projektive Limes der G; . Dann gilt G = hmG Umgekehrt gilt: Ist

{G, fij} ein projektives System von endlichen Gruppen so ist hmG eine
projektive Gruppe, wie z.B. lim Z/pZ = Z,, = {ganze Zahlen in Qp}

Beispiel. Die Galoisgruppe Gq,k einer Galoiserweiterung  von K ist
eine proendliche Gruppe. Gq,k ist kompakt und hausdorffsch. Die Grup-
pen Gp i, wobei L alle endlich-galoisschen Erweiterungen von K in €
durchléuft, bilden eine offene Umgebungsbasis der 1 € G/ , und es gilt

GQ/K = l&n GL/K .
Benutzt werden, dass sich jedes L innerhalb von €2 in eine endliche Galoiser-
weiterung von K einbetten ldsst, und der Hauptsatz der Galoistheorie 15.2
(iii) sowie Algebra 16.1, 16.3.
15.4 G-Moduln

Sei G eine Gruppe. Ein G-Modul U ist eine abelsche Gruppe, auf der G als
eine Automorphismengruppe vermoge

GxU—-U, (0,2) — o(x),
operiert. Es gilt dann
le =z, o(zy) =o(z)o(y) und (o7)(z) = o(r(x)) Va,ye U, o,71€G.
Der Fizmodul eines G-Moduls U ist die Untergruppe
C.={reU|o(x)=aVoecG},
und U heift trivialer G-Modul, falls U = U% .

e Ist G eine proendliche Gruppe, so fordern wir zusétzlich, dass die
Abbildung

GxU—U, (0,2) —» o(x),
stetig ist, wenn U mit der diskreten Topologie versehen wird.

e Ein G-Homomorphismus von G-Moduln U,V ist ein Gruppenhomo-
morphismus ¢: U — V mit

plo(x)) = o(p(z)) VeeU,oeG.
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15.5 Kohomologie proendlicher Gruppen

Sei G eine proendliche Gruppe, und sei U ein diskreter G-Modul. Dann
definiert man die Kokettengruppen

C°(G,U):=U und CYUG,U):={f:G?— U] f stetig} fiirq € N,

wobei G4 := G x --- x G mit ¢ Faktoren sei. Es ist CZ(G,U) eine abelsche
Gruppe vermoge

(f9)(z) = f(2)9(2) VzeG?, f,g€CYG,U).
Zu jedem g > 0 gibt es Abbildungen
d,: CUG,U) — CHG,U),

definiert durch 9y(z)(c) = 2~ to(z), wobei x € U, 0 € G, und fiir ¢ € IN
durch

(o1, 0041) =

)

1(f(o2,. .. 0411))
)(*D’ﬂ

f(017~~~70'i57i+17~-~70q+1

.ﬁa

I
A

< flot,.-. 70(})(71)1’ ,

wobei f € CY(G,U) und o1, ...,0441 € G sind. Es gilt dann Jy11 09, =1
fiir alle ¢ > 0. Die Gruppe

| HY(G,U) = kern 9,/ bild 9, 1 |

heifit g-te Kohomologiegruppe von G mit Werten in G fir ¢ € IN. Setze
HO(G,U) :=U%. Es ist H}(G,U) die Gruppe der Kohomologieklassen von
stetigen Abbildungen f: G — U mit f(o7) = f(0)o(f(7)) Vo,7 € G und
H?(G,U) die Gruppe der Klassen von stetigen Abbildungen f: Gx G — U
mit f(o,7) - f(or,0) =o(f(7,0))f(o,70) Vo,7,0 € G, vgl. 7.4 und 7.8.

Bemerkung. Sei G eine proendliche Gruppe, und sei U ein diskreter G-
Modul. Dann ist

HY(G,U) =limH)(G/N,U"),

wobei IV die offenen Normalteiler von G durchlauft V¢ > 0. Insbesondere
ist H9(G,U) eine abelsche Torsionsgruppe.
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Beispiel. Ein separabler Abschluss K von K ist galoissch iiber K . In 8.4
und 8.7 haben wir gezeigt, dass Br(K) = liLan(GL/K,L*) gilt, wobei L
alle endlich galoisschen Korpererweiterungen von K in K durchlduft. Aus
der Bemerkung folgt also:

Br(K) ~ H*(Gk. k. KZ) |.

15.6 Die lange exakte Kohomologiesequenz

Sei G eine proendliche Gruppe, und sei U ein diskreter G-Modul. Mit
Z9G,U) := kern 9, sei die Gruppe der g-Kozyklen von G in U bezeichnet,
wobei J, wie in 15.5 definiert ist. Ist ¢: U — V ein G-Homomorphismus,
so induziert die Zuordnung f +— ¢ o f fiir f € Z9(G,U) einen Gruppenho-
momorphismus H?(G,U) — HI(G,V) fiir alle ¢ > 0.

Satz. Seil - U —V — W — 1 eine exakte G-Modulsequenz. Dann hat
man fiir jedes q einen Verbindungshomomorphismus

8g: HUG, W) — HITHG,U)
so, dass folgende Gruppensequenz exakt ist:
S HUG,U) — HI(G, V) — HU(G, W) 2
4 HIHY (G U) — HIPHG, V) — -

15.7 Artin-Schreier-Theorie

Sei K ein Korper mit char K = p > 0. Dann ist das Polynom X? — X —a fiir
jedes a € K separabel, denn ist v eine Nullstelle, so sind v+1,...,v+(p—1)
die anderen Nullstellen. Die Abbildung

. p
p: Ky —> Ks, z— 2P —x,

ist also ein surjektiver G-Homomorphismus, wobei G = Gk /k sei. Be-
trachtet man 7 /pZ als trivialen G-Modul, so induziert die exakte Sequenz

0—Z/pZ — Ky 5 K, — 0
nach 15.6 eine exakte Sequenz
— K —° K % H'(G, Z/pZ) — H'(G, K,) = {0},
da HY(G,K,) = K¢ = K gilt. Es folgt
K/pK ~H'(G,Z/pZ) = Homge (G, Z/pZ) .
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15.8 Kummer-Theorie und der Fall ¢ = 2

Es gelte char K { n, und K enthalte die Gruppe p,, der n-ten Einheitswur-
zeln. Dann hat man eine exakte G-Modulsequenz

1> p, > K —>K!—1,

Tz,

wobei G := G, /k trivial auf p, operiert. Analog wie in 15.7 folgt

K*/K* ~ HYG, ) = Homgget (G, pin) |

Nach 15.6 induziert die exakte Sequenz
1 i — KE = KE = 1
eine kommutatives Diagramm mit exakter Zeile

1=HYG,K}) — H*(G, u,) — H*(G,K}) — H?*(G,K})

15‘5\L2 15.5\L’:

Br(K) —— Br(K)
7 [

Es folgt H2(G, jtn) =~ »Br(K) = {[4] € Br(K) | [A"] = 1}. Da pu, C K
gilt, operiert G trivial auf u, , und man erhélt Isomorphien

H2(G7 Hn ®Z Mn) = H2(07 ,U/n) ®Z Hn = nBr(K) ®Z Hn -
15.9 Kohomologische Fassung des Theorems

von Merkurjev-Suslin

Es gelte char K t n, und p, sei die Gruppe der n-ten Einheitswurzeln in K7 .
Fiir die in 15.5 eingefiihrten Kohomologiegruppen H4(G,U) schreibt man
im Fall G = Gk, /x meist H(K,U). Mit dieser Schreibweise gilt das

Theorem. Das Cupprodukt
U HY (K, pn) X HYE, ) — HA (K, pin @7 fin)
induziert einen Gruppenisomorphismus

W) Ko(K) /nKa(K) — H2(K, e ©7 fin) -
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Der Beweis geschieht in Reduktionsschritten:
1) Es geniigt, n = p™ mit einer Primzahl p # char K anzunehmen.
2) Man kann m = 1 nehmen.
3) Es geniigt zu zeigen: Ist p, C K, so ist
Ricp: K(K) [pK(K) — ,Br(K)

bijektiv, vgl. 14.8 ftir die Definition von R, und 10.10 fiir eine Anwen-
dung des Theorems auf Azumaya-Algebren.

15.10 Bloch-Kato-Vermutungen

Sei K ein Koérper. Die Milnorschen K-Gruppen sind durch Ko(K) = Z und
fir ¢ € N durch Ky (K) :=

(K*®Z-~-®ZK*)/(a1®-~-®a®-~-®1—a®---®aq|a7é1>
definiert. Mit {a1,...,aq} sei die Restklasse von a; ® - -- ® aq bezeichnet.
Dann ist K; (K) = {{a} | a € K*} mit der Addition {a} + {b} := {ab}.
Vermutung. Fiir jede Primzahl p # char K und jedes ¢ € IN ist der durch
das Cupprodukt induzierte Homomorphismus

h%?p: K¢ (K)/pKq(K) — HU(K, pp @z - - @z 1)
—_—
g-mal

bijektiv. Bezeichne die Vermutung mit BKV (g, p). Dann ist folgendes schon
bewiesen:

BKV(2,2) Merkurjev 1982

BKV(2,p) Merkurjev-Suslin 1983

BKV(3,2) Merkurjev-Suslin, Rost 1986

BKV(q,2) Voevodsky 1996-2001
BKV(3,3), BKV(4.3) Voevodsky-Rost 1996/97

BKV(g,p) Voevodsky-Rost 1996/97 (char K = 0)

vgl. u.a. K-Theorie-Preprint-Server.

Die Milnor-Vermutungen beziehen sich auf ein kommutatives Diagramm

Kq(K)/2Kq(K) s HI(K,Z,/27Z)

7
Sq ~ -
-
~
€q

19(K) /T H(K)

\
\
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140 15 Galoiskohomologie (hier ohne Beweise)

Hierbei ist I(K') das Ideal der Klassen gerade-dimensionaler quadratischer
Formen im Wittring W(K) und I9(K) dessen ¢-te Potenz. I9(K) wird von
g-fachen Pfisterformen

L a1, ...,a0>=(1,—a1) @ ® (1, —ay)
erzeugt und daher wird s, durch
{a1,...,aq} < ar,...,ay >

induziert.

15.11 Ubungsaufgabe 54

Aufgabe 54.
Sei {G;, fij} ein induktives System abelscher Gruppen und G := li_H)lGi.
Man iiberzeuge sich, dass G eine abelsche Gruppe ist.
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Dieser Universitatsdruck wendet sich an Studierende der Mathematik ab dem vierten
Semester und kniipft an den Stoff einer Algebra-Vorlesung an. Es werden nicht-
kommutative Korper, die Gber ihrem Zentrum endlich-dimensional sind, betrachtet.

Ein Beispiel ist der von Hamilton 1844 eingefiihrte Quaternionen-Schiefkérper, der
4-dimensional tUber den reellen Zahlen ist. Allgemeiner werden endlich-dimen-
sionale einfache Algebren studiert, die einen vorgegebenen Korper als Zentrum
enthalten. Diese bilden nach geeigneter Einteilung in Aquivalenzklassen eine Grup-
pe, die nach dem Mathematiker Richard Brauer benannt wurde. Die Brauergruppe
spielt in weiten Teilen der reinen Mathematik eine wesentliche Rolle.
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