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Schreibweisen und Bezeichnungen

Abkiirzende Schreibweisen

A:=B A ist definitionsgemif gleich B

3 es gibt
v fiir alle
= folgt
= genau dann, wenn
\ ohne
(I Ende des Beweises

| M| Anzahl der Elemente einer Menge M
m €M m ist Element der Menge M
M C N M ist Teilmenge von N (d.h. m € M = m € N)
a<b a ist kleiner oder gleich b
a <b aistkleiner als b
H <G  H ist Normalteiler in G

Standardbezeichnungen

N :={1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen
Z :={0,£1,£2,4,...} Ring der ganzen Zahlen
Q Korper der rationalen Zahlen

R Korper der reellen Zahlen

C Korper der komplexen Zahlen

() Leere Menge (besitzt kein Element)

R* Gruppe der Einheiten im Ring R
Aut(L) Gruppe der Automorphismen von L
Autg (L) Gruppe der K-Automorphismen von L

K bezeichne einen beliebigen Korper (sofern nichts anderes gesagt wird)
und L eine Korpererweiterung von K

Das griechische Alphabet

A « Alpha, B § Beta, I' v Gamma, A § Delta, E ¢ Epsilon, Z ¢ Zeta, H 7
Eta, © 0 Theta, I ¢+ Jota, K k Kappa, A A Lambda, M p My, N v Ny, = ¢
Xi, O 0 Omikron, IT 7w Pi, P p Rho, ¥ ¢ ¢ Sigma, T 7 Tau, T v Ypsilon, ®
¢ Phi, X x Chi, ¥ ¢ Psi, Q2 w Omega
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0 Worum geht es?

Gruppen Ringe Korper

\\\\\\ /////

Galois-Theorie

E. Galois N.H. Abel
1811-1832 1802-1829

Anwendungen

Als Anwendung der Galoistheorie erhalten wir Ergebnisse iiber die Auflos-
barkeit von Gleichungen

"+ Cp1z" N+ =0

in einer Variablen z. Die Koeffizienten ¢y, . . ., ¢, liegen in einem Korper K,

und die Losungen liegen in einem geeigneten Erweiterungskorper L von K.

Ist ¢, # 0, so heifit n der Grad der Gleichung. Man dividiert dann alle

Koeffizienten ¢y, ..., ¢, durch ¢, und erhélt eine Gleichung der Form:
2"+ ap 12" P+ taxt+ar=0

mit ag,...,an_1 € K.

0.1 Quadratische Gleichungen
Die Gleichung 22 +ax+b = 0 hat bekanntlich (falls 1+1 # 0) die Lésungen

a a?
=24 %
1.2 =7y 4

0.2 Kubische Gleichungen
Seien 1+1#0und 1+ 141 # 0 in K . Betrachte die Gleichung
(%) w3 +ar? +br+c=0 mit a,bcc K

Mit Hilfe der Tschirnhausen-Transformation x = z — § aus dem Jahre
1683 geht die Gleichung (*) in eine Gleichung der Form 2% + pz +¢q = 0
iiber (mit p,q € K). Hierfiir gibt es die von CARDANO 1545 veroffentlichte

Auflésungsformel.

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



14 0 Worum geht es?

Cardano-Formeln. (FERRO (1465-1526), TARTAGLIA (1500-1557))
Die Gleichung z3 + pr + ¢ = 0 mit komplexen Koeffizienten p, ¢ hat die
Losungen

2 =utv, mz:_u+v+u—v T37 xs:_u—&—v_u—v TS,

2 2 2 2
wobei u = {/—4 ++vD und v = \/—%—vD mit D= ( )3+ (%)2 gilt
und die komplexen dritten Wurzeln so bestimmt werden, dass 3uv = —p

ist.
Bemerkung. Fiir die Losungen x1,x2, 23 € L von () gilt:

(x —z1)(z — x2)(x — 23) =

2 — (1 + a2 + x3)x? + (122 + T123 + T223)T — T1T2T3
—_———— ——

eEK €K €K

Die Koeflizienten liegen in K, wie spiter bewiesen wird.
Koeffizientenvergleich mit (x) ergibt:

’xl + X2 +2x3 = fa‘ ’$1CB2 + Z1T3 + Xx2x3 = b‘ T1T2X3 = —C

0.3 Biquadratische Gleichungen

’x4+ax3+ba:2+cx+d:0 mit a,b,c,dEK‘

Spezialfall: a = ¢ = 0. Durch die Substitution 22 = 2 geht dann die Glei-
chung in 22 + bz +d = 0 iiber und lisst sich mit Hilfe von (0.1) 16sen.
Sonst fiihrt die Tschirnhausen-Transformation x = z — ¢ auf eine Glei-
chung der Form z* + pz? + qz +r = 0 mit p, ¢, € K. Hierfiir gibt es die

Auflésungsformeln von FERRARI, die CARDANO 1545 verdffentlicht hat.

Cardano-Formeln. (FERRARI (1522-1565), Schiiler von CARDANO)
Die Losungen der Gleichung z# + pz? + gz 4+ r = 0 mit komplexen Koeffi-
zienten p, ¢, r sind (im Fall 1+ 1 # 0)

w1 = 5 (VI VT V)

v = 3 (VI ~ VT~ VW)

xgzé( VU VTR~ V)
v =5 (VI VI V)
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0 Worum geht es? 15

wobel y1, yo, y3 die Losungen der kubischen Resolvente
v —2py* + (0 —4r)y +¢* =0

sind und die Wurzeln so gewéhlt werden, dass \/—y1 - v/—¥Y2 - v/—Y3 = —¢q
gilt.

Bemerkung. Aus der Galois-Theorie folgt, dass die Gleichung
2" tap 12" P+ tazt+ag=0

im Allgemeinen fiir n > 5 nicht durch Wurzelausdriicke 16sbar ist, wie dies
fir n = 2, 3,4 moglich ist. Man sagt, dass die allgemeine Gleichung n-ten
Grades ab n > 5 nicht durch Radikale l6sbar sei.

0.4 Konstruktionen mit Zirkel und Lineal

Wann ist ein geometrisches Konstruktionsproblem mit Zirkel und Lineal
16sbar? Das Lineal darf nur zum Ziehen von Geraden, aber nicht zum Ab-
lesen von Werten benutzt werden!

Sei M C R? eine Menge mit mindestens zwei Punkten, G(M) die Menge
aller Geraden, die zwei Punkte von M enthalten (Stichwort: Lineal), K (M)
die Menge aller Kreise mit Mittelpunkt aus M, deren Radius der Abstand
zweier Punkte aus M ist (Stichwort: Zirkel).

Sei M’ D M die Menge aller Punkte aus R?, die in M liegen oder die man
durch Anwenden einer der folgenden Operationen aus M erhilt.

(O1) Schnitt zweier Geraden aus G(M)
(02) Schnitt einer Geraden aus G(M) mit einem Kreis aus K (M)
(03) Schnitt zweier Kreise aus K (M)

Setze

Mo=M, My =M}, Mo=M,, ..., Mpyr =M., ...

n
und erhalte so eine Kette von Punktmengen der Ebene
M=MyCM C--CM,C---

Definition. Sei M C R? eine Menge mit mindestens zwei Punkten. Die
Vereinigung M = |J,—, M, heiBt die Menge aller aus M mit Zirkel und
Lineal konstruierbaren Punkte.
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Beispiel (Konstruktion des Mittelpunktes einer Strecke pipz).

Sei M = My = {p1,p2}. Dann gilt ¢1,¢2 € My = M|, wobei ¢; und ¢, die
Schnittpunkte der Kreise mit Radius p1pz um p; und um ps sind und also
durch Operation (O3) gewonnen sind.

Der Schnittpunkt m der Geraden durch ¢; und ¢ mit der Geraden durch
p1 und po gehort zu My = M{ und wird aus der Operation (O1) gewonnen.
Es ist m der gesuchte Mittelpunkt der Strecke p1ps.

0.5 Delisches Problem der Kubusverdopplung

Zu einem vorgegebenen Wiirfel soll ein Wiirfel doppelten Volumens mit
Zirkel und Lineal konstruiert werden.

Es ist M = {p1,p2}, wobei der Abstand a zwischen p;, po die Kantenlidnge
des Wiirfels ist. Der Wiirfel doppelten Volumens hat die Kantenlénge J2a.
Frage: Gehort ein Punkt ¢, der von p; den Abstand /2 a hat, zu M?
Die Antwort ist nein. Die Wiirfelverdopplung mit Zirkel und Lineal ist nicht
moglich, wie wir sehen werden. Auch die Dreiteilung des Winkels Z ist nicht

3
mit Zirkel und Lineal moglich, ebenso wie die Quadratur des Kreises.

Ubungsaufgaben 1 — 4

Eine Losung der Gleichung 23 — 1 = 0 wird dritte Einheitswurzel genannt.
Aufgabe 1. Man lose die Gleichung 3 + 6x +2 =0 in C.

Aufgabe 2. Man lose die Gleichung z* — z + % =01in C.

Aufgabe 3. Man 16se die Gleichung x> — 1 =0 in C und zeige:

(a) Fiir jede dritte Einheitswurzel ¢ gilt ¢ =(¢?> =(¢71.

(b) Fiir jede dritte Einheitswurzel ¢ # 1 gilt 1+ +¢2=0.

(c) Fiir u,v € C gilt:

u? =v® <= u = (v mit einer dritten Einheitswurzel ¢ .

Aufgabe 4. Seien p,q € R und D = (%)3 + (%)2. Man ermittle in den
Fillen D = 0, D > 0 und D < 0 jeweils, ob das Polynom f(x) = 23 +px+q
mehrfache Nullstellen besitzt und welche Nullstellen von f(x) reell sind.

Hinweis. Man benutze die Cardano-Formeln fiir kubische Gleichungen.
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Gruppen

1 Die Isomorphiesitze der Gruppentheorie

1.1 Einige Grundbegriffe

Lernziel.

Fertigkeiten: Einfachere Beweise beziiglich Gruppenhomomorphie,
Untergruppen und Faktorgruppen fiithren

Kenntnisse: Normalteiler, Faktorgruppe, Homomorphiesatz, Isomor-
phieséitze

1.1.1 Gruppe
Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung
GxG—G, (a,b)—aob,
derart, dass gilt:
(G1) (aob)oc=ao(boc) fir alle a,b,c € G
(G2) Es gibt ein neutrales Element e € G mit eoa = q fiir alle a € G

(G3) Zu jedem a € G gibt es ein Inverses a=! € G mit a toa=c.

Gilt zusétzlich a o b = b o a fiir alle a,b € G, so heifit G abelsch oder
kommutativ.

Ist G eine Gruppe, so gilt aoe = a und aoa™! = e fiir alle a € G.
Das neutrale Element e und die Elemente a~! sind eindeutig bestimmt
(vel. AGLA 1.5).

Schreibweisen: Den Verkniipfungskringel o lassen wir meist weg (wenn
keine Verwechslungen zu befiirchten sind). Ist die Verkniipfung eine Mul-
tiplikation -, so schreiben wir fiir das neutrale Element oft 1. Ist die Ver-
kniipfung 4+, schreiben wir —a statt a~! und 0 statt e.
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18 1 Die Isomorphiesitze der Gruppentheorie

1.1.2 Homomorphismus von Gruppen

Seien G, G’ zwei Gruppen mit neutralen Elementen ¢ von G und ¢’ von G'.
Eine Abbildung f: G — G’ heiit Homomorphismus, falls

f(ab) = f(a) o f(b)

fiir alle a,b € G gilt, wobei o die Verkniipfung in G’ ist. Ein bijektiver
Homomorphismus von Gruppen heifit Isomorphismus.

Ist f: G — G’ ein Homomorphismus, so gilt f(e) = ¢ und f(a™!) =
(f(a))™" fiir alle a € G (vgl. AGLA 11.6).

1.1.3 Untergruppe

Eine Teilmenge H einer Gruppe G heifit Untergruppe von G, falls gelten:
(i) fiir alle a,b € H gilt auch ab € H (Abgeschlossenheit)
(i) wenn a € H, dann ist auch a=! € H

(iii) es gilt e € H.

Eine Untergruppe ist eine Gruppe.

1.1.4 Nebenklasse

Seien G eine Gruppe, a € G fest und H eine Untergruppe von G. Dann
heilt die Teilmenge aH := {ah | h € H} C G eine Linksnebenklasse von H
in G . Analog ist eine Rechtsnebenklasse Ha := {ha | h € H} definiert.
1.1.5 Normalteiler

Eine Untergruppe H einer Gruppe G heifit Normalteiler in G, falls

’aHa_1 C H fiir jedes a € G‘

Dabei ist aHa™! = {aha™' | h € H}. Ist H Normalteiler in G, so schreibt
man H <G. Es gilt

H<«G {E)’aHa_l:HVaEG‘C}’aH:HaVaEG

(Beweis in AGLA 11.14).
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1.1.6 Faktorgruppe

Wenn eine Untergruppe H einer Gruppe G Normalteiler ist, dann ist die
Menge der Linksnebenklassen G/H := {aH | a € G} eine Gruppe.
Die Verkniipfung in G/H ist wohldefiniert durch aH - bH := abH , und
das neutrale Element ist H, vgl. AGLA 11.15. Die Gruppe G/H heift
Faktorgruppe von G nach H.

Ein Beispiel ist die additve Gruppe Z/nZ, (vgl. auch AGLA 11.4.5).

1.1.7 Zentrum einer Gruppe

Satz.
Fir jede Gruppe G ist das Zentrum Z(G) := {z € G | za = ax Ya € G}
ein Normalteiler in G .

Beweis. Seien z,y € Z := Z(G). Dann gilt ya = ay und also zya = zay
fiir alle @ € G. Da x € Z ist, folgt xya = azy fiir alle @ € G und daher
xy € Z . Ferner gilt ax~! = 2~ 'a fiir alle @ € G nach Definition von Z und
also 7! € Z. Da e € Z ersichtlich gilt, folgt nun, dass das Zentrum Z eine
Untergruppe von G ist.

Es gilt = aza™! € Z fiir alle a € G und = € Z nach Definition von Z,
und also ist Z Normalteiler in G . O

1.2 Aussagen iiber Bild und Urbild

Seien f: G — H ein Homomorphismus von Gruppen, U eine Untergruppe
von G und V eine Untergruppe von H . Dann heifit die Menge

fU):={he€ H|h= f(u) fireinu e U}
das Bild von U in H und die Menge
fFHV)={ge G| flg) eV}
das Urbild von V in G . Es gelten:

(i) Das Bild f(U) ist eine Untergruppe von V, und das Urbild f=(V)
ist eine Untergruppe von G .

(ii) Ist V Normalteiler in H, soist f~1(V') Normalteiler in G. Insbesondere
ist kern(f) := {9 € G | f(9) = en}, wobei ey das neutrale Element
in H ist, ein Normalteiler in G.

(iii) Ist U ein Normalteiler in G und ist f surjektiv, dann ist f(U) ein
Normalteiler in H.
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Beweis. (i):  Sind h = f(u) und b’ = f(u') in f(U), so folgt hh' =
fu)f(u) = f(uu') € f(U) und (f(u)) ™' = f(u™") € f(U). Daen = f(ec)
und eg € U gilt, ist ey € f(U). Also ist f(U) Untergruppe von V.

Seien f(g), f(¢') € V fiir g,¢' € G. Dann ist f(97'¢") = f(g9)"1f(¢') €V,
da V eine Untergruppe von H ist, und also g =g’ € f~1(V). Da f(eg) = en
und ey € V gilt, ist eq € f~1(V). Also ist f~*(V) eine Untergruppe von
G.

(ii): Seiw € f~1(V), also f(u) € V, und sei a € G. Dann gilt f(aua™!) =
fla)f(u)f(a)~t € V,da V<H.Es folgt aua™t € f~1(V) und f~1(V)<G.
Fiir V = {ey} folgt die zweite Behauptung, da dann kern(f) = f~1(V)
gilt.

(iii):  Zu zeigen: hf(u)h=! € f(U) fiir h € H,u € U. Da f surjektiv ist,
folgt h = f(g) mit einem g € G . Dies ergibt hf(u)h=t = f(g)f(u)f(g)~! =
flgug™t) € f(U), denn es ist gug=! € U wegen U <G . O

1.3 Homomorphiesatz

Seien G und G’ Gruppen und f: G — G’ ein Gruppenhomomorphismus.

Satz.
Ist f: G — G’ surjektiv, so induziert f einen Isomorphismus

f:G/kemn(f) = G', akern(f)— f(a).
Beweis. Siehe AGLA 11.16. O

1.4 Ein Untergruppenkriterium

Satz.
Seien U,V Untergruppen einer Gruppe G und UV :={uwv |u e U, v € V}.
Dann gilt:

UV ist Untergruppe von G‘ =

Beweis. ,,—*“: Sei UV eine Untergruppe von G. Zu zeigen: UV = VU.

»C“: Sei uv € UV mit u € U,v € V. Dann ist (wv)~! € UV, da UV
Untergruppe ist. Es folgt (uv) ™ = ujv; mit u; € U und v, € V.
Dies ergibt uv = (ujv)~! = vl_lul_l e VU. Also ist UV Cc VU.

,D% Seienv € Vund u € U. Wegen v =ev € UV und u = ue € UV

gilt dann vu = ev-ue € UV, da UV eine Untergruppe ist. Damit
ist VU CcUV
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,<=": Sei UV = VU. Zu zeigen: UV ist Untergruppe von G.
(1) Esist e=ee € UV.
(2) Ist wv € UV, soist (wv) ! =v lu"t e VU =UV.

(3) Seien ujvy, ugvy € UV. Zu zeigen: ujviugve € UV.
Da VU = UV gilt, gibt es uz € U und v3 € V mit vius = usvs.
Es folgt uyviusve = ujug - vgve € UV wegen uwjug € U und
vvg € V.

Also ist UV eine Unterguppe von G.

1.5 Erster Noetherscher Isomorphiesatz

Satz.
Seien U eine Untergruppe und N ein Normalteiler in einer Gruppe G. Dann
gelten:

(a) UN st eine Untergruppe von G.
(b) UN N st ein Normalteiler in U.

(¢c) Der Homomorphismus ¢: U — G/N ; u — uN , induziert einen Grup-
penisomorphismus

U/(UNN) = UN/N, w(UNN)~ uN |.

Beweis. (a) Es gilt UN = |J uN = |J Nu= NU. Also ist UN eine
u€lU LL5 ey
Untergruppe von G nach 1.4.

(b) Wir zeigen: kernp = U NN

»C“: Sel u € kernp. Dann ist u € U, und es gilt N = ¢(u) = uN.
Damit gilt u € N, alsou e UNN.

»,D% Sei jetzt u € N NU. Dann ist p(u) = uN = N, und es gilt
u € kern .

Aus UN N = kern ¢ folgt nun UNN <U, vgl. 1.2 (ii).

(¢) Nach 1.3 induziert ¢ einen Isomorphismus U/(UNN) — UN/N.
O
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1.6 Zweiter Noetherscher Isomorphiesatz

Ist N Normalteiler in einer Gruppe G , so nennt man den Homomorphismus
m: G — G/N, g — gN, kanonisch (oder kanonischen Restklassenhomo-
morphismus). Der kanonische Homomorphismus 7 ist surjektiv.

Satz.

Seien M, N zwei Normalteiler in einer Gruppe G, und sei N C M. Dann
ist M/N Normalteiler in G/N, und die Komposition der kanonischen Ho-
momorphismen

0: G5 G/N — (G/N)/(M/N)
mduziert einen Isomorphismus
G/M = (G/N)/(M/N).

Beweis. Da w: G — G/N surjektiv und M Normalteiler in G ist, ist das
Bild 7(M) Normalteiler in G/N nach 1.2 (iii). Hieraus folgt die erste Be-
hauptung, da 7(M) = M/N gilt. Da kernp = M ist, folgt die zweite
Behauptung aus dem Homomorphiesatz 1.3. O

Lernerfolgstest.

e Zeigen Sie, dass die Verkniipfung fiir die Faktorgruppe in 1.1.6
wohldefiniert ist.

e Sei f: G — G’ ein Isomorphismus von Gruppen. Zeigen Sie, dass
die Umkehrabbildung von f ein Homomorphismus ist.

e Wie lauten die Definitionen fiir Gruppe, Gruppenhomomorphis-
mus, Untergruppe, Normalteiler, Nebenklasse und Faktorgruppe?

e Wie lauten der Homomorphiesatz und die Isomorphiesétze?

1.7 Ubungsaufgaben 5 — 10

Aufgabe 5.
Man untersuche, welche der folgenden Teilmengen Untergruppen sind:

(a) Die Menge der n-ten Einheitswurzeln in C* := C\ {0} beziiglich Multi-
plikation. Dabei ist eine n-te Einheitswurzel eine Losung der Gleichung
X"—-1=0in C.

(b) Die Menge {1,—1,i,—i} in C* beziiglich Multiplikation.

(c¢) Die Menge {z € G| za = ax Va € G}, wobei G eine Gruppe ist.
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Aufgabe 6.
Man untersuche, welche der folgenden Abbildungen Gruppenhomomorphis-
men sind:

a) 11 Z—7Z, z— 2z,

(

(b) fo:Z — Q") 21> 2 +1, wobei Q° = Q\ {0},
(¢) f3: C* = R*, z—|z|, wobei R* := R\ {0} und C* :=C\ {0},
@) i€ R, 2o |2].

Dabei ist die Verkniipfung in Z, R und C jeweils die Addition sowie in R*,
Q* und C* jeweils die Multiplikation.

Aufgabe 7.
Man zeige: Ist N Normalteiler in einer Gruppe G, so ist N Normalteiler in
jeder Untergruppe G’ von G, die N enthilt.

Aufgabe 8.
Man zeige: Gilt 2 = e fiir alle Elemente z einer Gruppe G, so ist G
kommutativ.

Aufgabe 9.

Sei G eine Gruppe und Z = {z € G | za = ax Va € G}. Man konstruiere
einen Gruppenhomomorphismus, der Z als Kern hat, und folgere daraus,
dass Z Normalteiler in G ist.

Aufgabe 10.

Sei S, :={o: {1,...,n} — {1,...,n} | o bijektiv} die in AGLA 11.4.2
eingefiihrte symmetrische Gruppe, und sei V; := {e,a, b, ¢} eine Teilmenge
von S; mit e = id und

(1 2 3 4 y_ (1 2 3 4 (1 2 3 4
“=\2 1 4 3) " \3 41 2) ““\43 2 1)

(i) Man zeige, dass V; eine Untergruppe von S ist, die zudem Normal-
teiler in Sy ist.

(ii) Man zeige, dass S3 V4 = Sy gilt.

(iii) Man benutze den 1. Isomorphiesatz, um zu zeigen, dass S;/Vy ~ Ss
gilt.
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2 Die Sylowschen Séitze

Lernziel.
Fertigkeiten: Anspruchsvollere Beweise nachvollziehen
Kenntnisse: Sylowsche Sétze mit Anwendungen

Die nach dem norwegischen Mathematiker L. SyLow (1832-1918) benann-
ten Sylowschen Séatze sind drei fundamentale Sétze iiber endliche Gruppen.
Sie machen Aussagen iiber die Existenz von Untergruppen, deren Ordnung
eine Primzahlpotenz ist. Der schone, elegante Beweis des ersten Sylowschen
Satzes, den wir hier vorfithren, stammt von H. WIELANDT aus dem Jah-
re 1959 und ist also erst ungefihr 100 Jahre spéter gefunden worden. Die
anderen beiden Sdtze werden dhnlich bewiesen.

Sei n € IN und p eine Primzahl, die n teilt (Schreibweise: p | n). Dann ist
n =p"m, wobei r > 0 und m nicht mehr durch p teilbar ist (Schreibweise:

ptm)

Beispiel.
60=2-2-3-5 (Primfaktorzerlegung)
=22.15 p=2 m=15und 2115
=3-20 p=3, m=20und 3120
=5-12 p=5 m=12und 5¢12

2.1 Hilfssatz iiber Binomialkoeffizienten

Satz.
Sein=p'm mitptmundr >0, und sei 0 < s < r. Dann ist die Zahl
(;‘) nicht durch p"—5T1 teilbar. Insbesondere ist (;‘T) nicht durch p teilbar.

Beweis. Fiir s =0 ist (’f) = n = p"m nicht durch p"*! teilbar, da p{m.
Sei s > 0. Es ist

Ml D o1)
<ps> TPl - 1) T 1 Pk

P’
—k -1
da p® wegen n = p"m gekiirzt werden kann. Es ist H = (;_1) e N

Wegen der Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung 1st nur noch zu zeigen:

p—lni
agl—
k=1 P
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Betrachte jeden Faktor ;’_’2 einzeln. Da k < p® ist, lasst sich k schreiben

als k = p'¢ mit p{ £ und 0 < t < s. Daraus folgt
n—k=pm-pl=p(ptm-1),
pP—k=p" —pl=p'p"-0).
Also sind n — k und p* — k beide durch p’ teilbar, aber p"~'m — ¢ und

p*~t — £ sind nicht durch p teilbar, weil p{ £ und s > t. Also teilt p keinen

der Faktoren ;@:’Z und damit auch nicht das Produkt. O

2.2 Abzihlformel und Bahnformel
Sei G eine endliche Gruppe, und sei H eine Untergruppe von G.

Definition.
Der Index von H in G ist die Anzahl der Linksnebenklassen von H in G .

Wir benutzen die Schreibweisen (G : H) fiir den Index und |M| fiir die
Anzahl der Elemente einer Menge M. Nach AGLA 11.8 gilt die
Abzihlformel: (G: H)= % .

Die Gruppe G operiere auf einer nichtleeren Menge X , d.h. es gebe eine
Abbildung

GxX—-X, (g,x)— gz,
mit folgenden Eigenschaften:
(1) e- 2z =z fiir alle x € X, wobei e das neutrale Element in G sei,

(2) (99) - x=g-(¢ -2) firallex e X, g,¢ € G.

Wir definieren fiir jedes x € X die Bahn von x als
G-z:={g-z|geG}
und den Stabilisator von x als
Stab(z) :={g€ G |g-z=x}.
Der Stabilisator Stab(z) ist eine Untergruppe von G (nach AGLA 11.22).

Es gilt |G-z| = (G : Stab(x)) (vgl. AGLA 11.22 (3)), und daher ergibt
sich aus der Abzihlformel die Bahnformel:
_ gl
G2l = Sean@)
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2.3 Erster Sylowscher Satz

Definition.
Die Ordnung einer endlichen Gruppe G ist die Anzahl der Elemente von G.

Satz.

Sei G eine endliche Gruppe der Ordnung n = p"m , wobei p eine Prim-
zahl sei, die m nicht teilt. Dann gibt es zu jedem s mit 1 < s < r eine
Untergruppe von G der Ordnung p°.

Beweis. Sei M :={T Cc G| |T| = p*} die Menge aller Teilmengen T von G
mit p® Elementen. Dann operiert G auf M durch

GxM-—M, (9,T) — gT,

denn g7 = {gt | t € T} mit der Verkniipfung gt aus G ist wieder ein
Element von M. Ferner ist M nach Definition eine endliche Menge, die

- ;)

Elemente besitzt. Da M nach AGLA 11.21 die disjunkte Vereinigung von
Bahnen ist, gilt andererseits

(M= > IB,
B Bahn

wobei jede Bahn B die Form B = GT := {¢T | g € G} mit T € M hat.
Da | M| nach 2.1 nicht durch p”~**1! teilbar ist, gibt es also mindestens eine
Bahn By = G Ty mit p" %1 { | By|. Es ist dann U := Stab(7}) die gesuchte
Untergruppe von G, wobei |U| = p® noch zu zeigen ist.

Aus der Bahnformel 2.2 folgt
(1) |G| = [Bol - U]
und also |By| < p"~®m nach Wahl der Bahn By . Es folgt
prtmpt = |Gl = 1Bol - (U] < p"m- U]
und daher p* < |U|. Sei t € Ty. Dann ist Ut C Ty nach Definition von
U := Stab(Tp) := {g € G | gTo = To}. Da Tp € M ist und also |Tp| = p°

gilt, folgt
Ul = Ut < [To| = p°

und also |U| = p®. O
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2.4 Satz von Cauchy

Als Anwendung des ersten Sylowschen Satzes erhalten wir den Satz von
Cauchy.

Definition.

Sei G eine Gruppe mit neutralem Element e, und sei a € G. Dann ist die
Ordnung von a die kleinste natiirliche Zahl k£ mit der Eigenschaft a* = e
oder oo, falls es ein solches k nicht gibt.

Satz. (A. L. CAucHY 1789-1859)
Ist G eine endliche Gruppe und p eine Primzahl, die die Ordnung von G
teilt, dann enthdlt G ein Element der Ordnung p.

Beweis. Nach dem ersten Sylowschen Satz 2.3 enthélt G eine Untergrup-
pe H der Ordnung p. Nach dem Satz von Lagrange (vgl. AGLA 11.11) teilt
die Ordnung eines Elementes einer Gruppe stets die Gruppenordnung,.

Da |H| = p eine Primzahl ist, enthélt H ein Element der Ordnung p. O

2.5 Gruppen der Ordnung 6

Mit Hilfe des Satzes von Cauchy kénnen wir nun bis auf Isomorphie alle
Gruppen der Ordnung 6 bestimmen. Allgemeiner werden wir in 3.6 mit
Hilfe der Sylowschen Sétze bis auf Isomorphie alle Gruppen der Ordnung
2p fiir jede Primzahl p bestimmen.

Satz.
Bis auf Isomorphie gibt es genau zwei Gruppen der Ordnung 6 .

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung |G| = 3 - 2. Dann enthélt G nach
dem Satz von Cauchy ein Element a der Ordnung 3 und ein Element b
der Ordnung 2. Es folgt G = {e,a,a? b,ab,a’b}, da |G| = 6 und diese
Elemente alle verschieden sind.

(Wire etwa ab = a®b, so wiirde b = ab und e = a folgen: Widerspruch! Und
aus a? = b ergiibe sich a* = b und wiederum a = e wegen a® = e und
b? = e: Widerspruch!)

Es ist ba € G, da G eine Gruppe ist. Also gilt ba = ab oder ba = a?b,
denn alle anderen Moglichkeiten fithren zum Widerspruch:

ba # b, weil sonst a = e wiire,

ba # e, da sonst a = b~! = b und also ord(a) = 2 wiire,

ba # a, weil sonst b = e wire,

ba # a2, weil sonst b = a wire.
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Damit erhalten wir héchstens zwei Moglichkeiten, die Gruppentafel fiir G
aufzustellen, ndmlich

3

1. mit den Relationen a® = e, b> = e, ba = ab

2. mit den Relationen a3 = e, b® = e, ba = a?b

Da es bis auf Isomorphie mindestens zwei Gruppen der Ordnung 6 gibt,
némlich die abelsche Gruppe Z/6Z und die nicht-abelsche symmetrische
Gruppe Ss3, folgt die Behauptung. O

2.6 p-Gruppen

Definition.
Sei p eine Primzahl. Eine Gruppe G heifit p-Gruppe, falls die Ordnung eines
jeden Elementes von G eine p-Potenz ist.

Satz.
Ist G eine endliche Gruppe, so gilt:
G st eine p-Gruppe <> |G| ist eine p-Potenz.

Beweis. ,—>"“: Wenn es eine Primzahl g # p giibe, die |G| teilt, so wiirde G
nach dem Satz von Cauchy 2.4 ein Element der Ordnung ¢ enthalten
und also keine p-Gruppe sein.

,<="%“: Nach dem Satz von Lagrange (AGLA 11.11) ist die Ordnung eines

jeden Elementes von G ein Teiler von |G| .
O

2.7 p-Sylowgruppen

Definition.

Sei G eine Gruppe der Ordnung n = p"m , wobei p eine Primzahl sei, die m
nicht teilt, und sei r > 0. Jede Untergruppe von G der Ordnung p" heifit
dann eine p-Sylowgruppe.

Es gelten

e Nach dem ersten Sylowschen Satz 2.3 gibt es zu jedem Primteiler p
von |G| eine p-Sylowgruppe in G (Fall r = s in 2.3).

e Ist H eine p-Sylowgruppe in G, so ist der Index (G : H) nicht durch p

teilbar. )
Denn es ist nach der Abzéhlformel (G : H) = % = pp:" =m, und
es gilt ptm.
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2.8 Zweiter Sylowscher Satz

Satz.

Seien G eine endliche Gruppe, H eine p-Sylowgruppe in G und U eine
Untergruppe von G der Ordnung p® mit s > 0. Dann gibt es g € G so, dass
UcCgHg™ ! gilt.

Beweis. Sei M = {gH | g € G} die Menge der Linksnebenklassen von H .
Dann ist |[M| = (G : H) = m mit p { m nach 2.7. Die Gruppe U operiert
auf M durch

UxM— M, (u,gH) — ugH .

Da M die disjunkte Vereinigung von Bahnen ist (vgl. AGLA 11.21), folgt
ptm= > |B|.
B Bahn

Also gibt es eine Bahn By := UgoH := {ugoH | v € U} mit einem g9 € G,
fiir die p 1 |Bo| gilt. Andererseits folgt aus der Bahnformel 2.2

|Bol| - [Stab(go H)| = |U| = p*,
so dass |Bg| = 1 gelten muss wegen p { | By|. Es folgt
By:={ugoH |uc U} ={goH}.
Fiir alle u € U gilt also ugoH = goH . Insbesondere gilt ugy € goH fiir alle
ue U, alsou e gngO_1 fur alle w € U. Das beweist U C gngo_l. O

2.9 Folgerungen

Korollar.

(a) Ist eine Untergruppe U von G eine p-Gruppe, so ist U in einer p-Sylow-
gruppe von G enthalten.

(b) Je zwei p-Sylowgruppen sind konjugiert in G
(d.h. es gibt g € G mit H = gHg™" fiir p-Sylowgruppen H, H' in G).

(¢) Eine p-Sylowgruppe H ist genau dann Normalteiler in G , wenn sie die
einzige p-Sylowgruppe in G ist.

Beweis. (a) Nach 2.3 gibt es eine p-Sylowgruppe H in G. Nach 2.8 ist
U C gHg ! firein g € G. Da |[H| = [gHg™!| gilt, ist auch gHg ™! eine
p-Sylowgruppe in G .
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(b) Es ist H' C gHg™! fiir ein ¢ € G nach 2.8, und es gilt |H'| = |H| =
|gHg™!|. Also folgt H' = gHg™".

(c) Ist H Normalteiler in G, so gilt H = gHg ™! fiir alle g € G (vgl. 1.1.5),
und also ist H nach (b) die einzige Sylowgruppe in G'.

Ist umgekehrt H die einzige p-Sylowgruppe in G, so ist H Normalteiler
in G, da gHg ™! fiir alle g € G eine p-Sylowgruppe ist.

O

2.10 Der Normalisator einer Untergruppe

Sei U eine Untergruppe einer Gruppe G .

Definition.
Die Menge N (U) :={g € G | gUg~* = U} heiBt Normalisator von U in G.

Satz (Normalisatorsatz).

(i) N(U) ist eine Untergruppe von G .

(ii) Die Anzahl der zu U konjugierten Untergruppen ist gleich dem Index
(G:N(U)).

(iii) U ist Normalteiler in N(U) .

(iv) N(U) ist die grifite Untergruppe von G, in der U Normalteiler ist.
Insbesondere gilt N(U) = G genau dann, wenn U Normalteiler in G
18t.

Beweis. Sei M = {T C G} die Menge aller Teilmengen von G. Dann
operiert G auf M durch Konjugation

GxM— M, (g,T)— gTg™".

Bei dieser Operation ist N(U) = Stab(U), woraus (i) folgt, da Stab(U)
eine Untergruppe von G ist (vgl.2.2). Die Bahn von U ist die Menge

B:={gUg™" | g€ G},
und da |B| = (G : N(U)) gilt (vgl. 2.2), ergibt sich (ii). Es ist U ¢ N(U),

da uUu~! = U fiir alle u € U gilt. Die Eigenschaften (iii) und (iv) folgen
nun nach Definition von N(U). O
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2.11 Dritter Sylowscher Satz

Satz.

Sei G eine Gruppe der Ordnung n = p"m , wobei p eine Primzahl sei, die m
nicht teilt, und r > 0 . Sein, die Anzahl der p-Sylowgruppen in G . Dann
ist n, ein Teiler von m, und n, — 1 ist durch p teilbar.

(Schreibweise: ny, | m und n, =1 mod p).

Beweis. Sei H eine p-Sylowgruppe in G. Nach 2.9 sind alle p-Sylowgruppen
in G zu H konjugiert, und es folgt n, = (G : N(H)) nach 2.10 (ii). Aus der
Abzéhlformel 2.2 folgt

6l _ 6l NG|
27 H| T N H]

=n, (N(H): H)

und also n, | m.
Sei M = {Hy,...,Hy,,} die Menge der p-Sylowgruppen in G und H = H; .
Dann operiert H auf M durch

HxM — M, (h,H;) — hH;h 1.

Da M die disjunkte Vereinigung von Bahnen ist (vgl. AGLA 11.21), liegt
jedes H; in einer Bahn B; = {hH;h~' | h € H}, und es gilt

np =M= Y |B.

B Bahn

Wir zeigen: Es gibt genau eine Bahn B; mit |B;| = 1 und p | |B;| fiir j # 4.
Daraus folgt dann die zweite Behauptung. Es gilt:

|Bi|=1 < B;={H,} < hH;h"'=H;Yhe H < H C N(H,).

Ist nun |B;| = 1, dann gilt H C N(H;) und auflerdem H; C N(H;). Es
folgt H; = H, da einerseits die Gruppen H; und H beide p-Sylowgruppen
in N(H;) sind, andererseits H; < N(H;) als Normalteiler die einzige p-
Sylowgruppe in N(H;) ist, vgl. 2.9 (c). Es gibt also nur eine Bahn der
Léange 1, néamlich By = {H}.

Ist B; eine Bahn mit |B;| > 1, so ist |B;| durch p teilbar, denn aus der

Bahnformel 2.2 folgt p" = |H| 5 |Bj| - |Stab(Hj)| . O

2.12 Satz von Lagrange

Der Satz von Lagrange ist in AGLA 11.11 bewiesen. Wir haben ihn hier
im Spezialfall schon 6fter benutzt und formulieren ihn nun noch einmal, da
wir diesen Satz und eine Folgerung daraus spéter noch brauchen werden.
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Satz. (J. L. LAGRANGE 1736-1813)

Sei G eine endliche Gruppe und H eine Untergruppe. Dann ist die Ordnung
von H ein Teiler der Ordnung von G. Insbesondere ist die Ordnung eines
jeden Elements von G ein Teiler der Ordnung von G .

Auch das folgende Korollar ist in AGLA 11.11 bewiesen.

Korollar.
Sei p eine Primzahl. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe
der Ordnung p , ndmlich die Gruppe Z./pZ. .

Bemerkung.

Die Umkehrung des Satzes von Lagrange ist im Allgemeinen falsch. Es gibt
endliche Gruppen, in denen es nicht zu jedem Teiler ¢ der Gruppenord-
nung eine Untergruppe der Ordnung t gibt. Ein Beispiel ist die alternie-
rende Gruppe As , die wir in Kapitel 5.5 kennenlernen werden. Sie hat die
Ordnung 60 und ist einfach, d.h. sie besitzt keinen echten Normalteiler.
Daraus folgt, dass es zu dem Teiler 30 der Gruppenordnung 60 keine Un-
tergruppe der Ordnung 30 gibt, denn jede Untergruppe vom Index 2 ist
ein Normalteiler (vgl. AGLA 11.14.4). Die Sylowschen Sitze ergeben also
optimal allgemeine Ergebnisse zur Existenz und Anzahl von Untergruppen
in endlichen Gruppen.

2.13 Gruppen der Ordnung 15

Es seien p, g zwei Primzahlen, fiir die p > ¢ und ¢ 1 p — 1 gelte, also zum
Beispiel p=5,¢g=3; p=11,¢g=3; p=7,¢gq=5und p=13,¢=5.

Fiir solche Primzahlpaare gibt es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe der
Ordnung pq , ndmlich die Gruppe Z/pqZ . Dies soll in Aufgabe 11 bewiesen
werden. Wir fithren den Beweis hier fiir den Fall p = 5, ¢ = 3 vor. Der
allgemeine Fall geht ganz analog.

Die Voraussetzung ¢ { p — 1 ist notwendig, wie das Beispiel p = 3, ¢ = 2
zeigt: Es gibt bis auf Isomorphie zwei Gruppen der Ordnung 6, vgl. 2.5.

Zunichst zeigen wir ein Lemma iiber das direkte Produkt von Normaltei-
lern, (das wir in 3.7 noch verallgemeinern werden). Sind Gy, G2 Gruppen,
so ist das direkte Produkt G1 x G := {(91,92) | g1 € G1,92 € G2} eine
Gruppe mit komponentenweiser Verkniipfung

(91,92)(91,95) == (9191, 9295)

fir gl,gi € Gy, gg,g'g € Gy.
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Lemma.
Seien U und V' Normalteiler in einer Gruppe G, und es sei U NV = {e}.
Dann gelten

(i) wv=wu firaleweU undveV.

(ii) Die Produktabbildung ¢ : U xV — G, (u,v) — uv, ist ein injektiver
Homomorphismus mit (U x V) =UV :={w |ue U, veV}.

Beweis. (i) Fiir u € U und v € V gilt

wou ! = (wou vt e V da V' Normalteiler
=ulvu o) e U da U Normalteiler
Es liegt also uvu=tv~! in UNV = {e}. Hieraus folgt vou=lv~1 = e

und daher uv = vu.

(ii) Nach 1.5 (a) ist UV eine Untergruppe von G. Aus (i) folgt, dass ¢
ein Homomorphismus ist, und das Bild von ¢ ist ersichtlich UV'.
Sei o((u,v)) = ¢((u',v")). Dann gilt wv = w'v" und also

't =u e UNV = {e}.

Hieraus folgt v = v" und u = v’. Also ist ¢ injektiv.
O

Satz.
Bis auf Isomorphie gibt es genau eine Gruppe der Ordnung 15, ndmlich die
Gruppe Z./15Z. .

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung 5 - 3, und sei n5 die Anzahl der
5-Sylowgruppen sowie ng die Anzahl der 3-Sylowgruppen in G .

Nach dem dritten Sylowschen Satz 2.11 gilt n5 | 3, also n5 = 3 oder 1, und
ns — 1 ist durch 5 teilbar. Es folgt ns = 1.

Analog gilt n3 | 5, also ng = 5 oder 1, und ng — 1 ist durch 3 teilbar. Es
folgt nzg = 1.

Also gibt es genau eine 5-Sylowgruppe U und genau eine 3-Sylowgruppe V'
in G. Damit sind U und V Normalteiler in G nach 2.9 (¢). Esist UNV = {e},
da U und V nach dem Satz von Lagrange 2.12 beide nur {e} als echte
Untergruppe besitzen. Nach dem Lemma gilt nun U x V ~ UV und also
[UV| =U|-|V] =53 =|G|. Und da UV eine Untergruppe von G ist,
folgt UV = G. Nach dem Korollar in 2.12 gilt nun

G=UV~UxV ~Z/5Z xZ/3Z.

Da |Z/157Z| = 5 - 3 ist, folgt hieraus insbesondere Z/15Z ~ Z /57 x Z./3Z..
Also gilt G ~ Z/15Z fiir jede Gruppe G der Ordnung 15. O
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Lernerfolgstest.

e Geben Sie die Sylowschen Sétze und Folgerungen an.

e Sei H eine p-Sylowgruppe in G. Dann gilt:

H«G| <= ’ H ist die einzige p-Sylowgruppe in G

Fiir welche Pfeilrichtung wird der 2. Sylowsatz gebraucht?

e Arbeiten Sie eine gemeinsame Beweisidee fiir die drei Sylowsétze
und Unterschiede in der Umsetzung heraus.

2.14 Ubungsaufgaben 11 — 16

Aufgabe 11. Seien p und ¢q zwei Primzahlen, wobei p > ¢ gelte und p — 1
nicht durch ¢ teilbar sei. Man zeige, dass es bis auf Isomorphie genau eine
Gruppe der Ordnung pq gibt.

Aufgabe 12. Fiir eine endliche Gruppe G bezeichne n, die Anzahl der
p-Sylowgruppen fiir jeden Primteiler p der Ordnung |G| von G. Man er-
mittle die moglichen Anzahlen ns und ng, die bei Gruppen der Ordnung 12
auftreten konnen. Man zeige, dass stets no = 1 oder ng = 1 gilt und dass
der Fall no = 1 = n3 zu einer abelschen Gruppe der Ordnung 12 fiihrt.

Aufgabe 13. Man ermittle, wieviele Elemente der Ordnung 5 eine Gruppe
der Ordnung 20 enthélt.

Aufgabe 14. Seien G eine endliche Gruppe, H eine p-Sylowgruppe in G
und N(H) der Normalisator von H in G. Man zeige, das p den Index
(N(H) : H) nicht teilt.

Definition. Eine Gruppe G # {e} heifit einfach, wenn sie keine echten
Normalteiler besitzt, d.h. wenn {e} und G die einzigen Normalteiler in G
sind.

Aufgabe 15. Man zeige, dass eine Gruppe der Ordnung 40 nicht einfach
ist.

Aufgabe 16. Man zeige, dass eine Gruppe der Ordnung pq , wobei p und ¢
Primzahlen sind, nicht einfach ist.
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3 Strukturaussagen iiber einige Gruppen

Lernziel.

Fertigkeiten: In gewissen Fillen Anzahl und Typ von Gruppen zu
vorgebener Ordnung bis auf [somorphie bestimmen

Kenntnisse: Klassengleichung, Aussagen iiber Zentrum und Normal-
teiler in p-Gruppen, Diedergruppen.

3.1 Die Klassengleichung

Sei G eine endliche Gruppe. Wir betrachten den Spezialfall, dass G per
Konjugation auf sich selbst operiert:

GxG—G, (g,2) — grg™ "

Die Bahn von x € G ist dann die Konjugationsklasse

(K(z) = {gzg ™' | g € G}

in G. Der Stabilisator von x € (G ist dann der Zentralisator

‘szz{geG\gxg_lzx}‘

Der Zentralisator von x ist also eine Untergruppe von G . Die Bahnformel
2.2 lautet nun:

|G|
K ()| = =(G: Z)
| Za |
Klassengleichung.
Seien K(x1), ..., K(xy) die verschiedenen Konjugationsklassen in G. Dann
gilt:
k k
Gl =) K@) =Y (G: Zs,)
i=1 i=1

Die Klassengleichung lisst sich auch in der Form

Gl=12@+ > (G:Zs)

(G:qu', )>1

schreiben, wobei Z(G) := {x € G | gv = xg Vg € G} das Zentrum von G
bezeichnet.

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



36 3 Strukturaussagen iiber einige Gruppen

Beweis. Da auf G operiert wird, ist G die disjunkte Vereinigung von Bahnen
(AGLA 11.21), also

k k
Gl= > Bl=> K@) =) (G:Za,).

B Bahn = i=

Zur zweiten Form der Klassengleichung: Fiir x € G gilt

2€Z(Q) <= Z, =G —= 1=(G: Z,;) =|K(z)| <= K(z)={x}.

k
In der Summe |G| = Y |K(x;)| treten also genau |Z(G)| Summanden mit
i=1
| K (z;)| = 1 auf, fiir die ibrigen Summanden ist | K (z;)| = (G : Z;,) >1 O

3.2 Das Zentrum einer p-Gruppe ist nicht-trivial

Satz.
Sei p eine Primzahl, und sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p"
mit r > 1. Dann ist |Z(G)| =p° mit s > 1.

Beweis. Es gilt p" = |G| =1Z(G)|+ >, (G:Z,,) nach 3.1.
(G:Zy;)>1

Weil nach der Abzihlformel p” = |G| = |Z,,

Index (G : Z;,) > 1. Also gilt auch p | |Z(G)].

Da Z(G) eine Untergruppe von G ist, teilt |Z(G)| die Gruppenordnung p”

(vgl. 2.12), und es folgt |Z(G)| = p® mit einem s > 1. O

(G : Zy,) gilt, teilt p jeden

3.3 Existenz von Normalteilern in p-Gruppen

Satz.
Sei p eine Primzahl, und sei G eine endliche Gruppe der Ordnung |G| = p"
mit > 1. Dann besitzt G einen Normalteiler der Ordnung p™ .

Beweis. Induktion nach r.

Sei r = 1. Dann ist {e} <G ein Normalteiler der Ordnung 1.

Sei r > 1. Dann gilt fiir das Zentrum |Z(G)| = p® mit s > 1 nach 3.2.
Nach dem ersten Sylowschen Satz 2.3 hat Z(G) eine Untergruppe N mit
IN| = p. Es gilt N <G’ fiir jede Untergruppe G’ von G, die N enthilt,
denn wegen N C Z(G) gilt grg~! = z fiir alle z € N und g € G’, und
also ist die Normalteilerbedingung gNg~! C N fiir alle g € G’ erfiillt. Die
Faktorgruppe G/N hat nach der Abzihlformel die Ordnung

Gl _p"

G/N|= 1 =L —pr-1.
|G/N] N~ D
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Nach Induktionsvoraussetzung hat G/N einen Normalteiler M der Ord-
nung p"~2. Sei 7: G — G/N, g+ gN , der kanonische Homomorphismus,

und sei
M=r"(M):={g9€G|n(g) € M}.

Dann ist M nach 1.2 (ii) ein Normalteiler in G. Es gilt N C M, da N das
neutrale Element in M ist. Damit folgt N < M, und es gilt M/N = M.

SchlieBlich gilt p"~2 = | M| = % = % und also |[M|=p"—1. O

3.4 Zyklische Gruppen

Definition.
Eine zyklische Gruppe ist eine Gruppe, die von einem Element erzeugt wird.

Ist G eine Gruppe der Ordnung |G| =: n < oo, so gilt

G zyklisch | <— ’G enthélt ein Element a der Ordnung n‘

Wir schreiben dann G = {e, a,...,a" 1} (vgl. AGLA 11.10). Ferner gelten:

e Die (additive) Gruppe Z/nZ ist zyklisch und wird von der Restklasse
1 + nZ erzeugt.

e Jede Gruppe der Primzahlordnung p ist isomorph zur Gruppe Z/pZ
und also zyklisch, (vgl. AGLA 11.11).

e Jede endliche zyklische Gruppe G ist isomorph zu Z/|G|Z ,
(vel. AGLA 11.13).

3.5 Gruppen der Ordnung p?

Sei G eine Gruppe, und sei Z(G) := {x € G | gz = xg fiir alle g € G} das
Zentrum von G. Es ist Z := Z(G) ein Normalteiler in G nach 1.1.7.

Lemma.
Wenn die Faktorgruppe G/Z zyklisch ist, dann ist G kommutativ.

Beweis. Wihle a € G so, dass die Nebenklasse @ := aZ die Gruppe G/Z
erzeugt und also G/Z aus Potenzen von @ besteht. Seien b, ¢ € G. Dann
gibt es k,m € Z so, dass b := bZ = @" und ¢ := ¢Z = @™ gilt. Also gibt es
Elemente x,y € Z mit b = a*z und ¢ = a™y . Es folgt

k+m

be = 'z a™y = ey = " Fyr = amydFx = cb

da z,y € Z gilt. 0
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Satz.
Sei p eine Primzahl. Dann ist jede Gruppe der Ordnung p? kommutativ, und

bis auf Isomorphie gibt es genau zwei Gruppen der Ordnung p?, ndmlich
Z7.)p*Z und Z./]pZ x 7./ pZ. .

Beweis. Sei G eine Gruppe der Ordnung p?. Dann hat das Zentrum Z :=
Z (@) die Ordnung |Z| = p oder |Z| = p? nach 3.2:

e Ist |Z| = p?, dann ist Z = G und also G kommutativ.

o Ist |Z| =p, dann ist |G/Z(G)| = % = p und also G/Z zyklisch nach
3.4. Das Lemma ergibt, dass G kommutativ ist und also G = Z gilt.
Das ist aber ein Widerspruch, da Z die Ordnung p hat. Dieser Fall
kann also nicht eintreten.

Zeige nun die zweite Behauptung. Da die Ordnung eines jeden Elementes
von G die Gruppenordnung |G| = p? teilt (vgl. 2.12), sind nur zwei Fille
moglich:

1. Es gibt ein Element der Ordnung p? in G. Dann ist G zyklisch und
G ~ Z/p*Z nach 3.4.

2. Jedes Element # e aus G hat die Ordnung p. Wihle a € G mit
a # e. Dann ist U = {e,a,...,aP~1} eine Untergruppe von G der
Ordnung p, vgl. (AGLA 11.13). Wihle b € G\ U und setze V =
{e,b,...,bP~1}. Dann ist auch V eine Untergruppe von G der Ord-
nung p. Es sind U und V Normalteiler in G, da in einer abelschen
Gruppe jede Untergruppe Normalteiler ist. Es ist |[U N V| = 1, denn
wire [UNV|=p,sowire U =UNV =V, was b ¢ U widerspriiche.
Es folgt G A UxV = Z/pZ x 7] pZ.

O

3.6 Gruppen der Ordnung 2p

Die Diedergruppe D, ist eine Gruppe 2n Elementen und wird durch zwei
Erzeugende a,b mit den Relationen a® = e, v = ¢ und ba = a"" b
beschrieben. Es ist dann D, = {1,a,a?,...,a""*,b,ab,a?b,...,a" " 'b}.

Satz.

Sei p eine Primzahl # 2. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau zwei
Gruppen der Ordnung 2p, nimlich die zyklische Gruppe Z./2pZ. und die
(nicht abelsche) Diedergruppe D,, mit 2p Elementen.
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Beweis. Sei |G| = 2p und p > 2. Dann besitzt G eine p-Sylowgruppe
U={ea,..a"'}

nach 2.3 und 3.4. Sei n, die Anzahl der p-Sylowgruppen in G. Dann gilt
n, | 2, also n, = 1 oder 2, und n,, — 1 ist durch p teilbar nach 2.11. Es folgt
np = 1, und also ist U Normalteiler in G nach 2.9.

Fiir die Anzahl ny der 2-Sylowgruppen in G gilt ny | p, also no =1 oder p
(nach 2.11).

1. Fall Dann gibt es genau eine 2-Sylowgruppe V = {e, b} in G,
und V ist dann Normalteiler in G nach 2.9. Es ist UNV = {e}, (da
V = {e,b} und b ¢ U). Aus dem Lemma in 2.13 folgt ab = ba und
UxV ~UV. Esist also G = UV. Da ord(b) = 2 und ord(a) = p
ungerade ist, folgt ord(ab) = 2p = |G|. Also ist G ist zyklisch.

2. Fall Fiir jedes © € G\ U gilt ord(z) = 2 oder 2p (denn U ist
die einzige Untergruppe der Ordnung p in G).
Angenommen, es gibt ein € G mit ord(z) = 2p. Dann ist G zyklisch
nach 3.4, also abelsch und die 2-Sylowgruppe ist Normalteiler, woraus
ny = 1 nach 2.9(c) folgt im Widerspruch zu ny =p.
Also hat jedes Element aus G \ U die Ordnung 2. Wéhle b € G\ U.
Dann ist G = {e,a,...,a?"1,b,ba,...,ba?~'} die Diedergruppe D,.
Es ist (ab)(ab) = e und also (ab) = (ab)~t =b"ta=! = baP~ L.

O

3.7 Direkte Produkte von Normalteilern

Wir verallmeinern nun noch das Lemma in 2.13.

Satz.
Seien Ny,..., Ny Normalteiler in einer Gruppe G. Es sei
’Niﬁ(Nl-NQ-...-Ni_l-Ni+1-...~Nk):{e} fir allei=1,...,k]|.

Fiir i # j gilt dann:

’xix‘j =z;z; fir alle x; € N; und z; € N; ‘

und die Produktabbildung
7T:N1 ><~-~><Nk—>G, (x17...,xk)»—>x1~-~xk

ist ein injektiver Gruppenhomomorphismus.
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Beweis. Sei i # j, und seien z; € N; und x; € N;. Dann gilt z;z;2; 1 € N;
wegen IV; <G, und es gilt scjxi_lzzzj_l € N; wegen N; <G. Also ist

(zizj)(wja;) ' = (mia:jxfl)xjfl = xi(a?jwiflx;l) € N;NN;.
Wegen N; N N; C N; NV (Ny -+ N;—1Niqq1--- Ni) = {e} folgt
rix; =xx; furd#j.
Fiir die Produktabbildung gilt daher

7((x1, .. zk) - (2], .. 2))) = (a2, . .. o))
= z7) T,

:xlxkxllmgc

= (@1, ) (@ 3))
Also ist 7 ein Homomorphismus.
Um zu zeigen, dass w injektiv ist, betrachte z; € N; fiir i = 1,...,k mit
m(x1,...,25) = x1 -2 = e. Dann ist

ffl:!ﬂr“xifwiﬂ'"fckENiﬂ(Ny“NiniH'“Nk):{6}.

K3
Esfolgtxi_l:eundalsoa:i:efiiralleizl,...,k. O

Bemerkung.

Sei G eine endliche Gruppe. Unter den Voraussetzungen des Satzes ist
Np x +-+ x N ~ bild(7) , und daher

IN1| -+« [Ng| =Ny x -+ x Ni| = | bild(r)].

Da bild(7) eine Untergruppe von G ist (vgl. 1.2 (i)), folgt:
Wenn zusétzlich |[Nq| - ... |Ng| = |G] ist, so ist 7 ein Isomorphismus.

3.8 Endliche abelsche Gruppen
(Eine Ergénzung von Michael Adam)

Die Struktur der endlichen abelschen Gruppen kann mit den bisherigen
Mitteln bestimmt werden. Das soll hier heiflen, dass eine vollstdndige Liste
von Vertretern fiir die Isomorphieklassen der endlichen abelschen Gruppen
angegeben wird. Der Isomorphismus zu einem solchen Vertreter ist aber in
der Regel nicht eindeutig bestimmt.

Ich schreibe abelsche Gruppen im folgenden immer additiv.
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Behauptung 1.
Jede endliche abelsche Gruppe A ist Produkt ihrer Sylowgruppen.

Beweis. Sei |A| = p{' - ... p¢" mit paarweise verschiedenen Primzahlen
p1,-..,pr Da A abelsch ist, sind alle Untergruppen Normalteiler, insbe-
sondere die Sylowgruppen. Folglich gibt es zu jedem p; genau eine p;-
Sylowgruppe A; in A; es ist |(4;)] = p*. Weil die Ordnung eines Ele-
mentes von A; N Az sowohl p{* als auch p5* teilen muss und p; und ps
teilerfremd sind, gilt A; N A2 = {0}. Damit ist die Additionsabbildung
A; X Ay — A, (a1,a2) — a1 + ag ein injektiver Gruppenhomomorphis-
mus, und das Bild A; + As ist insbesondere eine Untergruppe der Ordnung
pit - ps?. Induktiv fortfahrend erhélt man, dass

piAyx - xA.— A (a1,...,a;) — a1+ ...+ a,

ein injektiver Gruppenhomomorphismus ist. Weil die beiden Gruppen die
gleiche Ordnung haben, ist 1 sogar ein Isomorphismus. O

Der zweite Schritt ist nun, abelsche p-Gruppen weiter zu zerlegen.

Behauptung 2.
Sei p eine Primzahl und A eine abelsche p-Gruppe. Dann gibt es natiirliche
Zahlen ey, ..., e, so, dass

A=Z/pPZ X --- X L[p* 7.
Die Folge ey, ..., e, ist bis auf Reihenfolge eindeutig.

Wenn man die beiden Behauptungen zusammennimmt, erhdlt man, dass
jede endliche abelsche Gruppe isomorph zu einem Produkt von Gruppen
Z./p°Z ist fiir verschiedene Primzahlen p und Exponenten e. Diese Aussage
konnte man Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen nennen. Der
Beweis von 2 und damit des Hauptsatzes erfordert keine weiteren Mittel,
aber ich verschiebe ihn auf Abschnitt 10.12, wo ich als weiteren Einschub
den allgemeineren Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen be-
weisen werde.
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Lernerfolgstest.
Nennen Sie zu den folgenden Gruppenordnungen jeweils Anzahl und
Typ der zugehorigen Gruppen bis auf Isomorphie: 17, 25, 33, 35, 38.

3.9 Ubungsaufgaben 17 — 22

Aufgabe 17. Sei G eine Gruppe, und sei Z :={z € G |gr =xzg Vg € G}
das Zentrum von G . Man zeige: Das Zentrum einer nicht-abelschen Gruppe
der Ordnung p® hat stets die Ordnung p. Hierbei sei p eine Primzahl.

Aufgabe 18. Man zeige, dass es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe
der Ordnung 1001 gibt.

Aufgabe 19. Man zeige, dass es bis auf Isomorphie genau eine Gruppe
der Ordnung 1295 gibt.

Aufgabe 20. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 56 einen Normal-
teiler besitzt, der # {e} und # G ist.

Aufgabe 21. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 200 einen abel-
schen Normalteiler # {e} besitzt.

Aufgabe 22. Seien p und ¢ zwei verschiedene Primzahlen. Man zeige, dass
jede Gruppe G der Ordnung p?q eine Sylowgruppe besitzt, die Normalteiler
in G ist.
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4 Auflésbare Gruppen

Lernziel.

Fertigkeiten: In gewissen Fillen entscheiden, ob eine Gruppe auf-
16sbar ist.

Kenntnisse: Beispiele und Kriterien fiir auflosbare Gruppen.

4.1 Definition einer auflésbaren Gruppe

Definition. 1. Eine Normalreihe einer Gruppe G ist eine Kette
(%) G=U,DUx_1D - DU DUy={e}

von Untergruppen Uy, ..., U von G so, dass U;_; Normalteiler in
U; firallei =1,...,k gilt.

2. Die Faktorgruppen U;/U;_; einer Normalreihe heiflen Faktoren.

3. Eine Gruppe G heifit aufldsbar, wenn sie eine Normalreihe () mit lauter
abelschen Faktoren besitzt.

4.2 Beispiele

1. Jede abelsche Gruppe G ist auflosbar (da G D {e} und G = G/{e}
abelsch).

2. Eine Gruppe heifit einfach, wenn sie aufler sich selbst und {e} keinen
Normalteiler besitzt. Eine einfache Gruppe ist genau dann auflésbar, wenn
sie abelsch ist.

3. Sei p eine Primzahl. Dann ist jede endliche p-Gruppe auflosbar.

Denn ist Uy, eine Gruppe der Ordnung p* mit & > 1, so gibt es nach 3.3 eine
Kette Up U1 -pU>Uy = {e} mit |U;/U;—1| =pfiralle i =1,... k.
Damit ist U;/U;_; zyklisch (vgl. 3.4) und also abelsch.

4.3 Untergruppen und Bilder auflésbarer Gruppen

Satz. (a) Jede Untergruppe einer auflosbaren Gruppe ist auflosbar.

(b) Sei G eine auflosbare Gruppe, und sei f: G — G’ ein surjektiver Ho-
momorphismus von Gruppen. Dann ist G' auflésbar. Insbesondere ist
G/N auflisbar fiir jeden Normalteiler N in G.

(¢c) Ist N Normalteiler in einer Gruppe G und sind N und G/N auflésbar,
so ist G auflosbar.
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Beweis. (a) Sei U C G eine Untergruppe einer auflosbaren Gruppe G.

4.4

Mit Hilfe einer Normalreihe aus 4.1.2 erhélt man eine Normalreihe
U=UNnU,>2UNUk-1D---2UNU; DUNUp ={e}
Nach dem ersten Noetherschen Isomorphiesatz 1.5 gilt:
(UNU)/UNUi—1) =(UNU:)/(UNU; NUi-1)
~(UNU)U;—1/U;1 .
Da (U N U;)U;~1/U;—1 eine Untergruppe von U, /U;_ ist, die nach

Voraussetzung abelsch ist, ist auch (UNU;)/(UNU;—4) furi=1,...,k
abelsch. Also ist U auflosbar.

Sei eine Normalreihe von G gemif 4.1.2 gegeben. Dann ist G/ =
fUk) D f(Uk=1) D -+ D f(U1) D f(Up) = {e} eine Normalreihe
von G’, denn nach 1.2 (iii) ist f(U;—1) Normalteiler in f(U;). Da f
surjektiv ist, induziert f einen surjektiven Homomorphismus

Ui/Ui—l Hf(Ul)/f(Ul_l) fiir 1 = 1,...,]{.

Da U;/U;—1 abelsch ist, ist f(U;)/f(Ui—1) abelsch, und also ist G’
auflosbar. Da der kanonische Homomorphismus G — G/N, g — ¢gN,
surjektiv ist, folgt auch die zweite Behauptung in (b).

Nach Voraussetzung gibt es zwei Ketten
N = Ng> Ni_1>---> Ny >Ny = {e} und
G/N =UpUp_1>---pU >Uy = {N},

wobei die Faktorgruppen N;/N;_; und U;/U;_; abelsch sind. Sei
7: G — G/N kanonisch. Setze U; = 7~ 1(U;) fiiri = 0,...,¢. Dann ist
U;_1 Normalteiler in Uj; fiir i = 1,...,¢nach 1.2 (ii). Es ist U; = U; /N
und also U;/U;—1 = U;/U;_1 abelsch fiir i = 1,...,¢. Es ergibt sich

eine Normalreihe der gewiinschten Art:
G=UDUp_1D---DU; DUy= N D Nt_1D--D Nyg={e}
O

Verfeinerung von Normalreihen

Eine Normalreihe G D Hy_1 D --- D Hy D Hy = {e} heifit Verfeinerung
einer Normalreihe G = U, D Ugy—1 D --- D Uy D Uy = {e}, wenn jede
Gruppe U € {Un,...,Uk_1} unter den Untergruppen H; mit 1 < j < /-1
vorkommt.
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Satz.
Sei G eine endliche auflosbare Gruppe, und sei

G=Up2Up 122U 22Uy = {e}

irgendeine Normalreihe von G mit abelschen Faktoren. Dann ldsst sich die-
se Normalreihe zu einer Normalreihe verfeinern, deren Faktoren von Prim-
zahlordnung sind.

Beweis. Ist eine der Faktorgruppen U;/U;_; nicht von Primzahlordnung,
so wihle a € U;/U;—1 mit a # e und gehe zu einer geeigneten Potenz
b = a’ iiber, wobei b Primzahlordnung hat. Dann erzeugt b eine Unter-
gruppe H C U; /U;—1 von Primzahlordnung. Da U;/U;_1 abelsch ist, gilt
H < U;JU;_y. Sei H = 7—(H), wobei 7: U; — U;/U;_; kanonisch sei.
Dann gilt H <«U; nach 1.2.(ii) und U; 2 H 2 U;_; .

Fiige H in die Normalreihe von G ein. Dann erhélt man eine neue Nor-
malreihe, deren Faktoren abelsch sind, denn H/U;_; ist als Untergruppe

von U; /U;_; abelsch, und U;/H & (U;/U;—1)/(H/U;_1) ist abelsch. Da G

endlich ist, kommt man durch Wiederholung dieses Verfahrens nach end-
lich vielen Schritten zu einer Normalreihe, deren sédmtliche Faktoren von
Primzahlordnung sind. O

Bemerkung. Die Voraussetzung im Satz, dass alle Faktoren abelsch seien,
ist entbehrlich, wenn man noch den Hauptsatz von Schreier iber Normal-
reihen anwendet, der hier ohne Beweis erwihnt sei:

Satz. Je zwei Normalreihen

G:UkDkalDkaz:)"'DUlDUOZ{e}
G:VmDVm_1DVm_zD~~DV1:)V0:{e}

einer Gruppe G besitzen isomorphe Verfeinerungen

G2 DUi1 D DUx_2D---D{e}
~GD-DVp1 D DViypaD---D{e}

Dabei heiflen zwei Normalreihen isomorph, wenn jeder Faktor der einen
Reihe zu einem Faktor der anderen Reihe isomorph ist und umgekehrt.

Ist zum Beispiel (a) eine zyklische Gruppe mit erzeugendem Element a der
Ordnung 6, so sind folgende Normalreihen isomorph:

(a) D {a®) D {e} und (a) D (a®) D {e}.
Denn es ist (a)/(a?) ~ (a®)/{e} und (a?®)/{e} =~ (a)/{a?).
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4.5 Kommutatorgruppen

Sei G eine Gruppe. Dann heifit das Element

’ [a,D] := aba~'b™! mit a,b € G‘

der Kommutator von a und b. Es ist ab = [a,b] - ba . Das Produkt von zwei
Kommutatoren ist im allgemeinen kein Kommutator mehr, aber es gilt

’ [a,b]7! = [b,a] fiir alle a,b € G‘

Die von allen Kommutatoren [a, b] mit a,b € G erzeugte Untergruppe von G
heifit die Kommutatorgruppe von G. Sie besteht aus allen (endlichen) Pro-
dukten von Kommutatoren aus G und wird als [G, G] geschrieben.

Bemerkung. Esist [G, G] Normalteiler in G und G/[G, G] abelsch. Es ist
[G, G] sogar der kleinste Normalteiler unter allen Normalteilern N in G, fiir
die G/N abelsch ist.

-1 —

Beweis. Benutze, dass ab = ag~'gb und (gag~ = ga~'g™! fiir alle

a,g € G gilt. Es folgt:

1 1

= gag~'gbg 'ga'g 'gb g™
= [gag™",gbg™'] € [G,G].

gla,blg™" = gaba~ b g™

Dies verallgemeinert sich fiir (endliche) Produkte von Kommutatoren, denn
fiir Kommutatoren X,Y folgt stets gXY g~ ! = gXg~tgYg~! € [G, G| Es
folgt g[G,Glg™! C [G,G] fiir alle g € G und also [G,G] < G. Ist N <G und
G/N abelsch, so folgt [a,b] € N fiir alle a,b € G und also [G,G] C N. O
4.6 Beispiele

1. Eine Gruppe G ist genau dann abelsch, wenn [G, G| = {e} gilt.

2. Ist G eine nicht-abelsche, einfache Gruppe. Dann ist [G,G] = G.

3. Seien K ein Kérper, B, (K) C GL,(K) die Gruppe der invertierba-
ren oberen Dreiecksmatrizen und U, (K) die Untergruppe der oberen
Dreiecksmatrizen mit Diagonalelementen, die alle 1 sind. Dann gilt

Un(K) = [Bn(K), Bn(K)]

Insbesondere gilt: U, (K) < B, (K)
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Fiir n = 2 und einen Koérper K mit 1 + 1 # 0 sieht man 3. wie folgt ein:

Seien
X
:{( 0 ?Z )EMQXQ(K)

ERIEE

].
Beweis. ,,C* Sei u = < (1) 31/ ) € U. Dann rechnet man nach, dass fiir

Tz # O}
Behauptung. U = [B,

b= < (2) ? ) gilt: [b,u] =u, also u € [B, BJ.

» 2% Es geniigt zu zeigen, dass alle Kommutatoren [a, b] mit a,b € B in U
liegen.

/ /
Seien a = (?)j sz>undb: (xo Z, ) in B. Dann folgt

[a,b] = aba™ b~ "
Sz oy oy i : -y 1 A
“\0 2z 0 2/ 22 \0 x 22 \ 0 x/

1 xx' 27 % (1 % U
T orzalz 0 rd) —\o 1) €Y

Bemerkung. Die Gruppe B, (K) ist auflosbar fiir alle n > 2:

Ist n = 2, so ist U = [B, B] abelsch, und B D U D {e} ist eine Normalreihe
mit abelschen Faktoren.

Ist n > 2, so zeigt man dass U, (K) auflésbar ist. Da B, (K) /U, (K) abelsch
und also auflosbar ist, folgt dann, dass By, (K) auflosbar ist (vgl. 4.3(c)).

4.7 Tterierte Kommutatorgruppen

Sei G eine Gruppe. Die i-te iterierte Kommutatorgruppe wird induktiv de-
finiert durch

D(@) =G, D'(G) =[G,G),..., D'TY(G) = [DY(G), D'(G)]
Man erhélt dann eine Kette von Untergruppen
G=D"G)>DYG)>---DD(G)D -
wobei DL(G) <t DY(G) gilt und DY(G)/ D 1(G) abelsch ist, vgl. 4.5.
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4.8 Kriterium fiir Auflosbarkeit mit Kommutatoren

Satz. Eine Gruppe G ist genau dann auflosbar, wenn es ein k > 0 gibt mit

D*(@) = {e}.

Beweis. Ist D*(G) = {e} fiir ein k > 0, so ist die Kette in 4.7 eine Normal-
reihe mit abelschen Faktoren und also G auflosbar.
Ist umgekehrt eine Normalreihe

G:UkDUk71D"'DU1:)U()={€}
mit abelschen Faktoren vorgegeben, so zeigt man mit Induktion
Di(G) C Uk

fir i = 0,..., k. Es gilt dann insbesondere D*(G) C Uy = {e}.
Fiir i = 0 ist D°(G) = G = Uy,
Es gelte D' (G) C Uy,_; fiir i < k. Damit gilt auch

D"HG) = [D'(G),D'(G)] C [U—i, Up—i]-

Da Uy_i/Uj_(;i4+1) abelsch ist, gilt auBerdem [Uy_;, Up—i] C Up_(;i41). Es
folgt Di+1(G) C ka(i+1)-
O

Lernerfolgstest.

e Ist die Gruppe Z/29Z auflésbar?

e Rechnen Sie nach: [a,b]™" = [b,a] und (gag™')™"' = ga~'g™'.
e Versuchen Sie, Satz 4.3 zu beweisen, wenn Auflésbarkeit die Be-
dingung, dass es ein k > 0 mit D*(G) = {e} gibt, bedeutet.

4.9 Ubungsaufgaben 23-26

Aufgabe 23. Seien p und ¢ zwei Primzahlen. Man zeige, dass Gruppen
der folgenden Ordnungen auflosbar sind:

(1) p*q,

(2) p"q, wobeip >qgund r € N,

(3) 100.

Aufgabe 24. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 441 auflsbar ist.
Aufgabe 25. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 500 auflsbar ist.

Aufgabe 26. Man zeige, dass jede Gruppe der Ordnung 588 einen abel-
schen Normalteiler # {e} besitzt.
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5 Exkurs iiber Permutationsgruppen

Lernziel.

Fertigkeiten: Rechnen mit Permutationen
Kenntnisse: Zyklendarstellung und Vorzeichen einer Permutation,
Strukturaussagen iiber symmetrische Gruppen

5.1 Symmetrische Gruppe 5,

Sei M eine nichtleere Menge. Dann bildet die Menge

S(M) :={r: M — M | 7 bijektiv}

aller bijektiven Abbildungen M — M beziiglich Hintereinanderausfithrung
von Abbildungen eine Gruppe mit der Identitit id: M — M, x — x, als
neutrales Element. Sie wird symmetrische Gruppe oder Permutationsgruppe

von M genannt.

Im Fall M = {1, 2,..

.,n} bezeichnet man die symmetrischen Gruppe S(M)
mit Sy, . Es gilt |[Sp,|=n!=1-2-3-...-(n—1)-n.

Eine bijektive Abbildung 7: {1,...,n} — {1,...,n} nennt man auch eine

Permutation und schreibt

Beispiel.
n=3: o
also o2
sowie 72

und o7

Es folgt S3

N

W == N W

1
2

NN NN WD~ DN

— =
[NR ]

2
1

3 q._(123
2 )T ={2 1 3 )"
3 3 (1 2 3\
1>und0 00(1 9 3>1d,
3\ . (1 2 3\ 5
3>—1dundar—<1 3 2)—7’0
3 —_
L) =70

3 1 2 3 1 2 3

3 /°\V3 1 2 )\ 2 3 1)
3 1 2 3 1 2 3
3 ’ 1 3 2 W3 2 1
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50 5 Exkurs iiber Permutationsgruppen

5.2 Zyklen
SeirelN, r>2.

e Eine Permutation w € S, heiflt ein r-Zyklus, wenn es paarweise ver-
schiedene Zahlen x4, ...,z € {1,2,...,n} gibt mit

(i) = xiqq fiir 1 <é <rund 7(2,) = 21

sowie m(z) =z furz € {1,...,n} \ {z1,..., 2 }.
e Ist m ein r-Zyklus, so schreibt man = = (x1,x2,...,z,). Es ist dann
7= (z1,7(21), 72 (21), ..., 7" Y21)) und 7" (z1) = 2.

e Zwei Zyklen (z1,...,z,) und (y1,...,ys) heiflen disjunkt, wenn
{1, N {yr, oy =0

e Ein 2-Zyklus heift Transposition.

Beispiel. Fiir n = 3 gilt:

o=(1,3,2), 02 =(1,2,3), 7 = (1,2), o7 = (2,3), 0’1 = (1, 3).

5.3 Kanonische Zyklenzerlegung einer Permutation

Die Hintereinanderausfithrung von Permutationen wird auch als Produkt
von Permutationen bezeichnet.

Satz. Sein > 2. Dann gelten:
(i) Es ist mymy = momy fiir disjunkte Zyklen 71, o .

(ii) Jede Permutation m € Sy, \ {id} ldsst sich eindeutig (bis auf die Rei-
henfolge der Faktoren) als Produkt von paarweise disjunkten Zyklen
schreiben.

(iii) Jede Permutation m € Sy, ist ein Produkt von Transpositionen.

Beweis. (i) Klar.

(ii) Sei U die von einer Permutation 7 # id erzeugte Untergruppe in .S, ,
also U = (r) = {id,n,7%,...,7*71} mit k& = ord(n), vegl. AGLA
11.10. Dann operiert U auf M = {1,...,n} durch

UxM— M, (n,z) — 77 (x).
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5.4 Das Vorzeichen einer Permutation 51

Jede Bahn hat die Form B = B(z) = {z,7(z),...,7""!(z)}, wobei

r € Nund 7"(z) = z. (Fir j > r gibtesm € Nund 0 < v’ < r

mit j = mr + 7/, und es gilt 7/ (z) = 7" (x) € B(z).) Also gibt es

zur Bahn B einen r-Zyklus 7g := (z,7(z), ..., 7" ~(z)) mit r = |B].

Seien By, ..., By die Bahnen mit |B;| > 2 fiir ¢ = 1,...,¢. Dann ist

T =Tpg, -+ 7Tp, ist ein Produkt von disjunkten Zyklen.

Eindeutigkeit: Seien m...m = m = 7w} ...7), zwei Zyklenzerle-

gungen von w. Zu jedem Zyklus m; = (x1,...,,,) gehort die Bahn

B; = {x1,...,%,,}. Analog gehort zu 7 die Bahn B}. Wéhle x € M

mit 7(x) # x. Dann gibt es eindeutig bestimmte Indizes ¢,j mit

x € B; und x € B;-. Es folgt B, = B;, da Bahnen disjunkt oder

gleich sind (AGLA 11.1), und also m; = 7. Wegen (i) kann man

= ﬂ;. kiirzen und kommt mit einem Induktionsargument zur Ein-
deutigkeitsaussage.

(ii) Jeder r-Zyklus (z1,...,2,) € Sy, ldsst sich zerlegen in (z1,...,z,)
= (21, x2)(x2,23) ... (Xr—1, ). Also folgt (iil) aus (ii) fiir 7 # id. Es
ist id = (1,2)(1,2).

O

Beispiel. Die Permutation
(1 2 3 4 5 6 7 cs
T\ \235 716 4 7

hat die kanonische Zyklenzerlegung = = (1,2,3,5)(4,7) und die Zerlegung
7= (1,2)(2,3)(3,5)(4,7) in Transpositionen.

5.4 Das Vorzeichen einer Permutation

Definition. Das Vorzeichen oder Signum einer Permutation m € S,, ist
definiert durch

sign(7) := H W(Zz_j@)

Es ist sign(n) = 1. Im Fall sign(7) = 1 heifit 7 eine gerade Permutation
und im Fall sign(7) = —1 eine ungerade Permutation.

Beispiele. (1) Sein =3 und 0 =(2,1,3) € S3. Dann ist
31 3-2 1-2
S 1-2 1-3 2-3

Der Zyklus o = (2,1,3) = (2,1)(1,3) ist ein Produkt von zwei Trans-
positionen, also von einer geraden Anzahl von Transpositionen.

sign(o)
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52 5 Exkurs iiber Permutationsgruppen

(2) Sein =3 und 7 = (1,2) eine Transposition. Dann ist.

2-1 2-3 1-3

= : : =-1.
1-2 1-3 2-3

sign(7)
Eine Transposition ist stets ungerade.

Satz.
Fiir jedes n > 2 ist sign: S, — {1,—1} C R* ein Gruppenhomomorphis-
mus, und es gilt

sign(m) = (=1)™,

falls 7 ein Produkt von m Transpositionen ist.

Beweis. Fir 7,0 € S, ist

sgn(ro) = ] M
1<i<j<n J

_ 1y 7o) —mo() o) —al)
-HU=e=o ==

= sign(7) sign(o) ,
i<j i<j
denn sign(7) unterscheidet sich von dem ersten Produkt nur durch die Rei-
henfolge der Faktoren. Ist 7 = 71 - - - 7, ein Produkt von m Transpositionen,
so folgt sign(7) = sign(my) - ... - sign(7,,) = (—=1)™. O

Korollar. Ist m € S, ein r-Zyklus, so ist sign(mw) = (—1)""1.

Beweis. Sei m = (x1,...,2,) ein r-Zyklus. Dann lisst sich 7 als Produkt
m = (x1,x2)(x2,23) ... (xr—1,x,) von r — 1 Transpositionen schreiben, und
es folgt sign(r) = (—1)""1. O

Korollar. Sei m € S, und m # id. Dann ist die Anzahl der Faktoren in
jeder Darstellung von w als Produkt von Transpositionen entweder gerade
oder ungerade.

Beweis. Ist eine Darstellung von 7 als Produkt von m Transpositionen

gegeben, so folgt sign(w) = (—1)™. Fiir eine andere Darstellung mit &
Faktoren folgt (—1)* = sign(w) = (—1)™. Also sind k& und m entweder
beide gerade oder beide ungerade. O

Beispiel. Sein =3 und o = (1,2,3) € S3. Dann ist
o=1(1,3)(1,2) = (2,3)(1,3) = (1,2)(1,3)(2,3)(1,2)

und also o gerade.
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5.5 Alternierende Gruppe A4, 53

5.5 Alternierende Gruppe A,

Sei A,, die Menge aller geraden Permutationen in S,,. Dann ist A,, als Kern
des Homomorphismus sign: S,, — {1, —1} Normalteiler in .S,, (vgl.1.2 (ii)).
Sei n > 2. Da sign surjektiv ist, folgt S, /A, ~ {1,—1} aus dem Homomor-
phiesatz 1.3. Die Abz#hlformel 2.2 ergibt also

1S4l
4,

(Sn: Ay) ={1,-1}| =2

und daher |4, | = "7' Die Gruppe A,, wird alternierende Gruppe genannt.

Beispiele. (1) Fiir n =3 ist A3 = {id, (2,1, 3),(1,2,3)}. Mit 0 = (2,1, 3)
gilt Az = {id, 0,02} ~ Z/37Z. Damit ist A3z eine einfache Gruppe.

(2) Die Kleinsche Vierergruppe Vy ~ Z,/27. x 7./ 27, 1isst sich schreiben als

Vi = {id, (1,2)(3,4),(1, 3)(2,4), (1,4)(2,3)}, also V, C Ay C Sy. Es ist
V4 Normalteiler in A4 (nach Aufgabe 10). Also ist A4 nicht einfach.

5.6 Einfachheit von A, fiir n > 5

Lemma 1. Fir n > 3 besteht A, aus allen Permutationen = € S,, die
sich als Produkt von 3-Zyklen schreiben lassen.

Beweis. Seien x1,x2,x3 € {1,...,n} paarweise verschieden. Dann gilt
(z1,22) (22, 23) = (71,72, 23) -

Also ist jeder 3-Zyklus und damit jedes Produkt von 3-Zyklen in A,,. Sind
x1,To, X3, x4 paarweise verschieden in {1,...,n}, so gilt

(x1,22) (w3, x4) = (21, T3, T2) (X1, T3, T4).

Insgesamt folgt, dass jedes Produkt einer geraden Anzahl von Transposi-
tionen, und also jedes Element von A,, , ein Produkt von 3-Zyklen ist. [

Lemma 2. Firn > 5 sind alle 3-Zyklen konjugiert in A,,.

Beweis. Sei (x1,x2,x3) ein 3-Zyklus in A,,. Es geniigt zu zeigen, dass es ein
7 € A, gibt mit 7(1,2,3)7~! = (21,29, 73). Dan > 5, gibt es zwei Zahlen

x4,25 € {1,...,n}, so dass z1, ..., x5 paarweise verschieden sind.
. 1 2 3 4 5 ... n
Dann gilt entweder 7 := < ) € A, oder
1 X9 T3 X4 Is R
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1 2 3 4 5 ... n
r1 To X3 T4 Ty ... Tp

7'('/ = (1'4,1'5) <
Es folgt

) € A,, nach Satz 5.4.

7(1,2,3)r ! = (7(1),7(2),7(3)) (vgl. Aufgabe 29 c))
= (21,9, 73) = (7'(1),7'(2),7'(3)) = 7'(1,2,3)7 !
Also ist (x1,x9,23) zu (1,2,3) in A,, konjugiert. O
Satz. Firn > 5 ist A, eine einfache Gruppe.

Beweis. Sei N < A, und N # {id}. Zu zeigen: N = A,,. Dazu geniigt es,
zu zeigen, dass N einen 3-Zyklus z = (21, 22, 23) enthiilt, denn dann folgt
mzn~! € N fiir alle 7 € A,,, da N < A, und mit den Lemmata 1,2 folgt
dann N = A,,.

Sei 0 € N. Benutze die Zyklenzerlegung 5.3 von o.

1.Fall: Es gibt einen Zyklus (1,22, 23,...,%,) mit 7 > 4 in der Zyklen-
zerlegung von o . Setze 7 = (21,22, x3). Dann folgt

1,.—-1

oTO T =1

=o(z1, 20, 23)0 7 = (0(x1),0(x2),0(x3))T

= ($2,$3,$4)($3,$2,$1) = ($1,£B4,1’2)

-1

Und wegen o € N und 7o~ 1771 € N folgt (x1,24,22) € N.

2.Fall: In der Zyklenzerlegung von ¢ kommen nur Transpositionen und
mindestens ein 3-Zyklus vor.
Ist o selbst kein 3-Zyklus, so folgt 0 = (z1, 2, 23)(x4,x5) - oder
o= ($1,$27$3)(I4,$5,$6) T
Setze T = (1, %2, 4), so folgt wie im 1. Fall

oro tr7l = (o(21), 0(x2), 0 (24)) (24, T2, 71)

= (1‘2,.’133,.1?5)(314,1‘27 xl)
= (£C1,334,$C37335,$2)-

Also enthélt N auch einen 5-Zyklus. Den gesuchten 3-Zyklus in N
finden wir jetzt wie im 1. Fall.

3.Fall: ¢ ist ein Produkt von disjunkten Transpositionen. Da ¢ gerade ist,
ist o selbst keine Transposition.
Sei 0 = (21, x2)(x3,24) - - -. Setze 7 = (w2, x3,24) . Dann gilt

N s oro 'r7! = (0(x2), 0(x3), 0(24)) (24, T3, T2)

= (131,%47333)(3?4,353,332) = ($17$4)(I2,3€3) =T

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



5.7 S, ist fiir n > 5 nicht auflésbar 55

Setze 0 = (21, x4, x5) mit x5 # x; fir i = 1,...,4. Dann gilt
N 3 omo™" = o(x1,74)0 0w, 23)0 ™" = (0(21), 0(x4))(0(22), 0(w3))
= (24, x5) (22, 23) =: T
Es folgt: N 3 my - 7o = (x1, 24) (x4, x5) = (21, 24, T5).
O

Bemerkung. Es ist [A5] = & = 60, und A5 ist die kleinste nicht-abelsche
einfache Gruppe.
5.7 S, ist fiir n > 5 nicht auflésbar

Satz.
Die symmetrische Gruppe Sy, ist fir n < 4 auflosbar und fir alle n > 5
nicht aufidsbar.

Beweis. Man hat folgende Normalreihen:
Sy D {id}, S3 D As D {id}, und Sy D A4 D V4 D {id}.

Alle Faktorgruppen sind abelsch, denn

S3/As ~7/27 ~ S, /Ay wegen (S, : Ay) = 2,
12 A
A3 ~7/37 ~ Ay )V, wegen |A3|:3:—:M.
4 |V

Sei n > 5. Wire S,, auflosbar, so wire auch die Untergruppe A,, auflésbar
(vgl. 4.3). Dann wiire aber A,, ~ A,,/{id} abelsch, da A,, nach 5.6 einfach ist
und also nur die Normalreihe A,, D {id} besitzt. Dies ist ein Widerspruch,
da A, fiir n > 5 nicht-abelsch ist. O

5.8 Bemerkung iiber Transpositionen

Nach 5.3 (iii) ist jede Permutation 7 € S,, ein Produkt von Transpositionen
(z,y) mit x,y € {1,...,n}. Da

(z,y) = (L,y)(1,2)(1,y) fir v,y € {2,...,n}

gilt, wird S,, sogar von den Transpositionen (1,z) mit x € {2,...,n} er-
zeugt. Man schreibt

Sp=((1,2) |z €{2,...,n}).
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Lernerfolgstest.

e Berechnen Sie den Index (Sp+41: Sn).

e Ist eine Transposition gerade oder ungerade?

e Wieso ist A, Normalteiler in S, 7 Geben Sie mindestens zwei
Begriindungen an.

o Wieso ist V4 Normalteiler in A4 7

e Stellen Sie (1,2,3,4)%! in Sy als Produkt von Transpositionen dar.

5.9 Ubungsaufgaben 27 — 30
Aufgabe 27. Es sei m € S5 die Permutation

/12345 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
T™\1 35 7 9 11 13 15 2 4 6 8 10 12 14)°

(a) Man bestimme die kanonische Zyklenzerlegung von 7 .
(b) Man stelle 7 als Produkt von Transpositionen dar.
(¢) Man berechne das Vorzeichen von 7.

Aufgabe 28. Man berechne in Ss die Potenzen 7 fiir 0 < i < 5 von

1 23 45
<4 5 1 3 2)(2’3)'

Aufgabe 29. Sei o = (1, ...,2,) ein r-Zyklus in S,, . Man zeige:
(a) Die Ordnung von o ist gleich r.
(b) Esist 07! = (zp, 2p-1,...,21).
(c) Es gilt mor~! = (7(x1),...,7(z,)) fiir jede Permutation w € S,, .
Aufgabe 30. Man berechne in S5 die Konjugierten wor~? fiir

(i) m=(2,3), o=1(3,4)(2,5)

(i) 7= (1,2)(2,3), o=(1,3,5)

(i) 7 = (1,2)(3,4,1), o=(1,2,3,4,5)

Extra-Aufgabe. Man zeige, dass eine Gruppe der Ordnung 2n mit unge-
radem n € IN einen Normalteiler vom Index 2 besitzt. Man folgere hieraus,
dass jede Gruppe der Ordnung 450 auflosbar ist.
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Ringe

6 Grundbegriffe der Ringtheorie

Lernziel.

Fertigkeiten: Rechnen mit Idealen und Polynomen, Bruchrechnung
in kommutativen Ringen

Kenntnisse: Kern und Bild von Ringhomomorphismen, Ideale, Grad-
aussagen fiir Polynome

6.1 Definition eines Ringes

Definition. Eine Menge R, die mit zwei Verkniipfungen

+:R—R, (a,b)—a+b,
-+ R— R, (a,b) — ab,

versehen sei, heifit Ring, wenn gelten:
1. R ist beziiglich + eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0).
2. (a+b)c = ac+ be und a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b,c € R
3. (ab)c = a(be) fiir alle a,b,c € R

4. Es gibt ein Finselement e € R mit ea = a = ae fiir allea € R
(Wir schreiben meist 1 oder 15 statt e).

Ein Ring R heifit kommutativ, falls ab = ba fir alle a, b, € R gilt.
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58 6 Grundbegriffe der Ringtheorie

6.2 Einheiten und Nullteiler

Definition. Sei R ein Ring, und sei

|R*:={ac R|3be Rmit ab=1=ba}|

die Menge der multiplikativ invertierbaren Elemente oder Einheiten in R.

Es ist R* beziiglich Multiplikation eine Gruppe, die Finheitengruppe von
R.

Ein Element a € R heifit Nullteiler, falls es ein b € R\ {0} gibt mit ab=0
oder ba = 0. Der Ring R heifit nullteilerfrei, falls 0 der einzige Nullteiler in
R ist. Ein nullteilerfreier kommutativer Ring R # {0} heifit Integrititsring
oder Integritdtsbereich.

6.3 Beispiele
1. 7Z ist ein Integritéitsring mit Einheitengruppe Z* = {1, —1}.

2. Jeder Korper K ist ein Integritiatsring mit Einheitengruppe
K* =K\ {0}.

3. Ein Schiefkorper ist ein Ring R # {0}, in dem jedes Element # 0
invertierbar ist. Es ist dann R* = R\ {0}. Zum Beispiel ist

(5 1))

ein Schiefkérper beziiglich Matrizenmultiplikation und -addition. (Da-
bei bedeutet z die zu z konjugiert komplexe Zahl.) Man rechnet leicht
nach, dass mit a,b € H auch a + b und ab aus H sind.

Fiir a = < c g ) ist det(a) = 2Z 4+ ua # 0, falls a # 0, und

—1U
1 —U
-1
a det(a)( . >€IH.

L 0 1 (i 0 . _
Fura-(_1 O)undb—(o _Z.)glltab— ba. Der Qua-

ternionenschiefkérper H ist also nicht kommutativ (Hamilton 1844).

ISR\

4. Fiir n > 2 bildet die Menge M,,x,,(K) der (n x n)-Matrizen mit Ein-
triagen aus einem Korper K beziiglich Matrizenaddition und Matri-
zenmultiplikation einen Ring, der nicht kommutativ ist und Nullteiler
# 0 besitzt,
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ZB-(éS)(?S)-( )

Es ist (M (K))* = GLn(K) = {2 € Myxn(K) | det(z) # 0}.

o

5. Ist V ein K-Vektorraum, so ist
Endg(V)={f: V — V| f ist K-linear}
ein Ring beziiglich
f+g:V =V, fv) +9(v)
feg: V=V, v f(g(v)).
Dabei ist v — 0 das Nullelement und id: v — v das Einselement.

6. Ist M # () eine Menge und ist R ein Ring, so ist die Menge aller
Abbildungen M — R ein Ring mit

f+9:M— R, z— f(z)+g(z)
frg: M — R,z f(z)9(x)
fiir Abbildungen f,g: M — R. Dabei ist  — 0 das Nullelement und

z — 1 das Einselement.

6.4 Unterringe

Definition. Sei S ein Ring. Eine Teilmenge R C S heifit Unterring von S,
wenn R beziiglich Addition eine Untergruppe ist, und wenn 1 € R und
ab € R fiir alle a,b € R gilt.

Ein Unterring R von S ist selbst ein Ring, und S heifit Ringerweiterung
von R.

Beispiele. Mit der iiblichen Addition und Multiplikation gilt:
e 7 ist ein Unterring von Q.

e Q ist ein Unterring von R.

6.5 Ideale

Ideale spielen in der Ringtheorie eine dhnlich wichtige Rolle wie Normal-
teiler in der Gruppentheorie.
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Definition. Sei R ein Ring. Eine additive Untergruppe J von R heifit
Linksideal, wenn

’mcej fﬁrallereRij‘

und Rechtsideal, wenn

’xrej fﬁrallereRwej‘

sowie zweiseitiges Ideal oder kurz Ideal, wenn J sowohl Links- als auch
Rechtsideal ist.

Bemerkung. Ist R kommutativ, so ist jedes Linksideal ein Ideal und jedes
Rechtsideal ebenfalls. Man unterscheidet dann nicht zwischen Links- und
Rechtsidealen.

Beispiele. Sei R = May2(R).

. a 0
1. Selﬁ].—{(b 0)

J ist additive Untergruppe von R, und fiir r = ( a1z > € R ist
a1 a2
a O ajia+ agb 0 c3
b 0 as1a + axb 0 ’
Aber 7 ist kein Rechtsideal in R, denn fiir a # 0 und

SR
s {3

Linksideal.

a,b e IR}. Dann ist J ein Linksideal in R, denn

a,b e IR} Dann ist J ein Rechtsideal, aber kein

6.6 Summe, Durchschnitt und Produkt von Idealen

Seien J,J zwei Ideale in einem Ring R. Dann erhélt man damit folgende
weitere Ideale

I+3:={z+ylzedyecd}

JNJ:={z€R|z€Tund x € J}

3'3:—{25%%’ l’iej,yz‘éﬁ}
endl.
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Es gilt stets 33 C INJ (vgl. Aufgabe 34).

Analog kann man das Produkt von endlich vielen Idealen bilden, sowie
Summe und Durchschnitt beliebig vieler Ideale. Mit einer passenden In-
dexmenge hat dann das Summenideal die Form

>3- {Tn

el el

x; = 0 bis auf endlich viele z}

6.7 Erzeugung von Idealen

Sei R ein Ring. Jedes Element a € R erzeugt ein Linksideal

’Raz{ra\reR}‘

Jede Familie (a; | i € I) von Elementen aus R erzeugt ein Linksideal

> Ra; = {Zriai

i€l i€l

r; € R, nur endlich viele r; # 0}

und ein Ideal

Z RazR = { Z r;a;S;

el el

75, 8; € R, nur endlich viele Summanden # O}

e Sei R ein kommutativer Ring. Dann heif3t ein Ideal J endlich erzeugt,
wenn es endlich viele Elemente a4, ...,a, € R gibt so, dass

j:{T1(L1—|—...—|—7‘nan|’I“1,...,7“nER}

gilt. Man schreibt dann ’ J=1(a1,...,an) ‘

o R heilt noethersch, falls jedes Ideal in R endlich erzeugt ist.

6.8 Hauptidealringe

Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal J, das von einem Element erzeugt
wird, heifit Hauptideal. Es ist dann

13=(a)={ra|r e R}

mit einem a € R. Ein Integritdtsring, in dem jedes Ideal Hauptideal ist,
heifit Hauptidealring. Ein Hauptidealring ist stets noethersch.
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Beispiel. Jeder Korper K ist ein Hauptidealring, denn K besitzt als einzige
Ideale die beiden Hauptideale (0) und (1) = K.

Satz. Z ist ein Hauptidealring.

Beweis. Nach AGLA, Satz 11.5, hat jede Untergruppe von Z die Gestalt
nZ mit einem n € Z. Da jedes Ideal in Z insbesondere eine Untergruppe
von Z ist (beziiglich Addition), folgt die Behauptung. O

Schreibweisen fiir Hauptideale in R sind auch (a) = Ra = aR.

6.9 Ringhomomorphismen

Seien R und R’ zwei Ringe. Dann heifit eine Abbildung f: R — R’ ein
Homomorphismus, falls gelten:

flx+y) = fx)+ f(y)
flzy) = f(x)f(y) fiiralle z,y € R
und f(1g) = 1gs

Satz.
Ist f: R — R’ ein Homomorphismus von Ringen, so ist

kern(f) :={z € R| f(z) =0}

ein Ideal in R, und bild(f) := {r' € R | v' = f(r) fiir ein r € R} ist ein
Unterring von R'.

Beweis. kern(f) ist eine additive Untergruppe von R. Seien r € R und
x € kern(f), dann ist f(z) = 0 und also f(rz) = f(r)f(z) = 0. Es folgt
rz € kern(f). Analog ist zr € kern(f). Also ist kern(f) ein Ideal in R.
Es ist bild(f) eine additive Untergruppe von R’, und es gilt 1z, € bild(f).
Fiir a,b € bild(f) gibt es z,y € R mit f(x) = a und f(y) = b. Es folgt
ab = f(x)f(y) = f(xy) € bild(f), so dass bild(f) ein Unterring von R’
ist. O

Folgerung. Sei K ein Korper, und sei R ein Ring # {0}. Dann ist jeder
Homomorphismus f: K — R injektiv.

Beweis. Da f(1) =1 # 0 gilt, ist f nicht die Nullabbildung = — 0. Es folgt
kern(f) = (0), da K als Korper keine weiteren echten Ideale enthélt. O
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6.10 Quotientenringe
Sei R ein kommutativer Ring.

Definition. Eine Teilmenge S C R\ {0} heifit multiplikativ abgeschlossen,
wenn 1 € S und wenn fiir alle s, s’ € S auch ss’ € S gilt.

Beispiele. Multiplikativ abgeschlossene Mengen sind:
1. R*, die Menge der invertierbaren Elemente in R.
2. Die Menge der Potenzen r™,n > 0, eines Elementes r € R\ {0}.
3. Die Menge der Nichtnullteiler in R.
4. R\ {0}, falls R ein Integritétsring ist.

Sei S eine multiplikativ abgeschlossene Menge in R. Dann konstruiert man
wie folgt einen Quotientenring:

S_lR:Z{g‘TER,SGS}

Definiere fiir (r, s), (r',s") € R x S eine Relation

’ (r,s) ~ (', s")

= lﬂtESmit t(rs’—sr’)z()‘.

Ist R ein Integritdtsring, so kommt man ohne das ¢ € S aus, und die
Relation besagt © = Z—: , S0 wie wir es von den rationalen Zahlen her gewohnt
sind. Wir zeigen nun, dass die Relation eine Aquivalenzrelation ist.

Es gilt offensichtlich (7, s) ~ (r,s) und: (r,s) ~ (',8') = (1, ') ~ (r, s).

Sei nun (a, s) ~ (b,u) und (b,u) ~ (¢,v) mit a,b,c € R, s,u,v € S. Dann
gibt es ¢, € S mit

t(au — sb) =0 und t'(bv —uc) =0.

Multipliziert man die linke Gleichung mit ¢'v, die rechte mit ¢s und addiert
beide Gleichungen, so heben sich die Summanden mit dem Faktor b weg,
und wir erhalten tt'u(av — sc) = 0, woraus (a, s) ~ (c,v) folgt.

Sei £ := {(r',s') € Rx S | (r',s') ~ (r,s)} die Aquivalenzklasse von
(r,s) € RxS,undsei ST'R = {Z | r € R,s € S}. Definiere %-i—% = %
und L2 =2 und zeige, dass Summe und Produkt dadurch wohldefiniert

s s ss

sind und dass ST'R ein kommutativer Ring ist. Man nennt S~'R den
Quotientenring von R beziiglich S.
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Satz.

Die kanonische Abbildung t: R — S™'R, r 1 ist ein Ringhomomorphis-
mus mit kern(v) = {r € R | sr =0 fiir ein s € S}.

Beweis. Die Homomorphie ist ersichtlich. Sei r € kern(¢). Dann ist ¢(r) =
£ =9 also (r,1) ~ (0,1). Dann gilt 0 = ¢(r -1 —1-0) = ¢r mit einem
t € S. Ist umgekehrt sr = 0 fiir ein s € S, so gilt 1 = - = = = % und also
r € kern(v). O

wio |l

Universelle Eigenschaft des Quotientenrings.

Sei g : R — R’ ein Homomorphismus von kommutativen Ringen so, dass
g(s) eine Finheit fir jedes s € S ist. Dann gibt es genau einen Ringhomo-
morphismus h: ST'R — R mitg=hou.

Es gibt also ein kommutatives Diagramm

Beweis. Wir setzen h(%) := gg:; firr e R, s€ S.Ist £ = g—: , so gibt es ein

t € S mit ¢t(rs’—sr’) = 0, also mit g(t) (g(r)g(s’) — g(s)g(r')) = 0. Da g(t)
eine Einheit ist, folgt ‘;E:; = ggz;; ,
Ringhomomorphismus ist, ist auch A ein solcher. Es gilt h(c(r)) = h(]) =
g(r) fiir alle r € R. Sei nun &’ : ST'R — R’ ein weiterer Ringhomomor-
phismus mit g = A’ o v. Dann gilt h(7) = g(r) = h'() fiir alle r € R. Es

1

folgt A(Z) = h(%) - h(S) = g(r) - g(s™)) = K(E) - W () =H(Z). O

und h ist also wohldefiniert. Da ¢ ein

6.11 Quotientenkorper

Sei R ein Integritdtsring (wie in 6.2 definiert). Dann ist der kanonische
Homomorphismus ¢ : R — S~ R injektiv fiir jede multiplikativ abgeschlos-
sene Menge S in R, denn es ist kern(t) = {r € R | sr = 0 fiir ein s € S}
nach Satz 6.10. Ist speziell S = R\ {0}, so ist S™!R ein Kérper, genannt
Quotientenkorper.

Beispiel. Q ist der Quotientenktrper von Z .

Definition. Ist K ein Korper, dann nennt man den Quotientenktrper des
Polynomrings K[X] den Kérper der rationalen Funktionen in einer Unbe-
stimmten tiber K und schreibt K (X) dafiir.
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6.12 Polynomringe

Sei R ein kommutativer Ring, und sei P die Menge aller Folgen (a;), wobei
a; € R fir i € NU{0} und a; # 0 fiir nur endlich viele i gelte. Definiere
in P eine Addition und Multiplikation

(a5) + (bs) = (a; + b;) und (a;)(bs) = | > a;bi_;
j=0

Dann ist P ein kommutativer Ring mit Einselement (1,0,0,...).
Setze X = (0,1,0,...). Dann ist X2 = (0,0,1,0,...) und allgemein
X" =(0,...,0,1,0,...) mit einer Eins an der (n + 1)-ten Stelle. Es ist

R— P, a— (a,0,...)

ein injektiver Ringhomomorphismus. Identifiziere die Elemente a € R mit
ihrem Bild (a,0,...). Dann folgt:

’(ag,al,ag,...,am(),...):a0+a1X+a2X2+~o+aan

)

wobei a; = 0 fiir ¢ > n gilt. Man erhélt so P als Polynomring

mit der Addition

a; € R, ne]NU{O}}

n m max(n,m)
ZQZXZ+ZbJXJZ Z (aL—|—bz)XZ
i=0 §=0 i=0

und der Multiplikation:

n m n+m 7
(Z(lle> ijXj = Z Zajbi_j Xi .
i=0 j=0

i=0 \j=0

In Kapitel 20 wird die obige Konstruktion verallgemeinert, um den Poly-
nomring in beliebig vielen Unbstimmten zu definieren. Dort wird auch die
universelle Eigenschaft des Polynomrings gezeigt, die dann seine Eindeu-
tigkeit (bis auf einen Isomorphismus) garantiert.
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6.13 Der Grad eines Polynoms

Definition. Sei R ein kommutativer Ring, und sei

’f:a0+a1X+~~~+anX"€R[X]‘

ein Polynom. Dann ist der Grad von f definiert als

grad(f) := max{i | a; # 0}.

Das konstante Polynom ay # 0 hat den Grad 0, und dem Nullpolynom 0
schreibt man den Grad —oo zu.

Ist grad(f) = n, so heiflen a,, Leitkoeffizient und a, X™ Leitterm von f. Ist
an =1, so heiflt f normiert.

Gradformeln. Fiir Polynome f,g € R[X] gilt
a) grad(f +g) < max(grad(f), grad(g)),
b) grad(f - g) < grad(f) + grad(g) .

c) Ist R Integrititsring oder ist der Leitkoeffizient von f oder g in R*,
so gilt grad(fg) = grad(f) + grad(g) .

Beweis. Fiir f =0 oder g = 0 sind die Formeln erfiillt. Seien n := grad(f)
und k := grad(g) beide > 0, und seien

k

f= zn:aiXi und g = ijXj.
i=0

Jj=0

Dann ist a; +b; = 0 fiir ¢ > max(n, k) nach Definition der Addition in 6.12.
Es folgt a). Ferner ist Z;:O ajb;—; = 0 fur ¢ > n + k nach Definition der
Multiplikation in 6.12. Es folgt b). Wegen grad(f) = n und grad(g) = k
gilt a,, # 0 und by # 0. Ist R ein Integritétsring oder ist a,, oder by in R*,
so folgt a,by # 0, woraus c) folgt. O

Folgerung. Sei R ein Integrititsring. Dann ist R[X] ein Integritéitsring,
und es ist (R[X])* = R*.

Beweis. Seien f, g beide # 0. Dann gilt grad(f) > 0 und grad(g) > 0, und
es folgt grad(fg) = grad(f) + grad(g) > 0. Also ist fg # 0.
Ist f invertierbar, dann gibt es f~! € R[X] mit ff~* = 1. Es folgt

0 = grad(1) = grad(f£ 1) = grad(f) + grad(f ).
Wegen grad(f) > 0 und grad(f~') > 0 folgt grad(f) =0, also f € R*. O
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6.14 Hilbertscher Basissatz

Sei R ein kommutativer Ring. Dann heifit R noethersch, wenn jedes Ideal
in R endlich erzeugt ist.

Satz.
Wenn R noethersch ist, dann ist auch der Polynomring R[X] noethersch.

Beweis. Sei R noethersch. Angenommen, es gébe ein Ideal J in R[X], das
nicht endlich erzeugt ist. Dann koénnten wir induktiv eine Folge von Poly-
nomen fi,..., f;,...in J\ {0} so wéhlen, dass gilt:

f1 hat kleinsten Grad in J
fj+1 hat kleinsten Grad in J\ (fi,..., f;) fir j > 1.

Sei b; der Leitkoeffizient von f;. Dann erhielten wir eine Kette von Idealen
(bl) C (bl,bg) c---C (bl,...,bi) -

in R, und es wire J := (J;(b1,...,b;) ein Ideal in R. Da R noethersch ist,

wire J endlich erzeugt. Es gibe also ein n € W, fiir das (by,...,b,) ein
Erzeugendensystem von J enthilt. Damit wire J = (b1, ..., b,) erfiillt, also
etwa

bn+1 == rlbl +---+ Tnbn

mit r1,...,r, € R. Dann wiirde der Leitterm von

g = Z rifngrad(fHJrl)fgrad(fi)
i=1
= pyby X&2dUntr) 4 Polynom kleineren Grades
+ roby X 82d(fri1) Polynom kleineren Grades
+ -
+ by X8RI nr1) 4 Polynom kleineren Grades.

mit dem Leitterm b, X#24(f»+1) von f,,,; iibereinstimmen.
Damit wére grad(fn+1—9) < grad(fn4+1) im Widerspruch zur Konstruktion

der FOlge flaf27~ e WEgeng € (fla c. 7.fn) hétte fn—&-l*g € j\(fla . >fn)
kleineren Grad als fj,41. Also ist R[X] noethersch. O
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Lernerfolgstest.
. . ~ a b
e Zeigen Sie, dass J := { (0 O)

Max2(R) ist, aber kein Linksideal.

e Definieren Sie den Ring M := M, x»(R) fiir einen kommutativen
Ring R. Was ist die Einheitengruppe in R 7

e Zeigen Sie, dass Addition und Multiplikation im Quotientenring
S~!(R) von R wohldefiniert sind.

e Was ist die Einheitengruppe von K[X] ?

a,be ]R} ein Rechtsideal in

6.15 Ubungsaufgaben 31 — 35
Aufgabe 31. Sei K ein Korper.

(1) Man zeige, dass die Matrizen der Form (& ?) einen kommutativen Un-
terring R von My (K) bilden.

(2) Man bestimme die Einheiten und Nullteiler in R.

Aufgabe 32. Man bestimme das von den beiden Matrizen <(1) 8> und

(8 é) erzeugte Linksideal und das von diesen beiden Matrizen erzeugte
Rechtsideal in May2(R).

Aufgabe 33. Es seien R und S zwei Ringe, und es sei f: R — S eine
Abbildung, die

flx+y) = f(x) + f(y) und f(xy) = f(z)f(y)

fiir alle 2,y € R erfiillt. Man zeige, dass f(1) Einselement in bild(f) ist,
aber dass f(1) nicht notwendig Einselement in S ist.

Aufgabe 34. Man zeige
(a) Fiir Hauptideale (a) und (b) in einem kommutativen Ring gilt:
(a)(b) = (ab).

(b) Fiir Ideale J und J in einem Ring gilt: 33 € INJ. Man konstruiere ein
Beispiel, in dem JJ # I N J gilt.

Aufgabe 35. Sei R # (0) ein Ring, in dem 2? = x fiir alle x € R gelte.
Man zeige:

(1) R ist kommutativ.
(2) Esgilt 2z =0 fiir alle x € R.
(3) Ist R ein Integritétsring, so ist R ein Koérper.
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7 Restklassenringe

Lernziel.
Fertigkeiten: Rechnen mit Restklassen, simultane Kongruenzen l6sen
Kenntnisse: Primideale und maximale Ideale, Chinesischer Restsatz

7.1 Kongruenzen

Definition. Sei m € IN vorgegeben. Zwei Zahlen a, b € Z heiflen kongruent
modulo m, wenn sie bei Division durch m denselben Rest r mit 0 <r < m
ergeben. Man schreibt dann

:

Beispiele. e m =21 = 54=33=12mod 21, da

54 =2-21412
33=1-21+4+12
12=0-21+4+12

e m=5=—11=6=1mod5, da

11=2-5+41
6=1-54+1
1=0-5+1

e m=5——-7=3mod5,da—-7=-2-54+3und3=0-5+3

e Definiere
1:={a€Z|a=1modb}={...,—9,—4,1,6,11,...}
5.={acZ|a=2mod5}=1{...,~8-3,2712,...}
3:={a€Z|a=3mod5}=1{...,-7,-2,3,8,13,...}
4:={a€Z|a=4mod5}=1{...,—6,-1,4,9,14,...}
0:={a€Z]|a=0mod5}={0,+5,+10,+15,...}

Fiir jedes r € Z mit 0 < r < 5 gilt

F=a-+57Z=:a firalleacr.
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e Fiir jedes m € IN erhélt man analog den Restklassenring
Z/mZ ={0,1,2,...,m — 1}

mit 7 = {a € Z | a = r mod m} = a + mZ =: a fiir alle a € 7 und
r=01,....m—1.Esgilta+b=a+bunda-b=a-b, vgl. 7.2
unten, (zB.m=5=34+4=7=2).

e Uhren messen Stunden modulo 12 oder modulo 24.

7.2 Rechnen mit Restklassen

Definition. Sei J ein Ideal in einem Ring R. Fiir a € R sei

’a—i—j::{a—kx\xej}‘

die Restklasse von a beziiglich J.

Lemma. Fira,be R gilt:

la+3=b+7| < [a-beT]

Beweis. ,—“: Esgilta=a+0=b+2xmitz € Jundalsoa—b=x¢€7J.

s Seia—b=:zx€T.Danngilt a=b+x € b+ 7T. Fiir jedesy € J
ist z+y € J, und es folgt a +y = b+ x4+ y € b+ J. Daher gilt
a+JCb+7J. Analog folgt b+y=a—x+y€a+TJfiralleyed
und also b+7J C a+7J. O

Definition. Zwei Elemente a,b € R heiflen kongruent modulo J, falls

Satz. Die Menge R/J :={a+J|a € R} bildet einen Ring beziiglich

[(a+2)+(b+3)i=a+b+3|und|(a+3)-(b+I)=a-b+73

fira,b € R. Nullelement ist J, und Finselement ist 1+3. Ist R kommutativ,
so auch R/3J.

Beweis. Wie leicht zu sehen ist, iibertragen sich die Ringeigenschaften
von R auf R/J. Zu zeigen ist die Wohldefiniertheit der Verkniipfungen.

Sei a+J = a+J. Dann ist a —a € J nach dem Lemma. Beziiglich Addition
folgt (a +b) —(@+b) € 3. Also a +b+ T = a+ b+ J nach dem Lemma.
Beziiglich Multiplikation folgt (a — a)b € J, da J Rechtsideal. Mit dem
Lemma folgt ab+ 3 = ab + J. Analog zeigt man, dass die Verkniipfungen
nicht von der Wahl des Reprisentanten b € b + J abhéngen. Beziiglich
Multiplikation benutzt man dann, dass J Linksideal ist. O
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Definition. Der Ring R/J heifit Restklassenring oder Faktorring von R
modulo J.

Bemerkung. Es gelten:
1. Ist 3= R, so ist R/J = {3} der ,Nullring®.

2. Ist 3=(0),soist R/T=R.

7.3 Ideale im Restklassenring

Seien R ein Ring, J # R ein Ideal in R und 7: R — R/J, r — r+ J, die
kanonische Abbildung. Dann ist 7 ein surjektiver Ringhomomorphismus.

Satz. Man hat eine Bijektion
{Ideale in R/3} — {Ideale J in R mitJ D I}, ar— 7 '(a).

Beweis. Es ist 771(a) = {v € R | 7m(v) € a} ein Ideal in R, da 7 ein
Homomorphismus ist. Da 7 surjektiv ist, ist 7(7~1(a)) = a. Fiir jedes
Ideal J in R mit J D J gilt 7~ 1(n(J)) =7~ 1(3/3) = 3. O
7.4 Primideale und maximale Ideale

Definition. Sei R ein kommutativer Ring. Ein Ideal J in R heiflt Primideal,
wenn die Menge R\ J multiplikativ abgeschlossen ist. Mit anderen Worten:
Ein Ideal J in R ist genau dann ein Primideal in R, wenn J # R und wenn
fiir a,b € R mit ab € J stets folgt a € J oder b € J.

Ein Ideal m in R heifit mazimales Ideal, wenn m # R und wenn es kein
Ideal 3 in R gibt mit m C J C R.

Satz. Sei R ein kommutativer Ring, und sei J ein Ideal in R. Dann gelten:
(1) J Primideal <= R/T Integrititsring.

(2) J mazimales Ideal <= R/J Korper.

(3) Jedes mazximale Ideal ist Primideal.

(4) (0) ist Primideal <= R ist Integrititsring.

Beweis. Es ist J das Nullelement in R/J.

(1) ,=* Sind zwei Restklassen a +J und b+ T beide # J, so gilt a,b ¢ 7T,
) #£ 7.

¢
also ab ¢ J, da J Primideal. Es folgt ab+J3 = (a+7)(b+7) #
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»,<=* Esist 1 € R\7J, denn andernfalls wire J = 1R = R und also R/J
der Nullring. Sind @ und b beide in R\ 7, so folgt ab € R\ J, da
R/7J Integritétsring. Also ist R\ J multiplikativ abgeschlossen.

(2) ,=*“ Seien J ein maximales Ideal in R und a € R\ J. Zu zeigen: a +7J
ist invertierbar. Sei J = Ra + J. Dann ist J = R, da a ¢ J und
J maximal. Also gilt 1 € J und es gibt » € R und = € J mit
l=ra+x,alsomit 1+T=ra+JT=(r+7)(a+7).

»,<=“ Sei R/J Koérper. Dann gilt 7 # R, und R/J besitzt als einzige
Ideale sich selbst und das Nullideal. Mit 7.3 folgt, dass R das
einzige Ideal ist mit J C R.

(3) folgt aus (1) und (2), und (4) folgt aus (1), (da R/(0) = R).

7.5 Das Zornsche Lemma

Definition. Seien M eine Menge und H C M x M. Statt (x,y) € H
schreiben wir x < y und sprechen von einer Relation <. Dann heifit M
halbgeordnet (partiell geordnet) beziiglich <, wenn fiir x,y, z € M gilt:

1. Esistx < z.

2. Wenn z < y und y < z gelten, so gilt = < z.

3. Wenn z < y und y < x gelten, so gilt x = y.
M heifit geordnet oder Kette, falls zusétzlich gilt:

4. Fir z,y € M folgt stets < y oder y < z.

Sei M halbgeordnet beziiglich <. Ein Element a € M heifit obere Schranke
einer (beziiglich <) geordneten Menge N C M, wenn x < a fiir alle x € N
gilt. Ein Element a € M heifit mazimal, wenn aus a < z fiir x € M stets
a = x folgt.

Lemma von Zorn. Se: M eine nicht-leere, halbgeordnete Menge. Jede
geordnete Teilmenge von M besitze eine obere Schranke. Dann besitzt M
ein maximales Element.

(vgl. M. Zorn, A remark on methods in transfinite algebra, Bull. Amer.
Math. Soc. (1935) 667-670)
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7.6 Existenz maximaler Ideale

Satz. Sei R ein kommutativer Ring und 3 # R ein Ideal in R. Dann
gibt es ein mazimales Ideal m in R mit J C m. Insbesondere besitzt jeder
kommutative Ring # {0} ein mazimales Ideal.

Beweis. Sei M := {IdealeJin R | §J # RundJ C J}. Dann ist M
beziiglich C halbgeordnet. Da J € M ist, folgt M # (. Sei N # ) ei-
ne geordnete Teilmenge von M. Dann ist J = [J . @ ein Ideal in R mit
JCJ. WireJ = R, s0owire 1 € J,also 1 € a fiir ein a € N, was a # R
widerspriche. Es folgt J € M, und J ist obere Schranke von N. Nach 7.5
besitzt M ein maximales Element, und dies ist das gesuchte Ideal. Anwen-
dung auf J = (0) ergibt die zweite Behauptung. O

7.7 Der Homomorphiesatz fiir Ringe

Ein bijektiver Ringhomomorphismus heifit Isomorphismus (und dessen Um-
kehrabbildung ist auch ein Isomorphismus).

Homomorphiesatz.
Ist f: R — R’ ein surjektiver Homomorphismus von Ringen, dann induziert
f einen Isomorphismus

f: R/kern(f) — R, r +kern(f) — f(r).
Beweis. Wohldefiniertheit: Wenn r+kern(f) = 7 +kern(f) gilt, so folgt
r — 7 € kern(f) nach 7.2 und also f(r) = f(7).
Homomorphie folgt, weil f ein Homomorphismus ist.

Injektivitdt: Sei f(r + kern(f)) = f(r) = 0. Dann ist r € kern(f) und
also r + kern(f) = 0 + kern(f).

Surjektivitit: Klar, da f surjektiv.

7.8 Chinesischer Restsatz

e Das kartesische Produkt von endlich vielen Ringen ist stets ein Ring
beziiglich komponentenweiser Addition und Multiplikation.

e Zwei Ideale J,J in einem Ring R heiflen teilerfremd, wenn J+J = R
gilt.
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Lemma.
Seien J1, ..., paarweise teilerfremde Ideale in einem Ring R . Dann gilt
Jx+ () J; =R fir jedesk=1,...,n.

#k

Beweis. Sei k € {1,...,n}. Dann gibt es zu jedem j # k Elemente a; € Jj
und b; € J; mit a; +b; = 1, (denn J, +J; = R nach Voraussetzung). Es
folgt

1= _ _ ~ _ ~ ~
H(aj * bj) © (Jk * H jj) Aufggbe 37 Jet m Ji
J#k J#k J#k
und damit die Behauptung, da (1) = R. O

Chinesischer Restsatz.
Sei R ein Ring, und seien J1,...,J, paarweise teilerfremde Ideale in R.
Dann ist der Homomorphismus

fiR—=R/I1 X XR/Tp, r—(r+T1,...,7+7Tp)

n
surjektiv mit kern(f) = (| J;. Insbesondere induziert f einen Isomorphis-

mus

Beweis. Zu jedem k € {1,...,n} gibt es nach dem Lemma Elemente ¢; €

Jr und di, € () J; mit ¢y +di = 1. Es ist dann dj, € J; fiir alle j # k und
J#k

di, —1 € Ji. Nach 7.2 folgt d, + T, = 1+ T, und di, +3; = J; fiir j # k. Sei

nun (r1+J1,...,7+Tn) € R/Ty X -+ X R/T,. Setze r = ridy +- - -+ 1rpd,.

Dann folgt f(r) = (r+31,...,7+3,) = (r1 +J1,...,7 + Jpn). Also

ist f surjektiv. Die Aussage iiber den Kern ist ersichtlich, und die letzte

Behauptung folgt aus dem Homomorphiesatz 7.7. O

Korollar. Fiir beliebige Elemente r1,...,r, € R und paarweise teilerfrem-

de Ideale J1,...,3, ist das Kongruenzensystem
r=rymodJy,...,z=r, modJ,

n
immer l0sbar, und ist r eine Losung, so ist die Menge r+ (| J; die Menge
j=1
aller Losungen.
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Verfahren zur Lésung von Kongruenzensystemen.
Der Beweis des Chinesischen Restsatzes liefert ein praktisches Verfahren
zur Losung von Kongruenzsystemen der Form

xr=ay modmy, x =azy mod msy, ..., T =a, mod m,,
wenn die Zahlen my,...,my, € N paarweise teilerfremd sind.

1. Schritt: Berechne )
My:= [l mj,..., My := [ mj,..., Mp:= ] m;.

=2 i#k =1

2. Schritt: Bestimme
T1y..., Ty mit ;M7 =1 mod myq,...,x, M, =1 mod m, .

Es st dann dy, := xp My € [] (m;) = ) (m;) und dp—1 € (my,)
ik ik
fiir jedes k € {1,...,n}.

8. Schritt: Berechne
r:=rydy + -+ rpd, mit dp = xp My und rp, = ap mod my, .

4. Schritt: Priife, dass tatsichlich r = a; mod myq, ..., 7 = a, mod m,, gilt
und damit r die modulo m = myq - ... - m, eindeutig bestimmte
Lésung ist.

Beispiel. Man l6se das Kongruenzsystem

r=2mod7, xt=4mod8, r=10mod 9.

1. Schritt: Berechne My :=8-9=72, My :=7-9=63, M3:=7-8=56.

2. Schritt: Die Zahlen 1 =4, z9 = —1 und z3 = —4 erfiillen
1My =1mod 7 oMy =1 mod 8 und z3M3 =1 mod 9.

3. Schritt: Berechne r :=2-288 —4-63 —1-224 =576 — 476 = 100.

4. Schritt: Es ist » = 100 tatséchlich die modulo 7 - 8 - 9 = 504 eindeutig
bestimmte Losung, denn 100 = 2 mod 7, 100 = 4 mod 8 und
100=1=10mod 9.

Lernerfolgstest.

e Verifizieren Sie die Beziehungen m(7~*(a)) = a und 7~ (#(J)) =
771(3/3) =3 aus dem Beweis von Satz 7.3

e Verifizieren Sie, dass die in 7.4 gegebene Definition dquivalent ist
zu: Fin Ideal J in R ist genau dann ein Primideal in R, wenn J # R
und wenn fir a,b € R mit ab € J stets folgt a € J oder b € J
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7.9 Ubungsaufgaben 36 — 40

Aufgabe 36. Sei R ein kommutativer Ring. Man zeige, dass die folgenden
drei Bedingungen dquivalent sind:

(1) R ist noethersch.

(2) Jede Kette J; CJo C -+ C T, C - -+ von Idealen in R wird stationiir,
d.h. es gibt ein n € N mit J,,4, = J, fiir alle k € IN.

(3) Jede nichtleere Menge M von Idealen in R besitzt ein maximales Ele-
ment (das ist ein Ideal 3 € M mit der Eigenschaft: J € M und
JoI=173=3).

Bemerkung. Hieraus folgt, dass in einem noetherschen Ring jedes Ideal
J # R in einem maximalen Ideal enthalten ist. Der Nachweis gelingt hier
also, ohne das Lemma von Zorn zu benutzen.

Aufgabe 37. Seien J und J zwei teilerfremde Ideale in einem kommutati-
ven Ring R. Man zeige, dass dann JJ = J N J gilt.

Aufgabe 38. Seien R ein kommutativer Ring, J ein Ideal in R und a € R.
Man zeige, dass die Restklasse a + J genau dann eine Einheit in R/7J ist,
wenn die beiden Ideale (a) und J teilerfremd sind.

Aufgabe 39. Man 16se in Z das Kongruenzensystem
r=6mod5, x=5mod6, xr=7mod 7

geméfl dem oben angegebenen Verfahren.

Aufgabe 40. Sei f: R — S ein Homomorphismus von kommutativen Rin-
gen # {0} . Man entscheide jeweils, ob das Bild f(J) eines Ideals J in R und
das Urbild f~1(J) eines Ideals J in S wieder ein Ideal ist. Man untersuche
dann jeweils, ob sich dabei die Eigenschaft, Primideal bzw. maximales Ideal
zu sein, vererbt. Was éndert sich, wenn f als surjektiv vorausgesetzt wird?
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8 Teilbarkeit in kommutativen Ringen

Lernziel.

Fertigkeiten: ggT und kgV bestimmen

Kenntnisse: Bedingungen fiir Zerlegbarkeit in Primfaktoren und in
irreduzible Elemente

8.1 Division mit Rest im Polynomring

Satz.

Sei R ein kommutativer Ring, und sei h =co+ 1 X + -+ + ¢ X™ € R[X]
ein Polynom mit ¢,, € R*. Dann gibt es zu jedem Polynom f # 0 in R[X]
eindeutig bestimmte Polynome g,r € R[X] mit

’f:thrr und grad(r) <m‘

Beweis. Existenz: Ist grad(f) < m, setze g=0und f =r.
Seinun f = ag+a1 X +---+a, X" vom Grad n > m. Fiihre Induktion
nach n durch.
Ist n=0,so0ist h =cy € R*. Setzeg:cglf und r = 0.
Sei n > 0. Dann hat f — foh mit fy = a,c,,' X"~ ™ den Grad < n. Es
folgt f— foh = gh+r mit grad(r) < m nach Induktionsvoraussetzung
und also f = (g + fo)h + 7.

Eindeutigkeit: Da c,, € R* ist, gilt grad(fh) = grad(f) + grad(h) fiir
jedes Polynom f € R[X] nach 6.13 c).
Sei gh + 1 = ¢’h + ' mit grad(r) < m und grad(r’) < m. Dann ist
(g—g')h =1 —r mit grad(r —r’) < m nach 6.13 a). Ist g = ¢/, folgt
' =r.Ist g # ¢, folgt 0 < grad(g — ¢') + grad(h) = grad(r’ —r) <m
im Widerspruch dazu, dass grad(h) = m gilt. O

8.2 Nullstellen und Linearfaktoren

Definition. Seien R ein kommutativer Ring und S eine kommutative Ring-
erweiterung von R. Ein Element x € S heiit Nullstelle eines Polynoms
f:=>a;X" € R[X], wenn f(z):=> a;x" =01in S gilt.

Lemma.
Sei R ein kommutativer Ring. Besitzt f € R[X] eine Nullstelle x in R und
ist f #0, so gibt es ein g € R[X] mit

’f = (X —x)g und grad(g) = grad(f) — 1‘
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Beweis. Nach 8.1 gibt es Polynome g,r € R[X] mit f = g-(X —z)+r und
grad(r) < grad(X —z) = 1. Alsor € Rund 0 = f(z) = g(z)(z—x)+r =r.
Es folgt grad(f) = grad(g - (X — x)) = grad(g) + 1. O

Satz. Sei R ein Integrititsring. Dann hat jedes Polynom in R[X] vom
Grad n > 0 hochstens n Nullstellen in R.

Beweis. Induktion nach n:

Sei n = 0. Ist f € R[X] vom Grad 0 so folgt f = a € R mit a # 0. Also
hat f keine Nullstelle in R.

Sei n > 0, und sei f € R[X] vom Grad n. Wenn f eine Nullstelle z in R
hat, ist f = (X — z)g mit grad(g) = n — 1 (nach Lemma). Besitzt f eine
weitere Nullstelle y # x in R, so ist y auch Nullstelle von g, denn es ist

0= f(y) = (y —x)g(y), also g(y) =0,

da R Integrititsring und y — = # 0 gilt. Nach Induktionsvoraussetzung
besitzt g hochstens n — 1 Nullstellen, also f hochstens n . O

Bemerkung. Die Voraussetzung des Satzes, dass R kommutativ ist, ist
wesentlich. Zum Beispiel hat das Polynom X2 +1 in dem in 6.3 definierten
Quaternionenschiefkorper H unendlich viele Nullstellen, vgl. Aufgabe 44.

8.3 Euklidische Ringe
Definition. Ein Integritdtsring R heifit euklidisch, wenn es eine Abbildung
6: R\ {0} - NU {0}

gibt mit der Eigenschaft: Zu je zwei Elementen a,b € R mit a # 0 gibt es
Elemente ¢,r € R mit

’b:qa—i-r und J(r) < d(a) oder 7":0‘

Man nennt ein solches § Gradabbildung.
Beispiele. 1. Z ist euklidisch: Man setze 6(a) = |a] .

2. K[X], wobei K Korper, ist euklidisch nach 8.1. Setze §(f) = grad(f).
Satz. Jeder euklidische Ring ist Hauptidealring.

Beweis. Sei J # (0) ein Ideal in R. Wihle unter den Elementen aus J\ {0}
ein a mit minimalem Wert §(a). Fiir jedes b € Jist b = ga+r mit 0(r) < d(a)
oder r = 0. Es folgt r = b — ga € J. Da §(a) minimal ist, folgt » = 0 und
also b = ga. Damit ist J C (a) gezeigt. Da a € J ist, folgt T = (a). O
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8.4 ggT und kgV
Sei R ein Integritdtsring.

Definition. (1) Ein Element a € R heifit Teiler von b € R, falls es ein
x € R gibt mit b = za. Wir schreiben dann a | b und sagen ,,a teilt b“.

(2) Ein Element d € R heifit grifiter gemeinsamer Teiler von
ai,...,a, € R, wenn

(i) d]a; firi=1,...,n
(ii) Iss a€e Rund gilt a | a; firi=1,...,n,sogilt a | d
Wir schreiben dann d = ggT(ay,...,a,).

(3) Ein Element v € R heifit kleinstes gemeinsames Vielfaches von
ai,...,a, € R, wenn gilt

(i) a; |vfiri=1,...,n
(ii) Ist a € Rund gilt a; | a fiir allei =1,...,n,sogilt v | a
Wir schreiben dann v = kgV(ay,...,ay).

Bemerkung. Falls existent, sind ggT(ay,...,a,) und kgV(ay,...,a,) bis
auf Multiplikation mit Einheiten eindeutig bestimmt.

Satz. Seien a1,...,a, € R. Dann gelten:

(a) Ist das von ai,...,a, erzeugte Ideal (a1,...,ay) ein Hauptideal (d),
so ist d =ggT(ay,...,an).

(b) Ist (a1) N---N(an) ein Hauptideal (v), so gilt v=kgV(ai,...,an).

(c) Sei R ein Hauptidealring. Dann existiert der grifite gemeinsame Teiler
geT(ay,...,a,) =:d, und es gibt r1,...,r, € R mit

’r1a1+-~-+rnan=d‘

Sind a,b € R teilerfremd, d.h. ggT(a,b) = 1, so folgt (a)(b) = (a)N (D).

Beweis. (a) Ist (a1,...,a,) = (d), so folgt a; € (d) und also d | a; fiir
allei=1,...,n. Es gelte a | a; firi =1,...,n. Dad € (a1,...,a,)

gilt, gibt es r1,...,7, € Rmit d = rja; + - + rpa,. Es folgt a | d.

(b) Ist N(a;) = (v), so folgt v € (a;) und also a; | v fiir allei =1,...,n.
Gilt a; | a fir alle 4, so gilt a € (a;) fiir alle ¢ und also a € ((a;) = (v)

?

Es folgt v | a.
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(¢) Die erste Behauptung folgt aus (a). Ist ggT(a,b) = 1, so folgt ins-
besondere, dass es Elemente 7,5 € R gibt mit ra + sb = 1. Also
gilt 1 € (a) + (b), was (a) + (b) = R zur Folge hat. Hieraus folgt
(a)(b) = (a) N (b) nach Aufgabe 37.

O

8.5 Irreduzible Elemente und Primelemente

Definition. Sei R ein Integritétsring, und sei p # 0 eine Nichteinheit in R.
Dann heifit p irreduzibel, wenn fiir jede Zerlegung p = ab mit a,b € R stets
folgt a € R* oder b € R*, und p heifit Primelement, wenn das Hauptideal (p)
ein Primideal ist (d.h. falls aus p | ab fiir a,b € R stets folgt p | a oder p | b).

Satz.
Jedes Primelement ist irreduzibel. Ist R ein Hauptidealring, so sind fiir
p € R\ {0} folgende Aussagen dquivalent:

(i) p ist irreduzibel
(ii) (p) ist mazimales Ideal
(iii) p ist Primelement

Beweis. Sei p ein Primelement, und sei p = ab. Dann gilt p | a oder p | b.
Wenn p | a gilt, so gibt es ein » € R mit a = pr. Es folgt p = ab = prb und
also p(1 — rb) = 0. Dies ergibt rb = 1, da p # 0 und R ein Integrititsring
ist. Also gilt b € R*. Analog folgt a € R*, falls p | b gilt. Sei nun R ein
Hauptidealring.

(1) = (i7) Sei J = (a) ein Ideal in R mit (p) C (a) C R. Dann ist p € (a)
und also p = ab mit einem b € R. Es folgt a« € R* oder b € R*,
da p irreduzibel ist. Ist a € R*, folgt (a) = R. Ist b € R*, so folgt
a=>b"1p € (p) und also (p) = (a).

(#4) = (47) Nach 7.4.3 ist jedes maximale Ideal ein Primideal. Also ist (p)
ein Primideal.

(#91) = (i) Ist oben schon allgemein gezeigt.
O

Beispiel. Sei R = Z[v/-5] :== {a + bv/—5 | a,b € Z} C C. Dann ist 2
irreduzibel in R, aber kein Primelement. Insbesondere folgt, dass R kein
Hauptidealring ist.
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Beweis. Sei 2 = (a + by/=5)(c + dy/—5) mit a,b,c,d € Z. Dann gilt
2 =2 = (a—by/=5)(c — dy/-5), wobei 2 die zu 2 konjugiert komple-
xe Zahl bezeichnet. Es folgt 4 = 2 -2 = (a® + 5b%)(c? + 5d?) € Z. Da
a® + 5b% = 2 mit a,b € Z nicht 16sbar ist, geniigt es wegen der eindeutigen
Primfaktorzerlegung in Z (vgl. 8.7), den Fall

a?+502=4 und Z+4+5d°=1

zu betrachten. Es folgt ¢ = +£1 und d = 0 sowie b = 0. Also ist 2 irreduzibel
in R. Es ist aber 2 kein Primelement in R, denn das Hauptideal (2) enthlt
das Element 3-2 = 6 = (14+/=5)(1—+/—5) und keiner der beiden Faktoren
14 /=5 liegt in (2), da 1 &+ /=5 # (a + b\/=5) - 2 fiir alle a,b € Z gilt.
(Man beachte hierbei, dass 1 und y/—5 eine Basis von C {iber R bilden und
1=2a fiir kein a € Z erfiillbar ist.) Aus dem Satz folgt nun, dass Z[/—5]
kein Hauptidealring ist. 0

8.6 Assozilerte Elemente

Definition. Zwei Elemente a,b in einem Integritéitsring R heiflen assozi-
iert, wenn a = b mit € € R* gilt.

Bemerkung. Fiir Elemente a,b in einem Integritétsring R gilt:

[a assoziiert b] <= [(a) = (b) | <= |a|bund b|a]

Beweis. 1. Ist a assoziiert b, also a = b mit € € R*, so gelten a € (b) und
b=c"ta € (a). Also folgt (a) = (b).

2. Ist (a) = (b), so folgt a | b und b | @ nach Definition 8.4 (1).

3. Gilt a|bund b | a, so gibt es r,s € R mit b = sa und a = rb = rsa. Ist
a=0,so0folgt b=0und also a =1-b. Ist a # 0, so folgt 1 = rs (da R
Integritéitsring und a(1 — rs) = 0). Es folgt @ = rb mit » € R*. Es ist also
a assoziiert b. O

8.7 Eindeutigkeit von Primfaktorzerlegungen

In Z[\/-5] ist die Zerlegung von Elementen in Produkte mit irreduziblen
Faktoren nicht eindeutig. Z.B. gibt es zwei verschiedene Zerlegungen

6=3-2=(1++v-5)-(1—+=5)

in irreduzible Faktoren (vgl. Aufgabe 42). Aber die Zerlegung in Produkte
von Primelementen ist stets eindeutig, wie aus dem folgenden Satz folgt.
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Satz.

Sei R ein Integrititsring. Wenn py1---pm = q1 -+ Gn mit Primelementen
Dly---sPmyqls---,qn i R gilt, ist n = m, und nach eventueller Umnume-
rierung ist p; assoziiert zu q; fir allei=1,...,n.

Beweis. Wenn p; | q1 - - - ¢n gilt, so gilt py | g; fiir ein j, da p; Primelement.
Numeriere die ¢; so um, dass p; | ¢; gilt. Dann ist ¢; = p1e1 mit £ € R*,
da ¢; irreduzibel ist nach Satz 8.5. Es folgt p1po - pm = P1€1G2 qn -
Dies ergibt p - - py, = €1¢2 - - - ¢, da R ein Integritétsring ist. Setze dieses
Verfahren induktiv fort. O

8.8 Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen

Satz.
Sei R ein Hauptidealring, und sei a # 0 eine Nichteinheit in R. Dann
besitzt a eine Zerlegung a = py - -+ p, mit Primelementen pi1,...,p, € R.

Bis auf Assoziiertheit und Reihenfolge ist diese Zerlegung eindeutig.

Beweis. Es ist nur die Existenz einer Zerlegung zu zeigen, da die Eindeu-
tigkeitsaussage aus 8.7 folgt.

Ist a irreduzibel, so ist a Primelement nach 8.5, und die Behauptung folgt
fir a. Ist a nicht irreduzibel, so ist a = ay as ein Produkt zweier Nicht-
einheiten, und man kann dieses Verfahren fiir a; und as wiederholen. Zu
zeigen ist, dass das Verfahren nach endlich vielen Schritten abbricht. Sei
M die Menge aller Hauptideale (z) in R, wobei x eine von 0 verschiedene
Nichteinheit ist und x keine Zerlegung in Primelemente besitzt. Dann ist
zu zeigen: M = ().

Wir nehmen an, dass M # () gilt, und leiten einen Widerspruch her. Nach
Aufgabe 36 besitzt M ein maximales Element (z), da R als Hauptidealring
noethersch ist. Es ist £ = ;x5 mit Nichteinheiten x1, x5 . Es folgt

() G (z1) und (2) G (22)

=

denn wire z1 € (), also 1 = r& = rajz2, so wire 1 = ras und also xo
Einheit. Da (x) maximal ist, folgt (z1) ¢ M und analog (z2) ¢ M. Also
haben z1,xzs eine Zerlegung in Primelemente, und damit hat auch x =
2129 eine Zerlegung in Primelemente im Widerspruch dazu, dass (z) € M
gilt. O

8.9 Faktorielle Ringe

Definition. Ein Integritéitsring R heifit faktoriell oder ZPE-Ring, falls sich
jede Nichteinheit # 0 in R als ein (endliches) Produkt von Primelementen
schreiben lésst.
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Bemerkung. Ist R faktoriell, so ist jedes irreduzible Element Primelement.

Beweis. Sei r € R irreduzibel und r = p; - - - p,, eine Zerlegung in R mit
Primelementen py,...,p, . Dann folgt n = 1, da r irreduzibel. 0

Beispiele. Jeder Hauptidealring ist faktoriell (nach 8.8), insbesondere sind
Z und K[X], wobei K Kérper, faktoriell (vgl. 8.3).

Der Ring R := Z[+/—5] ist nicht faktoriell, da 2 irreduzibel in R, aber kein
Primelement in R ist, vgl. Beispiel 8.5.

Satz.

Sei R ein Integrititsring. Dann ist R genau dann faktoriell, wenn sich jede
Nichteinheit © # 0 in R (bis auf Assoziiertheit und Reihenfolge) eindeutig
als (endliches) Produkt von irreduziblen Elementen schreiben lisst.

Beweis. Sei R faktoriell. Dann ist nach Definition z = p; - - - p,, mit Prim-
elementen p1,...,p, . Nach 8.7 folgt die Eindeutigkeit der Zerlegung, und
nach 8.5 sind die p; irreduzibel.

Sei umgekehrt die eindeutige Darstellbarkeit in ein Produkt irreduzibler
Faktoren gegeben. Es geniigt zu zeigen, dass jedes irreduzible Element ein
Primelement ist. Sei p € R irreduzibel, und es gelte p | ab mit a,b € R. Zu
zeigen: p | a oder p | b.

Ist a € R*. Dann folgt p | b, denn aus ab = rp mit r € R folgt b = a~rp.
Ist b € R*, so folgt p | a analog.

Seien a,b Nichteinheiten, a = p1---p,, und b = q; - - - g, Zerlegungen in
irreduzible Elemente. Dann folgt p | p1 -+ pmqi - gn , da p | ab gilt. Dann
ist aber p assoziiert zu einem p; oder einem ¢; wegen der Eindeutigkeit der
Zerlegung von ab. Es folgt p | a oder p | b. O

R cuklidisch| = ]R Hauptidealring\ = |R faktoriell

8.10 Existenz von ggT und kgV in faktoriellen Ringen

Sei R faktoriell, und seien aq, . . ., a, € R\{0}. Dann gibt es paarweise nicht-
assoziierte Primelemente pq,...,p, in R und Zahlen r(a;),...,rm(a;) in
INU {0} so, dass

a; = aipql(a"’) = -p:,;"(“i) mite; € R* fiiri=1,...,n.

Setze r; = min(r;(a;) |4 =1,...,n) und s; = max(r;(a;) | i =1,...,n).
Bis auf Assoziiertheit ist dann

g8T(an, - an) =p' -y | und [kgV(an,.a0) =it oy
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8.11 Spezielle Version des Chinesischen Restsatzes

Satz. Sei R ein Hauptidealring, und sei a = epi* ---pim eine Primfak-
torzerlegung in R mit einer Finheit € und paarweise nicht assoziierten
Primelementen p1,...,pm. Dann sind die Ideale (p7'),...,(plm) paarwei-
se teilerfremd, und es gilt a = kgV(py*,...,p%) und (a) = (it (pi").
Insbesondere gibt es einen kanonischen Isomorphismus

R/(a) = R/(p*) x - x R/(p,")

Beweis. Dies folgt aus dem Chinesischen Restsatz 7.8 und der idealtheore-
tischen Charakterisierung von ggT und kgV in Satz 8.4. O

Beispiel. Z/(15) ~ Z/(3) x Z/(5)

8.12 Beispiele fiir Korper
Satz. (a) Fir jede Zahlp € IN gilt:

’p Primzahl‘ = ’Z/pZ Kdrper‘

(b) Fiir jedes nicht-konstante Polynom f € K[X], wobei K Kérper, gilt

— ’K[X]/(f) ist Kb'rper‘

Beweis. ,,=“ Nach 8.5 sind (p) und (f) maximale Ideale, und die Behaup-
tung folgt nach 7.4.

»<=“ Sei R =7 oder K[X] und a = p oder f. Hétte a eine Primfaktorzer-
legung a = epy* ---pl'™ mit m > 2, so wire R/(a) kein Korper, da
R/(a) ~ R/(p*) x -+ x R/(pm) gilt und zum Beispiel (1,0,...,0)

fiir m > 2 nicht invertierbar ist. O
Beispiel. C ~ R[X]/(X%+1)

Lernerfolgstest.

e Zeigen Sie, dass in einem Integritdtsring aus ab = ac mit a # 0
stets b = ¢ folgt.

e Finden Sie einen Ring R und Elemente a,b,c € R\ {0} so, dass
ab = ac gilt, jedoch nicht b = c.

e Zeigen Sie: a|b < (b) C (a)

e Zeigen Sie: ’a | b und a nicht assoziiert b| <= ’ (0) € (a) € R‘

fiir a, b aus einem Integritéitsring R und a # 0 .
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o Ist 2 unzerlegbar in Z[i] := {a + bi | a,b € Z} mit > = —1 ?

e Was bedeutet die Sprechweise ,,bis auf Assoziiertheit eindeutig” in
/e

e Bestimmen Sie 7;,s;, ggT und kgV von a1 = 16 und a2 = 9
gemaf 8.10.

8.13 Ubungsaufgaben 41 — 44

Aufgabe 41. (1) Es sei I, = Z/27.. Man bestimme den grofiten gemein-
samen Teiler der Polynome f = X° + X* + X3 + X2 + X + 1 und
g=X1—X?— X +1inF[X].

(2) Man zeige, dass die Polynome X3 +2X? — X —1 und X? + X — 3 keine
gemeinsame Nullstelle in C besitzen, ohne Nullstellen zu berechnen.

Aufgabe 42. Es sei R :=Z[V/—5] ={a+bv—-5|a,be Z}.

(1) Man zeige, dass 3 und 1 + /=5 irreduzibel in R sind und dass 3 kein
Primelement in R ist.

(2) Man bestimme alle Einheiten in R.

Aufgabe 43. Sei R ein Integritédtsring. Man zeige, dass die folgenden Be-
dingungen aquivalent sind:

(1) R ist faktoriell.

(2) Jede Nichteinheit # 0 in R wird von einem Primelement geteilt, und
jede aufsteigende Kette von Hauptidealen in R wird stationér.

Aufgabe 44. Der in 6.3 definierte Quaternionenschiefkérper H lisst sich
beschreiben als ein 4-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis 1,4, j, k und
den Relationen

==k =—-1undij=—ji=k, jk=—kj=1i,ki=—ik=j
Fiir z,y € H und Ag, A\1, A2, As, fo, i1, t2, p3 € R setze
T =X+ A1t + Ao+ A3k und y = pg + p1t + pj + psk.
(1) Man berechne die Koeffizienten von 4, j, k des Produktes zy .

(2) Man zeige, dass das Polynom X2+ 1 unendlich viele Nullststellen in H
hat.
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9 Primfaktorzerlegung in Polynomringen

Lernziel.
Fertigkeiten: In gewissen Féllen Polynome auf Irreduzibilitéit testen
Kenntnisse: Irreduzibilitdtskriterien, p-tes Kreisteilungspolynom

9.1 Hilfssatz iiber Primelemente

Hilfssatz. Sei p eine Nichteinheit # 0 in einem Integrititsring R. Dann
gilt:

p Primelement in R‘ = ’p Primelement in R[X] ‘

Beweis. ,=*“ Da pR nach Voraussetzung Primideal ist, sind R := R/pR
und dann auch R[X] Integritétsringe (vgl. 7.4 und Folgerung 6.13).
Da der surjektive Ringhomomorphismus

Y: R[X] — R[X], ZaiXi — ZdiXi mit a@; = a; mod pR,
i=0 i=0

kern(y) = pR[X] erfiillt, impliziert der Homomorphiesatz 7.7, dass
auch R[X]/pR[X] ein Integritéitsring ist. Hieraus folgt, dass p Prim-
element in R[X] ist (vgl. 7.4).

5= Zu zeigen: Wenn p | ab mit a,b € R gilt, so gilt p | a oder p | b. Dies
gilt aber nach Voraussetzung sogar fiir a,b € R[X].
O

9.2 Primitive Polynome

Definition. Sei R ein faktorieller Ring. Dann ist der Inhalt I(f) eines
Polynoms f = a, X" + -+ a1 X + ag € R[X]\ {0} definiert als

I(f) := ggT(ag, ... ,an).
Und f heifit primitiv, wenn I(f) € R* gilt.

Bemerkung.

e Der Inhalt I(f) ist nur bis auf Assoziiertheit eindeutig definiert.

o Es gilt stets f=1I(f)- f, wobei f primitiv ist.

o Ist f irreduzibel und vom Grad > 0, so ist f primitiv.

(Denn dann gilt grad(f) > 0 nach 6.13 ¢). Also ist f Nichteinheit nach
Folgerung 6.13, und es folgt I(f) € R*, da f irreduzibel ist.)

e Ist f normiert, d.h. a,, = 1, so ist f primitiv.
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Lemma von Gaufl.
Sei R faktoriell, und seien f,g € R[X] primitiv. Dann ist auch f-g primitiv.

Beweis. Wenn fg nicht primitiv ist, dann gibt es ein Primelement p in
R, das alle Koeffizienten von fg teilt, da R faktoriell ist. Nach 9.1 ist p
Primelement in R[X], also gilt p | f oder p | g, und daher ist f oder g
nicht primitiv. O

9.3 Ubergang zum Quotientenkorper von R

Unser Ziel ist es, den Satz von Gaufl zu zeigen: Wenn R ein faktorieller
Ring ist, dann ist auch der Polynomring R[X| faktoriell.

Die Idee ist dabei, zum Quotientenkorper K von R iiberzugehen und aus-
zunutzen, dass K[X] faktoriell ist, (vgl. die Beispiele in 8.9).

Lemma.
Sei R ein faktorieller Ring, K der Quotientenkdrper von R und f € R[X]
mit f # 0. Dann gelten:

@) Ist f=q ... qn mit q1,...,q, € K[X], so gibt es \1,...,\, € K*
und primitive Polynome p1,...,p, € R[X] mit

GL=MP1, - s Qn=Appn und Ai-... Ay ="AER

(b) Ist p € R[X] und p primitiv, so gilt

P |/ in K[X]|=[p| f in RIX]|

Beweis. (a) Seii € {1,...,n}, und sei m; das Produkt der Nenner der
Koeffizienten von ¢;. Dann ist m;q; € R[X]. Sei d; = I(m;q;) der Inhalt
von m;q; , dann folgt m;q; = d;p; mit primitivem p; € R[X]. Fiir \; := jli
gilt dann ¢; = \;p; und \; € K*.
Seim=my---myundd=dy---d,.Daf=gqi- g, und m;q; = d; p; gilt,
folgt mf = dpy - - - py, . Das Lemma von Gauf} ergibt € := I(py---p,) € R*.
Es folgt mI(f) =deund A= 4 =I(f)e"! € R.
(b) Wende (a) fiir n = 2 und ¢; = p an. Dann ist m; =1 (da p € R[X])
und \; = d; € R*, (da p primitiv nach Voraussetzung).
Wenn ¢; | f in K[X] gilt, ist f = ¢1¢2 mit einem g € K[X]. Aus (a) folgt
A2 =M1 A - Ao € Rund also gz = Aapo € R[X]. O
——

€ER

i
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9.4 Satz von Gauf
Satz. Ist R faktoriell, so ist auch R[X] faktoriell.

Beweis. Sei f € R[X] eine Nichteinheit # 0. Zu zeigen ist, dass f ein
Produkt von Primelementen aus R[X] ist.

1. Fall: Es ist grad(f) = 0, also f € R. Da R faktoriell ist, ldsst sich dann
f in ein Produkt von Primelementen aus R zerlegen, und nach 9.1 sind
diese Primelemente auch Primelemente in R[X].

2. Fall: Sei grad(f) > 0, und sei K der Quotientenkérper von R. Da K[X]
faktoriell ist, folgt f = ¢1---¢n, mit Primelementen ¢i,...,q, € K[X].
Nach 9.3(a) gilt f = Apy - - - p, mit primitiven p; ---p, € R[X] und A € R.
Zerlege A wie im 1. Fall in ein Produkt von Primelementen aus R[X] und
zeige, dass p; Primelement in R[X] fiir ¢ = 1,...,n ist. Es gelte p; | gh
mit g,h € R[X]. Dann folgt p; | g oder p; | h in K[X], da ¢; = \;p; mit
A; € K* nach 9.3(a) gilt und also mit ¢; auch p; Primelement in K[X]
ist. Nach 9.3(b) folgt p; | g oder p; | h in R[X]. Also ist p; Primelement in
R[X]. O

Induktiv 14sst sich der Polynomring R[X7, ..., X,] in n Unbestimmten de-
finieren durch R[X1,...,X,] = (R[X1,..., Xn-1])[Xn].

Korollar. Ist R faktoriell, so ist auch R[X,...,X,] faktoriell.

9.5 Umkehrung des Satzes von Gauf3
Satz. Es ist R[X]| genau dann faktoriell, wenn R faktoriell ist.

Beweis. Sei R[X] faktoriell, und sei a # 0 eine Nichteinheit in R. Dann ist
a =Dpj...p, mit Primelementen pq,...,p, € R[X].

Aus 6.13 (c) folgt 0 = grad(a) = > ., grad(p;) . Da grad(p;) > 0 (wegen
a # 0) gilt, folgt grad(p;) = 0 fir ¢ = 1,...,n und also p1,...,p, € R.
Damit ist gezeigt, dass R faktoriell ist. O

9.6 Wann ist ein Polynomring ein Hauptidealring?
Sei R ein Integrititsring.
Satz. Esist R[X]| genau dann ein Hauptidealring, wenn R ein Kérper ist.

Beweis. Der Ringhomomorphismus ¢: R[X] — R, f — f(0), ist surjektiv
und hat das Hauptideal (X) als Kern. Dann gilt R[X]/(X) ~ R nach dem
Homomorphiesatz 7.7. Also ist mit R auch R[X]/(X) ein Integritétsring,
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und es folgt, dass (X) ein Primideal in R[X] ist nach 7.4. Ist nun R[X] ein
Hauptidealring, so ist (X) maximales Ideal nach 8.5, und R ~ R[X]/(X)
ist dann ein Koérper nach 7.4. Umgekehrt ist der Polynomring K[X] mit
einem Korper K stets ein Hauptidealring, vgl. 8.3. O

Folgerung. Es ist Z[X] ein faktorieller Ring (nach 8.9 und 9.4), aber Z[X]
ist kein Hauptidealring.

9.7 Eisensteinsches Irreduzibilitatskriterium
Seien R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkorper und
f=a, X"+ -+ a1 X +ap € RIX]
ein Polynom vom Grad n > 0.
Lemma. (1) Ist f irreduzibel in R[X], so ist f irreduzibel in K[X].
(2) Sei f primitiv. Dann ist f genau dann irreduzibel in R[X], wenn f
irreduzibel in K[X] ist.

Beweis. (1): Falls f nicht irreduzibel in K[X] ist, gibt es nicht-konstante
Polynome ¢1,q2 € K[X] mit f = qiq2. Es folgt f = Apips mit nicht-
konstanten Polynomen p;,ps € R[X] und A € R nach 9.3 (a), und also ist
f dann nicht irreduzibel in R[X].

(2): Ist f nicht irreduzibel in R[X], so ist f = gh mit Polynomen g, h aus
R[X] C K[X]. Und da f primitiv ist, haben ¢g und h beide einen Grad > 0,
und also ist f dann auch in K[X] nicht irreduzibel. O

Satz. (F. G. EISENSTEIN 1823-1853)
Sei f primitiv. Es gebe ein Primelement p € R mit

(%) pla; firi=0,...,n—1, pfa, und p* { ag
Dann ist f irreduzibel in R[X] und also auch in K[X].

Beweis. Sei f = gh mit g = Z b; X" und h = Z ¢; X, wobei by, # 0 und
ce # 0 gelte. Da ag = boco und p | ap gilt, folgt p | bo oder p | ¢o (denn p ist
Primelement). Wegen p? { ap kann p nicht beide, by und ¢y, teilen.

Es gelte etwa: p | bp und p { ¢o. Da p t a, = bycy gilt, folgt insbesondere
p 1t by . Sei m der kleinste Index mit p { b, und p | b; fiir ¢ = 0,...,m — 1.
Nach Definition der Multiplikation in R[X] folgt dann

A, = boCm + b16m—1 + -+ bm_161 +bmeo  (mit ¢; = 0 fiir i > £).

durch p teilbar
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Da p { byco und p | a; fiir ¢ < n gilt, folgt m = n. Nach der Gradformel
grad(f) = grad(g) + grad(h) folgt grad(h) = 0 und also h = ¢y € R\ {0}.
Damit teilt A den Inhalt I(f), und da f primitiv ist, folgt h € R*. Also ist
f irreduzibel in R[X] und nach dem Lemma auch in K[X]. O

9.8 Eisensteinpolynome

Definition. Ein Polynom aus R[X] mit den Eigenschaften () aus Satz 9.7
heifit Fisensteinpolynom.

Beispiel. Sei p eine Primzahl und n € IN. Dann ist X™ — p ein primitives
Eisensteinpolynom und also irreduzibel in Z[X] und damit auch in Q[X].

Folgerung. Die reelle Zahl y/p ist fiir n > 1 nicht rational.

9.9 Irreduziblititsnachweis durch Substitution

Ist ¢: R — S ein Homomorphismus von kommutativen Ringen, so ist

st R[X]— S, ZaiXi > Zcp(ai) -5t
ein Ringhomomorphismus fiir s € S.

Spezialfall: S = R[X] und ¢: R — R[X], r+—r-1.

Dann ist px_q: R[X] — R[X], Y a; X" — > a;(X — a)*, ein Ringhomo-
morphismus fiir jedes @ € R. Man schreibt X +— X —a. Vermoge X — X +a
sieht man, dass ¢ x_, ein Isomorphismus ist. Zum Nachweis der Irreduzi-
bilitdt von f € R[X] geniigt es also zu zeigen, dass px_o(f) = f(X — a)
irreduzibel ist fiir passendes a € R.

9.10 Das p-te Kreisteilungspolynom

Sei p eine Primzahl. Dann heifit
f=XP 4 XP 24+ X 41 € Z[X]

das p-te Kreisteilungspolynom. In Z[X] gilt

(X —1)-f=Xx"—1].
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Satz.
Das p-te Kreisteilungspolynom f ist irreduzibel in Z[X] und in Q[X].

Beweis. Wir benutzen die Substitutionsmethode aus 9.9.
Esist f = Xp_ L in Q[X], und daher gilt

XfX+1)=(X+1)P—1= (zp: (f)Xf) —12217:(2;))(1.

=0 i=1

P
Alsoist f(X +1) = Z (?)X*~! ein (primitives) Eisensteinpolynom, denn
es gilt p | ()furz-l .. —l,pf(g) =1 und p* 1 (}) = p. Es folgt,
dass f(X + 1), und damit f, irreduzibel in Z[X] und in Q[X] ist nach 9.7
und 9.9. O

9.11 Reduktionssatz

Seien R ein faktorieller Ring, K sein Quotientenkorper, R = R/J mit einem
Primideal J in R, und sei R[X] — R[X], f — f, der kanonische Homo-
morphismus, bei dem die Koeffizienten jeweils modulo J reduziert werden,
also:

= ZCMXZ — f_: Z(_IZXZ mit a; = a; mod J.

Satz.

Sei f =3 a; X" € R[X] nichtkonstant und a,, ¢ J. Dann gilt
i=0

’ f irreduzibel in R[X ‘ = ’ f irreduzibel in K[X)] ‘

Beweis. Es ist f = d fo, wobei d = I(f) € R der Inhalt von f ist und fy
primitiv ist, vgl. 9.2. Es geniigt zu zeigen, dass fy irreduzibel in R[X] ist,
denn dann ist fo irreduzibel in K[X] nach Lemma 9.7 (1); und da d # 0
ist, folgt dann die Behauptung.

Da a, ¢ J gilt, folgt grad(f) = grad(f) = grad(fo) und also f = dfy

mit d € R*, da f irreduzibel. Es ist also fy irreduzibel in R[X], und es ist
grad(fo) = grad(fop). Angenommen, fj ist nicht irreduzibel in R[X]. Dann
ist fo = gh mit nichtkonstanten g,h € R[X], da fo primitiv ist. Es folgt
fo = gh und grad(g) 4 grad(h) = grad(fy) = grad(fy) = grad(g) + grad(h).
—_———  —\—

B Sgrad(g)  <grad(h)

Daher gilt grad(g) = grad(g) und grad(h) = grad(h). Also ist fo nicht
irreduzibel. Widerspruch. O
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9.12 Beispiel zum Reduktionssatz

Man untersuche, ob das Polynom f = X°—X?+10X +1 € Z[X] irreduzibel
in Q[X] ist. Sei J = 2Z und F, = Z/3J. Dann ist

f=X"+X’+1eRX]|

Priife nun, ob f von einem Polynom vom Grad 1 oder 2 geteilt wird. Da f
keine Nullstelle in I, besitzt, hat f keinen Teiler von Grad 1. Die quadra-
tischen Polynome X2 + X, X2 4+ 1, X2 haben jeweils eine Nullstelle in I,
und kénnen daher kein Teiler von f sein. Durch Division mit Rest erhélt
man f = (X3 4+ X?)(X2+ X + 1) + 1, und also gilt (X2 + X +1) 1 f.
Es folgt, dass f ist irreduzibel in [ X] ist. Der Reduktionssatz 9.11 ergibt
nun, dass f irreduzibel in Q[X].

Lernerfolgstest.

e Was ist Inhalt eines normierten Polynoms?

o Sei R ein Integritétsring, und der Polynomring R[X] sei euklidisch.
Was konnen Sie dann iiber R aussagen?

e Welche verschiedenen Methoden zum Priifen von Irreduzibilitét
kennen Sie ?

9.13 Ubungsaufgaben 45 — 48

Aufgabe 45. Der folgende Beweis, dass es unendlich viele Primzahlen gibt,
stammt von Euklid: Sind pq,...,pr Primzahlen, so muss jeder Primfaktor
vonn =1+4pj-ps-... pg von allen p; verschieden sein; die Liste p1, ..., pg
ist also nicht vollsténdig. Man verwende diese Beweisidee, um zu zeigen,
dass der Polynomring K[X] fiir jeden Kérper K unendlich viele Primideale
besitzt.

Aufgabe 46. Sei f = X3 + 3X2 — 4X — 1. Man zeige mit Hilfe des
Reduktionssatzes, dass f in Q[X] irreduzibel ist.

Aufgabe 47. Man zeige, dass folgende Polynome in Q[X] irreduzibel sind:
(a) 2X* +200X3 + 2000X2 + 20000X + 20,

(b) X*+3X3+X2-2X+1.

Aufgabe 48. Man untersuche die folgenden Polynome in Q[X] auf Irre-
duzibilitat:

(a) X°+7X*+4X? 46X +1,

(b) X* —4X3+6X2 —4X —9999.
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10 R-Moduln

Der Begriff des Vektorraums lésst sich leicht verallgemeinern, indem man als
Skalarbereich statt eines Korpers einen Ring R zulésst. Man spricht dann
von einem R-Modul. Zum Beispiel ist jede abelsche Gruppe ein Z-Modul.
Ziel dieses Kapitels ist es, das Tensorprodukt von Moduln einzufiihren und
den in 3.8 angekiindigten Hauptsatz fiir endlich erzeugte abelsche Gruppen
zu beweisen.

Lernziel.

Fertigkeiten: Begriffe wie lineare Unabhéngigkeit, Basis, Erzeugen-
system auf R-Moduln iibertragen

Kenntnisse: Tensorprodukt von Moduln, Hauptsatz fiir endlich er-
zeugte abelsche Gruppen

10.1 Links- und Rechtsmoduln
Sei R ein Ring.

Definition. 1) Eine abelsche Gruppe M, versehen mit einer Skalarmulti-
plikation Rx M — M, (r,m) — rm, heifit R-Modul oder R-Linksmodul
wenn fir alle ry, 79,7 € R und mq, mq, m € M gilt:

r(mi +me) = rmy + rmo
(%) (r1+ra)m =rim+ rom
ri(rem) = (rir2)m

Im=m

2) Eine abelsche Gruppe M, versehen mit einer Skalarmultiplikation von
rechts, M x R — M, (m,r) — mr, heifit R-Rechtsmodul, wenn die zu
(*) analogen Eigenschaften gelten.

10.2 Beispiele fiir R-Moduln

1) R ist ein R-Modul (mit Multiplikation in R).

)

2) Jedes Linksideal in R.
)
)

3) Jeder K-Vektorraum, wenn R = K Korper.

4) Jede abelsche Gruppe G ist ein Z-Modul, denn es ist ne =x+--- 4+«
mit n Summanden in G und also (—n)z = —(nx) in G fiir jedes z € G
und n € IN.
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10.3 R-Modulhomomorphismen
Definition. Eine Abbildung ¢: M — M’ mit R-Moduln M, M’ heift

R-Modulhomomorphismus oder R-linear, wenn fiir m,m’ € M,r € R gilt
p(m+m') = p(m) + o(m)
und @(rm) = rp(m).

Ebenso wie der Begriff des Vektorraums lidsst sich auch der Begriff einer

K -Algebra leicht verallgemeinern, und man kommt zum Begriff einer R-
Algebra. Es ist dann zum Beispiel die Menge

Endg M = {¢: M — M | ¢ ist R-linear}
aller Endomorphismen eines R-Moduls M eine R-Algebra mit

(o + ) (m) := p(m) + ¢ (m)
(porp)(m) = o(1p(m))
(r)(m) :=ro(m)
fiir alle m € M,r € R, ¢,% € Endg M (vgl. AGLA 11.18).

10.4 TUntermoduln

Definition. Eine additive Untergruppe N eines R-Moduls M heifit Unter-
modul, wenn rn € N fir alle n € N,r € R gilt.

Satz. (Homomorphiesatz)
Ist o: M — M’ eine R-lineare Abbildung, so sind

kern(p) :={m € M | p(m) = 0} bzw.
bild(p) := {p(m) | m e M}
Untermoduln von M bzw. M', und ¢ induziert einen Isomorphismus

M/ kern(p) = bild(¢), m + kern(yp) — p(m).

10.5 Erzeugendensysteme

Definition.

Sei M ein R-Modul. Eine Familie (m; € M);c; (wobei I eine Indexmenge
sei) heiBt Erzeugendensystem (bzw. Basis) von M, wenn sich jedes m € M
schreiben (bzw. eindeutig schreiben) lisst als m = >_. _; r;m;, wobei r; € R
und nur endlich viele r; # 0 sind.

Besitzt M ein endliches Erzeugendensystem, so heifit M endlich erzeugt
iitber R. Besitzt M eine Basis, so heiflit M ein freier R-Modul. Im Allgemei-
nen sind R-Moduln nicht frei.

i€l
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10.6 Beispiele fiir freie Moduln

1) R = Rx---x R ist freier R-Modul (Addition und Skalarmultiplikation
komponentenweise). Eine Basis ist die Standardbasis.

2) Fiir jede Menge Y # () gibt es den freien Z-Modul Z* mit Basis Y. Es
ist ZY :={f: Y — Z| f(y) # 0 fiir nur endlich viele y} mit
Addition: (f + f)(z) := f(z) + f(z) fir allez € Y,
Skalarmultiplikation: (nf)(x) :=n - f(z) fiir alle z € Y,n € Z,
1 firz=y
0 firz#y.
Die Abbildung Y — {f, |y € Y}, y — f,, ist eine Bijektion. Schreibe
daher y statt f,.

Basis: {fy: Y —=Z|y€Y}, wobei fy: Y = Z, x —

10.7 Definition des Tensorprodukts
Sei R ein Ring, M ein R-Rechtsmodul und P ein R-Linksmodul. Sei U der

Untermodul von Z*F der von allen Elementen der Form
(m + m/ap) - (m7p) - (ml7p)a
(m,p+p') — (m,p) — (m,p’) und
(mr,p) - (marp)
mit r € R, m,m’ € M und p,p’ € P erzeugt wird.

Definition. Der Z-Modul ZM*F /U =: M ®pr P heiBt das Tensorprodukt
von M und P tber R. Fiir m € M und p € P bezeichnet m®p die Restklasse
(m,p)+U in M ®p P.

Nach Definition gilt dann:

(a) (m+m)@p=me@p+m'@p
mep+p)=mep+mep
mrp=m@rp firalle m,m' € M,p,p’ € P,r€ R

(b) Jedes z € M ®p P kann geschrieben werden als

n
zzZmi@)pi mit m; € M,p; € Pundn € N
i=1

Die Darstellung ist im Allgemeinen nicht eindeutig.
(c) Ist R kommutativ, so ist M ®pr P ein R-Modul vermoge
rm@p)=mrp=maerp
firallere R, me M,pe P.
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10.8 Universelle Eigenschaft des Tensorproduktes

Satz. Sei V' ein Z-Modul. Jede bilineare Abbildung v: M x P — V mit

(1) "y(mr,p) =~(m,rp) firale meM,pe P, re R‘

induziert einen eindeutig bestimmten Homomorphismus
g: M @r P —V mit g(m® p) =~(m,p)
Folgendes Diagramm ist also kommutativ:

M x P il 1%

kan dlg
M ®gr P

Beweis. Setze v fort zu v/ : ZM*F — V. 3" zi(mi, pi) — . ziy(my, p;) mit

z; € Z, m; € M, p; € P. Dann ist 7/ eine Z-lineare Abbildung, und es gilt
~'(u) = 0 fiir alle uw € U, da ~ bilinear und (1) erfiillt. Daher induziert ~/
eine Z-lineare Abbildung g: M ® g P — V mit g(m & p) = vy(m, p) fiir alle
m € M,p € P, und g ist hierdurch eindeutig bestimmt. O

10.9 Folgerungen

Mit Hilfe der universellen Eigenschaft lassen sich leicht Homomorphismen
M ®pr P — V konstruieren.

Satz. Es gibt kanonische Z-Modulisomorphismen

M®rR— M, m®r+— mr und
RRrP— P, rp—r1p.

Ist R kommutativ, so sind diese R-linear.
Beweis. Die bilineare Abbildung v: M x R — M, (m,r) — mr, erfiillt (1).
Nach 10.8 gibt es genau eine Z-lineare Abbildung g: M ®p R — M mit

g(m @ r) = mr fir alle m € M,r € R. Die Abbildung ist bijektiv mit
Umkehrabbildung M — M @r R, m— m®1. O
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10.10 Das Tensorprodukt von direkten Summen

Seien I, J Indexmengen. Die direkte Summe
M =P M;
iel
von R-Rechtsmoduln M; besteht aus Familien (m;), wobei m; # 0 fiir nur

endlich viele 7 € I. Addition und Skalarmultiplikation wird in M kompo-

nentenweise definiert. Analog erhdlt man die direkte Summe & P; von
j€J
R-Linksmoduln P; .

Satz.
Es gibt einen kanonischen Z-Modulisomorphismus

(@Ml) Or @Pj - @ (M; ®r Pj),

iel JjeJ (i,9)eIxJ
(mi) ® (pj) — (mi @ pj) .
Dieser ist R-linear, falls R kommutativ ist.

Beweis. Konstruktion der Abbildung und ihrer Umkehrabbildung analog
wie in 10.9. O

10.11 Tensorprodukt mit einem freien Modul
Satz.

(1) Ist M ein freier R-Rechtsmodul mit Basis {m; | i € I}, so lisst sich
jedes z € M @r P schreiben als

Z:Zmi®pi
i

mit eindeutig bestimmten p; € P (die fast alle 0 sind).

(2) Ist R kommutativ, und ist M ein R-Modul mit Basis {mq,...,my},
so ist M ~ R"™, und jede Basis von M hat n Elemente (n heifft dann
Rang).

(3) Seien V, W zwei K-Vektorriume, {vi,...,v,} eine Basis von V und
{wy,...,wn} eine Basis von W.
Dann ist {v;@w; |i=1,...,n, j=1,...,m} eine Basis von V@ W.
Insbesondere gilt

dlmK(V 12074 W) = (dlmK V) . (dlmK W)
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Beweis.

(1) Esist M @g P ~ (EBmﬂ%) ®Qr P &, @PD(m;R) ®g P = PP, da
m;R~R. ' ' '

(2) Nach 7.6 gibt es ein maximales Ideal m in R. Mit P = R/m folgt wie
in (1), dass M @ g R/m ~ (R/m)™ ist. Da R/m ein Korper ist (vgl. 7.4),

folgt aus dem entsprechenden Satz fiir Vektorriume die Behauptung
(vgl. AGLA 4.6).

(3) folgt mit Hilfe von (1).

10.12 Der Hauptsatz iiber
endlich erzeugte abelsche Gruppen
(Eine Ergénzung von Michael Adam)

Die Vorlesungszeit war zu knapp, um den folgenden grundlegenden Satz zu
beweisen:

Hauptsatz iiber endlich erzeugte abelsche Gruppen.
Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe ist zu einer Gruppe der Form

7" & (Z/p2)® - ® (Z)piZ)

isomorph, wobei r € Zxq ist, die p; Primzahlen sind (nicht notwendiger-
weise verschieden) und e; € IN.

Dieser Satz ist der Spezialfall fiir den Ring Z des allgemeineren Hauptsatzes
fiir endlich erzeugte Moduln iiber Hauptidealringen. (Erinnerung: Abelsche
Gruppen sind ,,das gleiche* wie Z-Moduln.) Weil sich die Gestalt des end-
lichen Teils in diesem Fall als relativ leichte Folgerung aus den Sylowsétzen
ergibt, mochte ich hier als Ergéinzung zur Vorlesung einen Beweis vorfiihren.
Er gliedert sich in zwei groflere Schritte:

1. Zerlegung in freien und endlichen Anteil: A ~ Z" & Ayors. Dabei ist
Aytors die Untergruppe von A der Elemente endlicher Ordnung.

2. Die Strukturaussage fiir den endlichen Anteil Atq.s. Dies konnte auch
,Hauptsatz iiber endliche abelsche Gruppen* genannt werden.

Die beiden Teile des Beweises sind unabhéngig voneinander. Wer also nur
an endlichen abelschen Gruppen interessiert ist, kann auch direkt
Abschnitt 10.12.2 lesen.

Der Isomorphismus aus dem Hauptsatz ist nicht eindeutig. Aussagen iiber
die Eindeutigkeit der Darstellung werden in Abschnitt 10.12.3 gemacht.
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10.12.1 Die Zerlegung in endlichen und freien Anteil

Dieser Schritt geht ganz genauso fiir Moduln iiber beliebigen Hauptideal-
ringen. Ich schreibe auch meist ,,Z-Modul“ statt ,abelsche Gruppe®“. Weil
ich noch einige generelle Aussagen iiber freie Moduln bringen muss, ist die-
ser Abschnitt etwas lidnglich (aber nicht schwierig — der endliche Anteil ist
zumindest ohne die Sylow-Sétze deutlich schwieriger).

Sei A eine endlich erzeugte abelsche Gruppe. Es bezeichne Aios die Teil-
menge von A der Elemente endlicher Ordnung ( Torsionselemente'); dies ist
eine Untergruppe, die Torsionsuntergruppe von A. Jetzt soll gezeigt wer-
den, dass A/Aiors ein freier Z-Modul ist und A ~ Aiors @ (A/Ators). Der
Beweis wird in mehrere separate Behauptungen unterteilt.

Behauptung 3.
Sei A ein endlich erzeugter Z.-Modul. Dann ist A/Asors torsionsfrei, besitzt
also keine Elemente endlicher Ordnung aufler 0.

Beweis. Das ist , philosophisch“ klar, weil man ja die Torsion aus A her-
ausgeteilt hat. Der richtige Beweis ist auch nicht schwer:

Sei a € A derart, dass n-a = 0 in A/Atos fiir ein n € IN. Das heifit
n-a € Ayos. Aber wenn n - a von endlicher Ordnung ist, dann auch a.
Folglich ist a € Agors und somit @ = 0 in A/Agors. O

Behauptung 4. Endlich erzeugte torsionsfreie Zi-Moduln sind frei.

Zum Beweis benotige ich zwei Tatsachen iiber freie Moduln: Erstens wurde
schon bewiesen, dass alle Basen eines endlich erzeugten freien Z-Moduls
die gleiche Michtigkeit? haben. (Sie wird Rang von A genannt.) Die zweite
Aussage beschiiftigt sich mit Untermoduln von freien Moduln:

Behauptung 5.
Jeder Untermodul B eines endlich erzeugten freien Zi-Moduls A ist wieder
frei, und rang(B) < rang(A4).

Beweis. Sei A ein endlich erzeugter freier Z-Modul und B C A ein Unter-
modul. Sei {z1,...,z,} eine Basis von A. Der Beweis wird per Induktion
iitber den Rang n von A gefiihrt.

LAllgemein heifit ein Element m eines R-Moduls M Torsionselement, wenn es ein
r € R\ {0} gibt mit - m = 0.

?Die Mdchtigkeit oder Kardinalitit einer Menge ist die Anzahl ihrer Elemente. Dies
aber nicht nur fiir endliche Mengen — die Méchtigkeit der natiirlichen Zahlen (abzéhlbar)
zum Beispiel heifit Rg (Aleph null).
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1. Sei n = 1. Dann ist also B C Zx;. Die Menge I dern € Z mit n-z, € B
bildet ein Ideal in Z, also gibt es ein @ € Z mit I = Z - a. Damit ist
B = Zazx; frei vom Rang 0 oder 1, je nachdem, ob a = 0 oder a # 0.

2. Fiir den Induktionsschritt sei n > 1. Setze Ay := Zxo ® - - - ® Zzx,, C A.
Dann ist A; frei vom Rang n — 1, und nach Induktion ist By = BN A,
frei vom Rang < n — 1. Nun betrachte die Projektion p; : A — Zx; mit
Kern A;. Ist p1(B) = {0}, so ist B = B; frei vom Rang < n — 1, und
wir sind fertig. Anderenfalls ist p;(B) = Zax, mit einem a € Z \ {0}.
Wihle ein y; € B mit p1(y1) = ax1. Dann gilt B = Zy; ® By :

(a) Esist BiNZy; = {0}, denn ny; € B; bedeutet 0 = p1(ny1) = naxy,
alson = 0.

(b) Es ist B = Zy; & By: Sei b € B. Sei pi(b) = nax;. Dann ist
b=ny1 + (b —ny;) mit b —ny; € kern(py) = By .

Damit ist B frei vom Rang = 1 + rang(B;) < n.

O

Beweis von Behauptung 4. Sei also A ein endlich erzeugter, torsionsfreier
Z-Modul. Sei {ay,...,a,} ein Erzeugendensystem fiir A, und sei
{b1,...,bm} C{a1,...,a,} maximal linear unabhingig. Dann ist

B=(b1,....by) =Zb1 & & Zby C A

ein freier Untermodul. Wir wollen zeigen, dass es ein r € Z \ {0} gibt, so
dass r - A C B. Dann sind wir fertig, denn weil A torsionsfrei ist, ist die
Abbildung A — A, a — r - a injektiv, d. h. A ist als Z-Modul isomorph zu
rA, und dieser ist als Untermodul des freien Moduls B nach Behauptung 5
ein freier Modul.

Weil {b1,...,by} C {ai,...,a,} maximal linear unabhéngig gewiihlt war,
gibt es fiir jedes ¢ € {1,...,n} ein r; € Z\ {0} so, dass r; - a; € B. (Ist
a; = b; fiir ein j, so setze r; = 1, sonst benutze die lineare Abhéngigkeit
von {a;,b1,...,by}.) Damit ist rq - ro - ... ry - a; € B fiir jedes i. Mit
ri=r1-To-... 7Ty gilt alsor- A C B. O

Nun wissen wir also, dass fiir eine endlich erzeugte abelsche Gruppe A der
Modul A/A;eys frei ist. Wir miissen noch zeigen, dass A ~ (A/Asors) D Ators
gilt.
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Behauptung 6. Sei A ein endlich erzeugter Z-Modul. Sei {x1,...,zn}
eine Basis von A/Aiors, und seien a; € A derart, dass w(a;) = x; unter
der kanonischen Abbildung m: A — A/Aiors. Dann ist {a1,...,a,} linear
unabhdngig, die Finschrinkung von m auf Za, & - - - ® Za, ist ein Isomor-
phismus Ziay @ -+ @ Zay, — A/Aiors, und es gilt

A= AtOTS & (Zal S R Zan) = Ators @ (A/Ators)'
Beweis. Sei riai + ...rna, = 0. Dann ist
0=m(ria1 + - +rnan) =111+ + Ipn.

Folglich sind alle r; = 0, weil die z; linear unabhéngig sind. Also ist
{ai,...,a,} linear unabhingig. Dass 7 durch Einschriankung einen Isomor-
phismus von A’ = Zay & - - - & Za,, nach A/A;s induziert, ist damit klar.
Es ist noch zu zeigen, dass A = Ayos ® A’ ist.

1. Es ist Ators N A" = {0}, weil A’ frei ist und Aiors nur aus Torsionsele-
menten besteht.

2. Seia € A. Sei(a) =rix1+---+r,2,. Dannist o’ = rja1+---+rpa, €
A’ und a — a’ € kern(7) = Agors- Somit ist A = Ayors + A'.

O

10.12.2 Die Struktur des endlichen Anteils

In Abschnitt 3.8 ist bereits gezeigt worden, dass jede endliche abelsche
Gruppe Produkt ihrer Sylowgruppen ist. Um den Hauptsatz zu beweisen,
miissen nun nur noch die einzelnen Sylowgruppen untersucht werden.

Behauptung 7.
Sei p eine Primzahl und A eine endliche abelsche p-Gruppe. Dann gibt es
nattrliche Zahlen e, ..., e,, so dass

A~Z/p*2 @ ®Z/p 7.

Beweis. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion iiber die Grup-
penordnung. Ist |A| = p (oder 1), so ist die Behauptung wahr. Fiir den
Induktionsschritt sei a3 € A ein Element maximaler Ordnung p°. Ist
A = (a1), so sind wir fertig; ansonsten ist nach Induktionsvoraussetzung
A/{ar) ~ {a2) ® - - - ® (@) mit Elementen a; der Ordnung p®:.
Behauptung: Es gibt Vertreter a; von a; mit ord(a;) = ord(a;) = p®.

Um das zu beweisen, sei allgemein @ € A/(a1) ein Element der Ordnung p”
und a € A irgendein Vertreter. Dann ist p"a € (a1), etwa p"a = p* - m - a1
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mit p { m. Dann ist ord(a) = p"t(€=%) Auf Grund der Maximalitiit der
Ordnung von a; folgt r +e; — s < ep also r < s.

Daher ist p"(a — p*~" - m - a1) = 0, und folglich ist @ — p*~" - m - a; ein
Vertreter von a der Ordnung p".

Seien nun also a; Vertreter von @; mit ord(a;) = ord(a;). Dann gilt

A=(a1) & & (an),
denn:

1. Es ist {a1) N {ag,...,a,) = {0}: Sei a = moas + -+ + mpa, € (a1).
Dann ist @ mod {(a1) = mady + -+ + mua, = 0, und das bedeutet
mg =---=my =0, weil ja A/{(a1) = (G2) B+ D (ayn). Also ist a = 0.

2. Esist A= (a1)+---+(an): Sei a € A. Sei a mod (a1) = maGo+- -+
Mpdy. Dann ist a — (meag + + -+ + mya,) € {a1), etwa = myaq, und
damit ist @ = myja; + maas + -+ -+ mpa, € (ar) + -+ + {an).

Da {a;) ~ Z/p“7Z, ist damit alles gezeigt. O

Bemerkung. Man kann den Beweis wie folgt auch mit einer etwas ande-
ren Induktion fithren, die etwas konstruktiver ist. Dazu wéhlt man zunéchst
wieder a; € A von maximaler Ordnung p°'; dann wihlt man as € A/{a;)
von maximaler Ordnung p°2 und wéhlt wie oben einen Vertreter ay der glei-
chen Ordnung. Dann gilt (a1)N{az) = {0}, und somit (a;, as) =~ {(a1) D (az).
Man wihlt dann weiter ag € A/{a1, az) von maximaler Ordnung p®, einen
Vertreter as von gleicher Ordnung, und induktiv a; € A/{a1,...,a;—1) von
maximaler Ordnung p® sowie einen Vertreter a; der gleichen Ordnung. Da-
bei geht das Finden des Vertreters im Prinzip genauso wie oben, nur werden
die Notationen (und auch die Argumente) aufwindiger. Dann gilt jeweils
(a1,...,a;-1) = {(a1) ® -+ ® (a;—1) und (ay,...,a;-1) N {a;) = {0}, und
man folgert (a1,...,a;) ~ {(a1) ® - & (a;). Weil A endlich ist, muss dieser
Prozess abbrechen, d. h. irgendwann gilt A = {(ay,...,a,), und man ist
fertig. O

10.12.3 Uber die Eindeutigkeit der Darstellung

Schliefllich soll noch die Eindeutigkeit der Summenzerlegung
A7 & (Z/pY'2) & - & (Z/py Z)
aus dem Hauptsatz diskutiert werden.

e Der freie Summand 7" ist nicht eindeutig bestimmt, wohl aber die
Zahl r, der Rang von A: Es ist der Rang des freien Moduls A/As-
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e Die einzelnen endlichen Summanden sind nicht eindeutig bestimmt,
wohl aber die Summe aller endlichen Summanden: Dies ist die Unter-
gruppe Aiors der Elemente endlicher Ordnung von A.

o In Ay ist die Summe A, aller Summanden, deren Ordnung Po-
tenz einer festen Primzahl p ist, eindeutig bestimmt: Dies ist die p-
Sylowgruppe von Aggys.

o Ist Ay =Z/prZ & - - OL/p» v Zmit ey = €p2 > ... 2 €pn,, 50
ist die Untergruppe Z/pcrt & --- @ Z/p°r eindeutig bestimmt: Dies
ist die von den Elementen von Ordnung mindestens p® erzeugte Un-

tergruppe. Daraus ergibt sich, dass die Folge e 1, ..., ep n, eindeutig
bestimmt ist. A, ist durch die Folge €1, ..., €y, bis auf [somorphie
festgelegt.

Schreibt man genauer als oben

(1) A~Z & (Z/p" 2 &Z/p" ™ L) & -
@ (LT - L L)

mit €p,,1 2 €p, 2 = ... = €p, n, , S0 ist also die Folge

Ty (em,l’ ) em,nm)a AR (epm,la ) epm,npm)

eindeutig bestimmt, und diese legt andersherum A bis auf Isomorphie fest.

Lernerfolgstest.

e Zeigen Sie, dass der Kern eines R-Modulhomomorphismus

@: M — M’ ein Untermodul von M ist.

e Zeigen Sie, dass das Bild eines R-Modulhomomorphismus

@: M — M’ ein Untermodul von M’ ist.

e Zeigen Sie analog wie in 10.9, dass M ®r P ~ P ®r M gilt, wenn
R kommutativ ist.

10.13 Ubungsaufgaben 49-50

Seien R ein kommutativer Ring und M ein R-Modul. Man nennt n Elemente
mi,...,My € M linear abhdingig, wenn es in M eine Linearkombination
rymy + -+ + rpm, = 0 gibt, bei der mindestens einer der Koeflizienten
r1,...,mn € R ungleich 0 ist.

FEine Teilmenge S C M mit n Elementen heift Erzeugendensystem von M
der Linge n, wenn sich jedes Element aus M als Linearkombination der
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Elemente aus S darstellen 148t. Ein Erzeugendensystem S von M heifit
minimal, wenn jede echte Teilmenge von S kein Erzeugendensystem von M
ist.

Aufgabe 49. (a) Sei K ein Korper und V ein K-Vektorraum. Dann gilt
nach AGLA 3.2
Je n Vektoren vy,...,v, € V sind genau dann linear abhdngig, wenn
einer der Vektoren vy,...,v, eine Linearkombination der ibrigen ist.
Man entscheide, wie weit dieser Satz richtig bleibt, wenn die Vektoren
Vi,...,0, € V durch Elemente mq,...,m, € M mit einem R-Modul M
ersetzt werden.

(b) Man zeige, dass Z = Z2 + Z3 gilt, und folgere daraus, dass Z als
Z-Modul minimale Erzeugendensysteme verschiedener Lange besitzt.

Aufgabe 50. Man zeige den Homomorphiesatz fiir R-Moduln, vgl. 10.4.
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Korper

11 Grundbegriffe der Kérpertheorie

Lernziel.

Fertigkeiten: In gewissen Fillen Berechnung des Korpergrads und des
Minimalpolynoms

Kenntnisse: Isomorphismus, Primkérper, Grad, Minimalpolynom,
einfache Korpererweiterungen

11.1 Wiederholung der Definition eines Korpers

Definition. Ein Kérper K ist eine Menge, die mit zwei Verkniipfungen
(genannt Addition und Multiplikation),

KxK—K, (a,b) —a+b,
K x K — K, (a,b) — a-b,

versehen ist so, dass K beziiglich Addition und K* := K \ {0} beziiglich
Multiplikation abelsche Gruppen sind und das Distributivgesetz gilt:

(a+b)c=ac+bc firalle a,b,c€ K.

e Insbesondere ist ein Korper ein kommutativer Ring (vgl. 6.1).

11.2 Teilk6rper und Korpererweiterungen

Definition.

(1) Ein Teilkérper eines Korpers K ist ein Unterring von K, der ein Korper
ist (vgl. 6.4 fiir die Definition eines Unterrings).

(2) Eine Kdrpererweiterung L von K ist ein Korper L, der K als Teilkorper
enthalt.
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Beispiele.
e () ist ein Teilkérper von R und von C.
e ( ist eine Korpererweiterung sowohl von @ als auch von R..

e Der Durchschnitt von Teilk6rpern von K ist ein Teilkoérper von K.

11.3 Erzeugung und Adjunktion
Sei M eine Teilmenge eines Korpers L.

Definition. (1) Der von M erzeugte Teilkérper von L ist der Durchschnitt
aller Teilkérper von L, die M enthalten.

(2) Ist K ein Teilkérper von L, so bezeichnet K (M) den von KUM erzeug-
ten Teilkérper von L. Wir sagen, dass K (M) aus K durch Adjunktion
von M entstehe.

(3) Ist M = {x1,...,2,} eine endliche Menge, so heifit
K(M) =: K(x1,...,z,) endlich erzeugt iber K.

Beispiel. C = R(i) mit i? = —1.

11.4 Isomorphismen und K-Isomorphismen

Definition.

(1) Seien L und L' Kérper. Eine bijektive Abbildung ¢: L — L’ heifit
Isomorphismus, falls

pla+b)=pla) + () und plab) = p(a)p(b)
fiir alle a,b € L gilt. (Es ist dann ¢(0) = 0 und (1) =1.)

(2) Seien L und L' Korpererweiterungen eines Korpers K. Dann heifit ein
Isomorphismus p: L — L’ ein K-Isomorphismus, falls p(a) = a fiir alle
a € K gilt.

(3) L und L’ heiflen isomorph (bzw. K-isomorph), wenn es einen Isomor-
phismus (bzw. K-Isomorphismus) L — L’ gibt. Schreibweise: L ~ L’
bzw. L =~ L.

Satz. Sei ¢: L — L' ein K-Isomorphismus, und sei f € K[X]. Ist x € L
eine Nullstelle von f, so ist y = p(x) ebenfalls eine Nullstelle von f.
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Beweis. Es ist f = a, X" + -+ + a1 X + a9 mit ag,...,a, € K. Da zx
Nullstelle von f ist, folgt f(x) = apx™ + -+ 4+ a1x + ag = 0 und also

0=0(0) =¢(anz™+ - +a1x+ap) = apy” + -+ a1y + ao,

da ¢ ein K-Isomorphismus ist. Also ist y Nullstelle von f. O

11.5 Die Charakteristik eines Integrititsrings
Sei K ein Integritéitsring. Dann induziert der Ringhomomorphismus
p:Z—- K, n—n-1,

einen Isomorphismus Z/kern(¢) = bild(p) nach Homomorphiesatz 7.7.
Da K Integritiitsring ist, ist auch Z/kern(p) Integritéitsring, und daher
ist kern(yp) Primideal in Z, vgl.7.4. Hieraus folgt kern(y) = (0) oder (p)
mit einer Primzahl p nach 8.5 (denn Z ist Hauptidealring nach 6.8). Die
Charakteristik von K ist definiert als

0 falls kern(y) = (0),
p>0 falls kern(p) = (p) mit einer Primzahl p.

char(K) = {

Beispiele. 1. Sei F, = Z/pZ . Dann gilt char(F,) = p.

2. @, R, C haben die Charakteristik 0.

11.6 Primkorper

Definition. Der Primkdorper eines Korpers K ist definiert als Durchschnitt
aller Teilkérper von K.

Satz. Sei P der Primkorper eines Korpers K. Dann gelten:
(i) char(K)=p >0 < P ~F, mit einer Primzahl p.
(ii) char(K)=0 < P~Q.

Bis auf Isomorphie gibt es also nur die Primkérper I, mit einer Primzahl p
und Q.

Beweis. Sei ¢: Z — K, n — n-1. Dann ist ¢(n) = 1+ ---+1 mit n
Summanden in P fiir alle n € IN. Es folgt bild(yp) C P.
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»=“ (i) Ist char(K) = p > 0, so ist kern(p) = pZ mit einer Primzahl p
und also ist Z/pZ =~ bild(y) ein Korper nach 8.12. Es folgt
bild(¢) = P, da P als Primkorper in jedem Teilkérper von K
enthalten ist.

(i) Ist char(K) =0, so ist kern(y) = {0} und also bild(p) ~ Z . Sei

Q der Quotientenkdrper von bild(¢), wie in 6.10, 6.11 konstru-
iert. Dann ist Q ~ Q.
Man priift leicht nach, dass ¢o: Q@ — P, 2 — o(n)p(m)?,
ein wohldefinierter Ringhomomorphismus ist. Er ist nach Folge-
rung 6.9 injektiv ist. Es folgt @ ~ bild(yg) C P. Und da bild(yo)
ein Korper ist, folgt @Q ~ P nach Definition von P.

»<=*“ Esist char(P) = char(K). Wegen char(F,) = p und char(Q) = 0 folgt
die Behauptung.

O

11.7 Der Grad einer Korpererweiterung

Sei K ein Korper und L eine Koérpererweiterung von K. Dann ist L ins-
besondere ein K-Vektorraum. Als Addition nimmt man die Addition in L
und als Skalarmultiplikation Az mit A € K, « € L die Multiplikation in L.

Definition. Der Grad von L tiber K ist definiert als die Dimension von L
als K-Vektorraum. Man schreibt: dimg L = [L : K].

Beispiel. [C:R] =2

Gradsatz.
Sind K C L C M Korpererweiterungen, so gilt [M : K] =[M : L]-[L : K].

Beweis. Zu zeigen: dimg M = (dimy M) - (dimg L).

Sei {v1,...,v,} eine Basis von L iiber K, und {ws,...,wy,} eine Basis
von M iiber L. Zeige, dass die m - n Produkte v; - w; fiir i = 1,...,m,
j=1,...,n eine Basis von M iiber K bilden.

Jedes w € M ist darstellbar als w = Ajwy+- - -+ AWy, mit A1, ..., A\ € L,
und es ist A\; = 101 + -0+ finUp mit w1, ... pin € K firi=1,...,m.

m n

Es folgt w = ) > pijv;w;, also bilden die vjw; ein Erzeugendensystem
i=1j=1

von M iiber K. Ist w = 0, folgt Z pijv; = 0 fiir alle 4, da wyq,...,wy

linear unabhéngig iiber L sind. Es folgt wi; = 0 fiir alle ¢, 7, da vi,...,v,
linear unabhéngig iiber K sind. Die gleiche Argumentation geht durch7
wenn M oder L oder beide unendlich-dimensional sind. Dann ist [M : K]
unendlich. O
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11.8 Algebraische und transzendente Elemente

Definition. Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K.

Ein Element x € L heifit algebraisch iber K, falls  Nullstelle eines Poly-
noms f € K[X]\ {0} ist. Ist € L nicht algebraisch iiber K, so heifit =
transzendent tiber K. Mit Hilfe des Finsetzungshomomorphismus

o K[X]— L, f= ZaiXi — Zaixi =: f(x)

fiir € L kann man die Definition auch so formulieren:
Es ist © € L algebraisch iiber K, wenn kern(p,) # (0) und transzendent
dber K, wenn kern(p,) = (0).

11.9 Das Minimalpolynom

Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K, und sei x € L algebraisch
iiber K, also (0) # kern(y, ). Da K[X] ein Hauptidealring ist (vgl.9.6), folgt
kern(y;) = (g) mit einem Polynom

g=a, X"+ ---+a1X +agund a, #0.

Nach 8.6 ist g bis auf Assoziiertheit eindeutig bestimmt. Ist 0 # f € (g),
so gilt grad(f) > grad(g) nach 6.13. Normiere g, d.h. setze m, := a;'g.
Dann ist m, das eindeutig bestimmte, normierte Polynom aus K[X]\ {0}
kleinsten Grades, das x als Nullstelle hat. Man nennt m, das Minimalpo-
lynom von x iber K. Es gelten:

(1) kern(‘ﬁax) = (mm)
(2) my ist irreduzibel in K[X] (denn K[X]/(m,,) 3 bild(¢,) C L. Also ist

(mg) Primideal nach 7.4 und daher m, irreduzibel nach 8.5.)

(3) Ist f € K[X] normiert und irreduzibel mit f(z) = 0, so ist f = m, .

11.10 Satz iiber den Grad des Minimalpolynoms

Satz.
Sei x € L algebraisch iber K, und sei n der Grad von my, € K[X]. Dann
induziert der Einsetzungshomomorphismus ¢,: K[X] — L, f — f(x),

einen Isomorphismus
K[X]/(ma) = K(z),

und {1,z,...,2" 1} ist eine Basis von K(x) als K-Vektorraum. Insbeson-
dere gilt: [K(x): K| = grad(my) .
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Beweis. Nach 11.9 ist (m,) = kern(y,), und m, ist irreduzibel. Also ist
K[X]/(m;) ~ bild(¢,) ein Kérper nach 8.12. Da z € bild(¢,) C K(z) und
K (x) nach 11.3 der kleinste Teilkorper von L ist, der K und x enthilt, folgt
bild(¢,) = K(x).

Sei g 14+ Mx+ 4+ X112 L =0 mit Ag,..., A1 € K. Ist \; # O fiir
ein 7, so wihle ¢ maximal mit A\; # 0.

Dann ist X¢ + - AlX + i(’ normiert, hat x als Nullstelle und einen
Grad < n im Wlderspruch zZur Mlmmahtat von n = grad(m,). Also sind
1,2,...,2""! linear unabhingig. Ist f(x) € K(x), so ergibt Division mit
Rest (vgl. 8.1), dass f = gm, + r mit grad(r) < n in K[X] gilt. Da
m,(xz) = 0 ist, folgt f(xz) = r(z), also ist f(x) eine Linearkombination
von 1,z,...,2" L [

11.11 Beispiele

(1) Esist X2+ 1 irreduzibel iiber Q, also Q[X]/(X?+1) ~ Q(i) und {1,4}
ist Basis von Q(7) iiber @ nach 11.10.

(2) Man bestimme den Grad [L : Q], wobei L = Q(3/2,¢) (und v/2 € R)
und ¢ Nullstelle von f = X2+ X + 1 in C ist.
Nach 9.8 und 9.10 sind X3 — 2 und f irreduzibel in Q[X]. Also folgt
[Q(V/2) : Q) = 3 und [Q(¢) : Q] = 2 nach 11.10. Betrachte

/\
\/

Es ist [L : Q(/2)] < 2 und [L : Q(¢)] < 3. Nach Gradsatz 11.7 folgt
[L:Q] <6sowie3|[L:Q]und2]|[L: Q] Esfolgt [L:Q]=6.
(Fiir # = /2 gilt Q(¢r) ~ Q(z), da ¢ = 1 und also m, = m¢,.)

(3) Man bestimme das Minimalpolynom m, von = = /2 + /2 iiber Q.
Es ist 22 = 2 4+ /2, also 22 — 2 = /2. Dies ergibt (22 —2)3 =2 und
ausmultipliziert 26 — 624 + 1222 — 8 = 2. Es folgt:
my = X% —6X*+12X2 —10, denn dieses Polynom ist nach Eisenstein
mit p = 2 irreduzibel in Q[X] und hat z als Nullstelle (vgl. 11.9).
Folgerung: [Q(z) : Q] = 6 nach 11.10.
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11.12 Charakterisierung algebraischer Elemente

Satz.
Sei K ein Teilkorper eines Korpers L, und sei x € L. Dann gilt:

’x algebraisch iber K‘ — ’ [K(x): K] < oo‘

Beweis. ,=“ Esist [K(z) : K] = grad(m,) nach 11.10.

»<=* Sei dimyg K(x) =: n < co. Dann sind die n + 1 Vektoren 1,z, ..., z"
linear abhéngig, und es gibt Ag,..., A, € K, die nicht alle Null sind,
mit > i Azt = 0. Es folgt f:=>" ;XX # 0 und f(z) = 0. Also
ist x algebraisch.

O

11.13 Einfache Ko6rpererweiterungen

Definition. Eine Korpererweiterung L von K heifit einfach, wenn sie von
einem Element erzeugt wird, wenn also L = K (u) mit einem v € L gilt.

1. Die einfachen algebraischen Kérpererweiterungen sind durch 11.10 klas-
sifiziert als K (u) = @), Ku' ~ K[X]/(m,), wobei n = [K(u) : K] =
grad(m,,) gilt.

2. Die einfachen transzendenten Korpererweiterungen sind durch den fol-
genden Satz charakterisiert.

Satz.
Sei K (u) eine Korpererweiterung von K, wobei u transzendent iber K sei.
Dann gelten:

(1) K(u) ~ K(X), wobei K(X) der Quotientenkirper von K[X] sei.
(2) [K(u): K] =00
(3) u? ist transzendent, und es gilt K(u?) C K(u)

Beweis. (1) folgt aus der Definition eines transzendenten Elementes (vgl.
11.8). Danach gilt fiir den Einsetzungshomomorphismus

pus K[X] — K(u),
dass kern(p,) = (0) ist. Hieraus folgt, dass der Quotientenkérper K (X)
a; € K} ist.

isomorph zum Quotientenkérper von bild(p,) = { 3 aut
endl.
(2) folgt aus 11.12.
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(3): Es sind 1,u,u?,u?,...,u™,... linear unabhingig.
n . n .

Sei f = ;X" € K[X] mit f(u?) = > a;u* = 0. Dann ist a; = 0
i=0 i=0

fiir alle i. Es folgt f = 0, und also ist u? transzendent iiber K. Es ist
K (u?) € K(u). Angenommen, u € K (u?). Wende (1) auf u? an. Dann folgt

u = L) i f,9 € K[X] und g(u?) # 0. In der Gleichung ug(u?) = f(u?)

g(u?)
stehen rechts Linearkombinationen mit geraden Potenzen und links mit
ungeraden. Es folgt f(u?) = 0 und also u = 0. Widerspruch. O
Fazit.

Bis auf Isomorphie gibt es nur eine einfache transzendente Korpererweite-
rung von K, namlich K (X); aber eine einfache transzendente Korpererwei-
terung K (u) von K hat unendlich viele Zwischenkorper:

Ku2>2Ku?)2---2K@") 2 ---2K

- =

Lernerfolgstest.

e Ist die Vereinigung von Teilkérpern ein Korper?

e Sei K C L C M wie im Gradsatz, und sei [M : K| = p mit einer
Primzahl p. Zeigen Sie, dass L = K oder M = L gilt.

e Was ist der Grad von Q(+/3) iiber Q ?

e Die Kreiszahl 7 ist transzendent iiber Q. Ist 277 transzendent oder
algebraisch iiber R 7

11.14 Ubungsaufgaben 51 — 54

Aufgabe 51. Sei P der Primkorper eines Korpers K. Man zeige, dass
jeder Isomorphismus o: K — K ein P-Isomorphismus ist. (Zu zeigen ist:
o(a) = a fir alle a € P.)

Aufgabe 52. Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K, und sei V' ein
L-Vektorraum. Man zeige, dass V' in natiirlicher Weise ein K-Vektorraum
ist und dass gilt:

dimg V =[L: K] dim; V.

Aufgabe 53. Seien p, ¢ Primzahlen und L = Q(y/p, ¢/q) . Man zeige, dass
[L: Q] =6 ist und das L = Q(x) mit x = \/p - ¥/q gilt. Man bestimme das
Minimalpolynom von z iiber @ .

Aufgabe 54. Man bestimme den Grad von Q(v/2,1) iiber Q und das Mi-
nimalpolynom von z = i 4+ v/2 iiber Q.
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12 Algebraische Korpererweiterungen

Lernziel.

Fertigkeiten: In gewissen Féllen algebraische Elemente und mehrfa-
che Nullstellen von Polynomen in Korpererweiterungen aufspiiren
Kenntnisse: Begriff des Zerfiallungskorpers eines Polynoms

12.1 Endliche und algebraische Korpererweiterungen

Definition. Sei K ein Korper, und sei L eine Korpererweiterung von K.
(1) L heiBt endlich dber K, falls [L : K] := dimg L < oo gilt.

(2) L heiit algebraisch iber K, falls jedes Element aus L algebraisch iiber K
ist, und andernfalls transzendent iiber K.

Satz.
1. Jede endliche Kérpererweiterung ist algebraisch.

2. FEine Korpererweiterung L von K ist genau dann endlich tber K, wenn
es endlich viele tiber K algebraische Elemente x1,...,x, € L gibt mit
L=K(xy,...,2p).

3. Fine Korpererweiterung L von K ist genau dann algebraisch tber K,
wenn L iber K von algebraischen Elementen erzeugt wird.

Beweis. 1. Sei [L : K] =n < oo, und sei € L. Dann ist [K(x) : K] nach
dem Gradsatz in 11.7 ein Teiler von n und also < oo. Mit 11.12 folgt, dafl
x algebraisch {iber K ist.

2. Ist L endlich iiber K, so erfiillt jede Basis {x1,...,2,} von L als K-
Vektorraum die Behauptung. Wird umgekehrt L von n algebraischen Ele-
menten erzeugt, so zeigen wir durch Induktion nach n, dass L endlich iiber
K ist: Ist L = K (z1) und ist 7 algebraisch iiber K, so folgt [L : K] < oo aus
11.12. Sei L = K(x1,...,2,) mit algebraischen x1,...,x, € L. Nach dem
Gradsatz 11.7 gilt dann [L : K] = [K(21,...,Zp—1)(zn) : K(21,...,Zn-1)]"

<oo nach 11.12

K (21, .., Tn_1) : K] < 00.

<oo nach Ind.vor.
3. Ist L algebraisch iiber K, folgt die Behauptung nach Definition (2), da
L = K(L) gilt. Ist umgekehrt L = K ((z;);er) mit algebraischen Elementen
x; und einer Indexmenge I, so ist L Vereinigung von Teilkérpern des Typs
K(xy,...,x;,) mit 41,...,4, € I und also nach 2. algebraisch. O

Die Umkehrung von Nr. 1 des Satzes ist i.a. falsch, vgl. Aufgabe 55.
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12.2 Der algebraische Abschluss von K in L

Satz.
Sei L eine Korpererweiterung von K. Dann ist die Menge K aller iiber K
algebraischen Elemente aus L ein Teilkdrper von L.

Beweis. Seien z,y € L algebraisch iiber K. Dann ist K (x,y) ist algebraisch
iiber K nach Satz 12.1. Also sind die Elemente z +y, xy, —z und ! (mit
x # 0) alle algebraisch iiber K, da sie in K(x,y) liegen. O

Bemerkung.

Die Korpererweiterung K heiBt algebraischer Abschluss von K in L. Man
nennt Q C C den Korper der algebraischen Zahlen. Dieser wird in der
algebraischen Zahlentheorie studiert. Es ist zum Beispiel e™/" € Q, da e™/"
die Gleichung X?" = 1 erfiillt und also algebraisch ist. Da cos = € Q(e™/™)

gilt, ist nach Satz 12.1 zum Beispiel auch cos ~- € Q fiir jedes n € IN.

12.3 Die Eigenschaft ,,algebraisch® ist transitiv

Satz.

Seien K C L C M Kérpererweiterungen. Ist L algebraisch tber K, und ist
x € M algebraisch tber L, so ist © algebraisch tber K.

Insbesondere sind dquivalent:

(1) M dber L algebraisch und L iiber K algebraisch
(ii) M ist algebraisch iber K.

Beweis. Sei L algebraisch tiber K und x algebraisch iiber L. Dann gibt es
eine Gleichung a,2™ + --- + a1 + ag = 0 mit ag,...,a, € L, und also
ist « algebraisch iiber K’ = K (ao,...,a,), woraus [K'(z) : K'] < co nach
11.12 folgt. Es ist auch [K’ : K] < oo nach 12.1, da L algebraisch iiber K.
Nach Gradsatz 11.7 folgt [K'(z) : K] = [K'(z) : K'][K’ : K] < 00. Also
ist « algebraisch iiber K nach Satz 12.1. Mit Definition 12.1 folgt auch die
behauptete Aquivalenz. O

12.4 Existenz von Nullstellen in Korpererweiterungen

Satz. (L. KRONECKER 1823-1891)
Sei p € K[X] irreduzibel. Dann gibt es eine einfache Kdrpererweiterung
K(z) =L von K so, dass p(x) =0 und [L : K| = grad(p) gilt.
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Beweis. Nach 8.12 ist L := K[X]/(p) ein Korper, und der Homomorphis-
mus ¥: K — L, a— a+ (p), ist injektiv nach Folgerung 6.9. Wir kénnen
also K mit bild(v) identifizieren, und so wird L zu einer Kérpererweiterung
von K. Seixz:= X+ (p) und p = a, X" +---+a1 X +ag mit ag,...,a, € K
und a,, # 0. Mit Satz 7.2 und Lemma 7.2 folgt

pz) = (Z aiXi> + @) =p+®) =0+
=0

und also p(z) = 0 in L. Da p irreduzibel ist, folgt (p) = (m,) und also
L ~ K(z) nach 11.9, 11.10. Weiter folgt grad(p) = grad(m,) = [L: K]. O

12.5 Existenz eines Zerfallungskorpers

Sei f € K[X] nicht konstant.

Definition.
Eine Korpererweiterung L von K heifit Zerfdllungskorper von f, wenn es
Elemente z1,...,z,, € L und ¢ € K mit

1. f=c¢(X —21) - (X — ) (,alle Nullstellen von f sind in L)

2. L=K(z1,...,2m) (,L wird von den Nullstellen von f erzeugt“)

Satz.
Ist f € K[X] von Grad n > 0, so besitzt f einen Zerfillungskorper L mit
[L:K]<n!.

Beweis. Induktion nach n.

n = 1: Dann ist f = ¢X +b mit ¢,;b € K, ¢ # 0, und L = K ist
Zerfallungskorper von f mit [L: K] = 1.

n>1:Esist f = ¢-p mit irreduziblem p € K[X] (vgl. 8.9). Aus dem Satz
von Kronecker 12.4 folgt, dass es einen Kérper Ly = K (z1) mit p(z1) =0,
also auch mit f(z1) = 0, und mit [L; : K] = grad(p) < n gibt. In L;[X] ist
f = (X —x1)g mit grad(¢g) = n—1 nach 8.2. Nach Induktionsvoraussetzung
besitzt g einen Zerfallungskorper L = Ly (22, . .., &p) mit [L: L] < (n—1)L
Esfolgt f = ¢(X —x1)(X —x2) -+ - (X —x,,), wobei ¢ € K der Leitkoeflizient
von fist,und [L: K| = [L:I4][L;: K] <n(n—1)!=n! O

11.7 e — N —

<(n—1)! <n
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12.6 Differenziation und mehrfache Nullstellen

Definition. Sei f = a, X" + -4+ a1 X + ap € K[X]. Bilde die Ableitung

’f’ = nanX"_1+---+2a2X+a1‘

Regeln. Fir f,g € K[X] und A\, u € K gelten:
(1) (Af+pg) =Af"+ug" (,Linearitit)
(2) (f9) = f'g9+ fg" (,Produktregel®)
Beweis. (1) folgt aus der Definition der Ableitung.
(2) Wegen (1) geniigt es, den Fall g = X™ zu betrachten. Es folgt

(fg) me — (Za X1+m> :Z(ier)aiXHm*l

%

= (Z iaiXi”) Xm + (Z aiXi> mXm 1
; i

=fg+ 19

Satz.
Seien f € K[X]\ {0} und L ein Zerfillungskirper von f.

(1) Ein Element x € L ist genau dann mehrfache Nullstelle von f (d.h.
(X —2)?| f in L[X]), wenn = Nullstelle von f und f’ ist.

(2) f hat genau dann eine mehrfache Nullstelle in L , wenn ggT(f, f') nicht
konstant in K[X] ist.

Beweis. Sei x Nullstelle von f mit Vielfachheit m, also f = (X — z)™g
mit g € L[X] und g(x) # 0 sowie f/ = m(X — 2)™ g+ (X — 2)™g’ nach
Produktregel. Es gilt also (X — ) | ggT(f, f') in L[X] genau dann, wenn
m > 2 ist. Damit ist (1) gezeigt.

Sei nun x € L eine mehrfache Nullstelle von f und daher auch eine Nullstelle
von f’ nach (1). Nach Satz 8.4 gibt es r, s € K[X]| mit rf +sf’ = ggT(f, f')
in K[X]. Da dies aber auch eine Gleichung in L[X] ist, stiinde die Annahme
geT(f, f) € K* im Widerspruch dazu, dass (X —z) | f und (X —z) | f
in L[X] gilt. Es ist also ggT(f, ') nicht konstant in K[X]. Sei umgekehrt
dies vorausgesetzt. Dann besitzen f und f’ eine gemeinsame Nullstelle y in
L, und nach (1) ist y mehrfache Nullstelle von f. O

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



12.7 Ubungsaufgaben 55 — 59 117

Korollar. Sei f € K[X] irreduzibel. Dann besitzt f genau dann eine mehr-
fache Nullstelle in L, wenn f' = 0 ist. Ist char(K) = 0, so besitzt [ keine
mehrfache Nullstelle in L.

Beweis. Wenn f | ' gilt, folgt f/ = 0 (da sonst grad(f’) > grad(f) gelten
wiirde). Es folgt f' =0 <= f|f <= geT(f.f) = f <= eeT(f.f)

nicht konstant ﬁ f hat eine mehrfache Nullstelle in L.
atz
Ist char(K) =0, so ist f’ # 0. O

Lernerfolgstest.

e Was ist der Grad von Q(¥/3) iiber Q ?

o Was ist der Zerfillungskérper des Polynoms X2 +1 € Q[X] ?

e Sei char(K) = p mit einer Primzahl p. Besitzt das Polynom X? —X
mehrfache Nullstellen?

12.7 Ubungsaufgaben 55 — 59

Aufgabe 55. Sei a,, € R eine Nullstelle des Polynoms X" — 2 € Q[X],
und sei L = Q({a, | n € IN}). Man zeige, dass L iiber Q algebraisch ist
und dass [L : Q] = oo gilt.

Aufgabe 56. (a) Man zeige fiir Korpererweiterungen K C K’ C L mit
[L:K]=[L:K']<,dass K' = K gilt.
Ist dies auch ohne die Voraussetzung K C K’ stets richtig?

Aufgabe 57. Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K von Prim-
zahlgrad p. Man zeige:

(a) Esist L = K(z) fiir jedesx € L\ K .

(b) Ist p ungerade, so gilt auch L = K (2?) fiir jedes z € L\ K .

Aufgabe 58. Man bestimme einen Zerfillungskérper von X3 + 1 € Q[X].
Aufgabe 59. Man untersuche, ob die Polynome

X5 45X 45, X°46X34+3X+4 und X*—-5X346X2+4X—38

aus Q[X] mehrfache Nullstellen in C besitzen und bestimme dieselben ge-
gebenenfalls.
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13 Normale Korpererweiterungen

Lernziel.
Fertigkeiten: In gewissen Féllen primitive Elemente aufspiiren
Kenntnisse: Eigenschaften von normalen Kérpererweiterungen

13.1 Ein Fortsetzungslemma

Betrachte folgende Situation

|2

>

=S
(il

L
K—

b
©

=

Dabei seien L und L Kérpererweiterungen von K bzw. K und ¢ ein Iso-
morphismus von Korpern.

Definition. Ein Isomorphismus : L — L heifit Fortsetzung von ¢, wenn
P(a) = p(a) fiir alle a € K gilt. Man schreibt dann auch |k = ¢.

Seien K und K Korper, und sei ¢p: K — K ein Isomorphismus. Dann
induziert ¢ einen Ringisomorphismus

Ypol: K[X] — [N([X], f= Z%‘Xi — ng(ai)Xi =: f

Lemma.

Seien p € K|[X] irreduzibel, x Nullstelle von p in einer Kdrpererweiterung L
von K und & Nullstelle von p in einer Korpererweiterung L von K. Dann
gibt es einen Isomorphismus

V: K(x) 5 K(&) mit ¢(z) = & und ¥(a) = @(a) fir alle a € K

Beweis. Der obige Ringisomorphismus ¢}, induziert einen Isomorphismus
von Koérpern

K[X]/(p) 2 K[X]/(5).

und der gesuchte Isomorphismus 1 ergibt sich aus 11.10 als Hintereinan-
derausfithrung von Isomorphismen

K(x) = K[X]/(p) = K[X]/(p) — K ()
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Korollar.
Sei p € K[X] irreduzibel, und seien x,y Nullstellen von p in Kérper-
erweiterungen von K. Dann g¢ibt es einen K-Isomorphismus

¥ K(z) = K(y) mit ¥(x) =y.

Beweis. Wende das Lemma mit ¢ = id und # = y an. O

13.2 Eindeutigkeit des Zerfallungskorpers

Satz.

Seien ¢: K = I~(~ein Isomorphismus von Kérpern, f € K[X] nicht kon-
stant und L bzw. L Zerfdllungskérper von f bzw. von ppa(f) = f € K[X].
Dann gibt es einen Isomorphismus

Y: L — L mit (a) = @(a) fir alle a € K .

Beweis. Induktion nach dem Grad [L : K] (dieser ist < oo nach 12.5).

Ist [L: K]=1,s0ist L =K und L = K. Setze ¢ = ¢.

Sei [L: K] > 1.

Wéhle einen irreduziblen Faktor p von f vom Grad > 1 und eine Nullstelle x
von p in L. Es gilt [L : K(z)] < [L : K] nach Gradsatz 11.7, da grad(p) =
[K(x): K] > 1ist (vgl.11.10). Sei ¢: K(z) = K(Z) eine Fortsetzung von
¢ gemiB Lemma 13.1. Da L auch Zerfallungskorper von f iiber K (z) und L
Zerfallungskorper von f iiber K (Z) ist, hat ¢ nach Induktionsvoraussetzung
eine Fortsetzung ¢: L = L, und es gilt ¥y(a) = ¢(a) = @(a) fiir alle
a€ K. O

Korollar.
Ein nicht konstantes Polynom f € K[X] besitzt bis auf K -Isomorphie genau
einen Zerfillungskdorper.

Beweis. Die Existenz wurde in 12.5 gezeigt. Die Eindeutigkeit folgt aus
dem Satz fiir ¢ = id. O
13.3 Endliche normale Koérpererweiterungen

Definition. Eine algebraische Korpererweiterung L von K heifit normal,
wenn jedes irreduzible Polynom aus K[X], das in L eine Nullstelle hat, in
L[X] ganz in Linearfaktoren zerfillt.

Satz. Fine endliche Korpererweiterung L von K ist genau dann normal
dber K, wenn L Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[X] ist.
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Beweis. Da [L : K] < oo gilt, ist L algebraisch iiber K, vgl. 12.1.1.

Sei L normal iiber K, und sei {z1,...,z,} eine Basis von L als K-Vektor-
raum. Dann ist L = K(z1,...,2,), und jedes x; ist Nullstelle seines Mini-
malpolynoms m; € K[X]. Da L normal iiber K ist, zerfillt also jedes m;
und daher auch f :=m;y ---m, in Linearfaktoren in L[X].

Sei umgekehrt nun vorausgesetzt, dass L Zerfallungskorper eines Polynoms
f € K[X] ist. Sei p € K[X] irreduzibel mit p(z) = 0 fiir ein z € L. Zu
zeigen: Jede weitere Nullstelle y von p liegt in L. Nach Korollar 13.1 gibt
es einen K-Isomorphismus ¢: K(z) = K(y) mit p(z) = y. Esist L = L(x)
Zerfallungskorper von f iiber K(x), und L(y) ist Zerfallungskérper von
f iiber K(y). Also gibt es nach 13.2 einen Isomorphismus ¢: L = L(y)
mit ¥(a) = ¢(a) fir alle a € K. Es ist ¢ also K-linear, und es folgt
dimg L = dimg L(y). Wegen L C L(y) folgt L = L(y) und alsoy € L. O

Beispiele. 1. Ist [L: K] =2, so ist L normal iiber K.

2. Q(¥/2) ist nicht normal iiber Q, aber Q(+/2, ¢) enthilt alle Nullstellen
von X3 — 2 ist also normal iiber Q. (Es ist ¢ = 1, vgl. 11.11(2))

13.4 Einbettung in eine normale Erweiterung

Satz.
Zu jeder endlichen Kérpererweiterung K' von K gibt es eine endliche nor-
male Kérpererweiterung von K, die K' enthilt.

Beweis. Wihle eine Basis {z1,...,z,} von K’ als K-Vektorraum und setze
f = my---m,, wobei m; € K[X] fiir ¢ = 1,...,r das Minimalpolynom
von z; sei. Der Zerfallungskérper von f ist nach 13.3 normal, enthilt K’
und ist nach 12.5 endlich iiber K. O

13.5 Der Satz vom primitiven Element

Definition. Ein iiber K algebraisches Element x heifit separabel tiber K,
falls sein Minimalpolnom m, € K[X] keine mehrfachen Nullstellen in einem
Zerfallungskorper besitzt.

Satz.
Ist x separabel und y algebraisch iber K, so besitzt K(x,y) ein primitives
Element, d.h. es gibt ein u € K(x,y) mit K(x,y) = K(u).

Beweis. Ist |K| < oo, so ist |K(z,y)| < oo, da K(z,y) endlich iiber K
ist (d.h. endlich-dimensional als K-Vektorraum ist), vgl. 12.1.2. Aus Satz
14.2 unten folgt, dass die Gruppe K(z,y)* zyklisch ist. Daraus folgt die

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



13.5 Der Satz vom primitiven Element 121

Behauptung, falls K ein endlicher Koérper ist.

Der Kérper K besitze also unendlich viele Elemente. Sei m, bzw. m, das
Minimalpolynom von x bzw. von y. Sei L eine Korpererweiterung von
K(z,y), in der alle Nullstellen x,zs,...,zx von m, und alle Nullstellen
Y = Y1,Y2,...,Yn von my liegen. Es sind x,x2, ..., x; paarweise verschie-
den, da z separabel ist Da |K| = oo gilt, gibt es ein ¢ € K mit

(1) c#u firalle 1 =2,....k, j=1,...,n
r — T;

Sei . Dann gilt K € K(u) C K(z,y), und wir brauchen nur
noch z € K(u) zu zeigen. Denn dann folgt y = u — cx € K(u) und also
K(z,y) = K(u). .

Esist my = > a; X’ mit a; € K und a,, = 1. Setze h := Y a;(u—cX)’ in

§=0 §=0

K (u)[X] (mit denselben a; wie in m,). Dann gilt h(z) = m,(y) = 0, also ist
x Nullstelle von h in L. Wir zeigen nun, dass andererseits z; fir i = 2,...,k
keine Nullstelle von h ist. Es ist h(z;) = my(u—cz;) nach Definition von h .
Wire h(x;) = 0, so wiirde u — cx; = y; fiir ein j € {1,...,n} folgen, und
das ergébe u — cx; = cx +y — cx; = ¢(x — ;) + y = y; im Widerspruch zur
Eigenschaft (1) von c.

Es folgt nun ggT(mg, h) = (X —z) in L[X], und wir miissen uns nur noch
iiberlegen, dass d := ggT(m,,h) = (X —2) in K (u)[X] gilt, denn dann folgt
x € K(u). Hierzu miissen wir nur ausschliefien, dass d konstant in K (u)[X]
ist. Nach 8.4 gibt es r,s in K (u)[X] so, dass rm, + sh = d in K(u)[X]
gilt. Da dies aber auch eine Gleichung in L[X] ist, stiinde die Annahme
d € K(u)* im Widerspruch dazu, dass (X —z) | my und (X —z) | hin

L[X] gilt. 0
Korollar.
Sind x1,...,x, separabel iber K und ist y algebraisch iiber K, so gibt es

einu € K(xq,...,xn,y) mit K(u) = K(x1,...,2n,9).

Beweis. Dies folgt durch Induktion aus dem obigen Satz vom primitiven
Element. O

Lernerfolgstest.

e Vergewissern Sie sich, dass in 13.1 tatséchlich ¢ (a) = ¢(a) fiir alle
a € K gilt

e Wieso folgt aus [L: K| =1, dass L = K gilt?

e Wieso ist jede Korpererweiterung vom Grad 2 normal?

o Woraus folgt die Existenz von L im Beweis des Satzes vom primi-
tiven Element?

e Fiihren Sie die Induktion zum Beweis des obigen Korollars durch.
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13.6 Ubungsaufgaben 60-64

Aufgabe 60. Seien z = iv/5 und y = (1 +i)+v/5. Man zeige:

(a) Q(z) ist normal iiber Q.

(b) Q(y) ist normal iiber Q(z).

(¢) Q(y) ist nicht normal iiber Q.

Aufgabe 61. Sei L C C ein Zerfillungskorper von f = X* — 3 € Q[X].

(a) Man zeige, dass L iiber Q von 4 und einer Nullstelle x von f erzeugt
wird.

(b) Man zeige, dass [L : Q] = 8 gilt.

(¢) Man bestimme drei Nullstellen 1, 9, z3 von f so, dass Q(z1,x2) nicht
isomorph zu Q(z1,x3) ist.

Aufgabe 62. Man bestimme den Grad des Zerfillungskorpers L iiber Q
von f=X*—-222+2.

Aufgabe 63.

(1) Fiir a,b € Q* mit a # b zeige man, dass z := \/a + v/b ein primitives
Element von Q(+/a, v/b) ist.

(2) Man bestimme ein primitives Element des Zerfillungskorpers von
X3 —2¢€Q[X].

Aufgabe 64.

Man zerlege das Polynom X* + 1 € R[X] in C[X] in Linearfaktoren.
(Gesucht ist eine Zerlegung X* +1 = (X — 21)(X — 22)(X — 23)(X — z4),
bei der die Zahlen x1, x2, x3, x4 jeweils in der Form a + b7 mit a,b € R zu
schreiben sind.)

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



14 Endliche Korper 123

14 Endliche Koérper

Lernziel.
Fertigkeiten: Konstruktion von Koérpern mit |K| = p™ fiir kleine p,n
Kenntnisse: Existenz- und Eindeutigkeitssatz mit Folgerungen

Bevor wir zum Studium der endlichen Kérper kommen, werden wir noch
einen niitzlichen Satz aus der Gruppentheorie beweisen und mit dessen Hilfe
fiir einen beliebigen Korper K zeigen, dass jede endliche Untergruppe von
K™ zyklisch ist.

14.1 Satz iiber die Ordnung von Gruppenelementen

Die Ordnung ord(a) von a € G ist die kleinste natiirliche Zahl n so, dass
a™ = e gilt (oder oo, falls es ein solches n nicht gibt), vgl. Definition 2.4.

Lemma. Seien G eine Gruppe, e das neutrale Element von G und a € G.
Ist a’ = e mit einem ¢ € N, so gilt ord(a) | £.

Beweis. Sei m = ord(a). Dann ist £ = gm+r mit ¢, € Zund 0 < r < m.
Es folgt e = ™4™ = a™a" = ea” = a”. Also ist r = 0, da ord(a) = m gilt

und m daher minimal ist mit ™ = e. Es folgt { = gm . O
Satz.
Sei G eine Gruppe, und seien a,b € G. Dann gilt
m
1 ord(a) =m|=|ord(a*) = ———  fiiralle ke Z
(1) (@ (@) = i

Ist G abelsch, so gelten fiir m := ord(a) und n := ord(b)
(2) Ist ggT(m,n) =1, so ist ord(ab) = mn
(3) Es gibt ein ¢ € G mit ord(c) = kgV(m,n)

Bewess.

(1): Seid = ggT(k,m). Dann ist m = dm’ und k = dk’ mit ggT(k',m') = 1.
Fiir s := ord(a*) ist zu zeigen: s = m/. Bs ist (a*)™ = o™ = gk = ¢,
also s <m'.
Andererseits gilt a** = (a¥)® = e und also m | ks nach dem Lemma. Es

folgt m’ | k's. Da ggT(k',m’) =1 ist, folgt m’ | s und also m’ < s.

(2): Sei t := ord(ab). Zu zeigen t = mn. Es ist (ab)™ = (a™)"(b")™ = e,
da G abelsch ist. Es folgt t < mn.

Andererseits ist a™ = a"'e = a"'b" = (ab)™ = e. Es folgt m | nt nach
dem Lemma. Und da ggT(m,n) = 1 ist, folgt m | t. Analog erhalten wir,
ausgehend von b = e, dass n | t gilt. Es folgt mn | t und also mn < t.

S
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(3): Wéhle Primfaktorzerlegung kgV(m,n) = p* - ... pP in IN. Es sei
mg das Produkt der Faktoren p;*, die m teilen, und no das Produkt der
Faktoren p;'*, die m nicht teilen.

Dann folgt kgV(m,n) = mgong, wobei ggT(mg,ng) = 1, sowie mg | m und
ng | m, also m = kmo und n = €nyg .

Aus (1) ergibt sich dann ord(a*) = Z2T(kmy = Mo und analog ord(b*) = ny.
Aus (2) folgt nun ord(a*b?) 5 mong = kgV(m,n). O

14.2 Endliche Untergruppen von K* sind zyklisch

Satz.
Sei K ein Korper, und sei H eine endliche Untergruppe der multiplikativen
Gruppe K*. Dann ist H zyklisch.

Beweis. Sei a € H ein Element maximaler Ordnung m, und sei H,, die
Menge aller Elemente h € H, deren Ordnung m teilt. Dann gilt |H,,| < m,
da jedes h € H,, Nullstelle des Polynoms X™ — 1 € K[X] ist und dieses
nach Satz 8.2 hochstens m Nullstellen hat. Da a € H,, ist, gilt m < |Hy,|.
Also ist |H,,| = m, und H,, ist die von a erzeugte zyklische Untergruppe
von H (vgl. 3.4). Wenn es ein b € H \ H,, giibe, so giibe es nach 14.1
auch ein ¢ € H mit ord(c) = kgV(ord(b),m) > m im Widerspruch zur
Maximalitédt von m . Es folgt H = H,, . O

Korollar. Ist K ein endlicher Kérper, so ist die Gruppe K* zyklisch.

14.3 Anzahl der Elemente eines endlichen Koérpers

Definition. Ein endlicher Koérper ist ein Korper mit endlich vielen Ele-
menten. Ein solcher wird auch Galoisfeld genannt. Schreibweise: K = If, ,
wobei ¢ = | K| die Anzahl der Elemente des endlichen Korpers K ist.

Satz.
Sei K ein endlicher Kérper. Dann ist char(K) = p eine Primzahl, und es
gilt |K| = p™, wobei n der Grad von K iiber seinem Primkérper ist.

Beweis. Nach 11.6 gilt fiir den Primkérper P von L, dass P ~ Z/pZ mit
einer Primzahl p oder P ~ Q gilt. Da | K| < oo ist, kommt Q nicht in Frage,
und also ist char(K) = p.

Sei n = [K : P] := dimp K und sei {x1,...,z,} eine Basis von K als P-
Vektorraum. Dann ist jedes z € K darstellbar als x = Ajz1 + -+ + A\pxp,
mit eindeutig bestimmten A,..., A, € P. Da |P| = p gilt, sind fiir jeden
Koeffizienten p Werte moglich. Es gibt daher p™ Linearkombinationen der
Form Az1 + -+ + A\pxy, also gilt | K| = p™. O
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14.4 Existenz und Eindeutigkeit eines Korpers mit p”
Elementen

Satz.
Sei p eine Primzahl, und sei n € IN. Dann gibt es bis auf Isomorphie genau

ein Galoisfeld K mit ¢ = p™ Elementen. Die Elemente von K sind die
Nullstellen des Polynoms X7 — X € F,[X].

Beweis. Existenz: Sei P = Z/pZ, und sei K die Menge aller Nullstellen
von f = X?— X € P[X] in einem Zerféllungskorper L von f (vgl.
12.5). Dann ist K ein Korper, denn 0,1 € K, und fiir z,y € K gilt
2?" =z und y?" = y und also (z +y)?" = 2" +¢y?" =2z +y, da
char(K) = p. Ferner gilt (—z)?" = (=1)?"2?" = —z (und das auch

dann, wenn p gerade, also p = 2, ist, da dann —a = z gilt), sowie

(g)p =2 == falls y # 0. Bs folgt K = L.

Da f = X?— X hochstens g Nullstellen in K hat, gilt | K| < ¢. Es ist

f'=qX9 1 —1=—-1(da ¢ = 0mod p), also ist ggT (f, f’) konstant

in P[X]. Daher hat f keine mehrfachen Nullstellen (vgl. Satz 12.6).

Nach 8.2 zerfiillt f daher in K[X] in ¢ verschiedene Linearfaktoren.

Es folgt |K| = q.

Eindeutigkeit: Sei K ein weiterer Kérper mit |I~( | = ¢. Dann ist der
Primkérper P von K isomorph zu P (vgl. 14.3 und 11.6).
Nach 14.2 ist K* zyklisch von der Ordnung ¢ — 1. Also gilt 2471 =1
fiir alle € K* und damit 27 = x fiir alle z € K. Also sind K und K
beide Zerfallungskorper von X9 — X. Nach 13.2 folgt K ~ K.
O

Beispiel. Ty ~ I[X]/(X? + X + 1). Eine Basis iiber I, ist {1, 2}, wobei
x Nullstelle von X? + X + 1, vgl. 11.10.

14.5 Kleiner Satz von Fermat

Satz.
Sei p eine Primzahl, und sei a € Z, mit a Z 0 mod p. Dann ist

a*'=1modp.

Beweis. Wende 14.4 mit K = Z/pZ an. Dann ist jede Restklasse a =
a mod p Nullstelle von X? — X. Fiir @ # 0 gilt also a?~! —1=0. O
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14.6 Satz von Wilson
Satz. Fir jede Primzahl p gilt: (p — 1)! = —1 mod p.

Beweis. Nach 14.4 gilt:
Xl 1=(X-1)(X-2)---(X—(p—1)) in Z/pZ[X].
Setzt man X = p ein, erhélt man —1 = (p — 1)!. O

Lernerfolgstest.

e Sei {z1,z2} eine Basis von Iy iiber Fs. Schreiben Sie mit deren
Hilfe alle Elemente von IFg hin.

e Ermitteln Sie den Zerfillungskérper von X? — X € I[X] fir
qg=2%.

14.7 Ubungsaufgaben 65 — 69

Aufgabe 65. Man stelle die Additions- und Multiplikationstafeln fiir Z /47
und fiir IF; auf und vergleiche sie.

Aufgabe 66.

(a) Man bestimme den Zerfillungskérper des Polynoms X + 1 € [ X].
(b) Man zerlege das Polynom X? — X in F3[X] in irreduzible Faktoren.
(c) Man zerlege das Polynom X*+ X + 1 in F4[X] in irreduzible Faktoren.
Aufgabe 67. Man ermittle die Ordnungen der folgenden Gruppen.

(a) Der Gruppe GLy(IF,) der invertierbaren 2 x 2-Matrizen iiber F, .

(b) Der Gruppe SLa(IF,) der 2 x 2-Matrizen tiber F, mit Determinante 1.
(c) Des Zentrums von SLg(IF,) .

Aufgabe 68. Sei K ein Korper, und sei m € K . Man zeige:

(a) Die Matrizen der Form (st Z) bilden einen kommutativen Unterring
Lm von M2><2(K) .
(b) L, ist genau dann ein Koérper, wenn m kein Quadrat in K ist.

(c) Ist Ly, ein Korper und K = I, mit einer ungeraden Primzahl p, so gilt
Lm ~ sz .

Aufgabe 69. Man bestimme die Ordnungen der Gruppen GL3(IF») und
SL3(TFy).
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/
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Hauptsatz

15 Galoiserweiterungen

Lernziel.
Fertigkeiten: In gewissen Féllen Bestimmung von Minimalpolynomen
und Galoisgruppen

Kenntnisse: Galoisgruppe und Galoiserweiterung

15.1 Fixkorper

Definition.

Ein Automorphismus eines Korpers L ist ein Isomorphismus I = L. Die

Menge

aller Automorphismen von L bildet beziiglich Hintereinanderaus-

fithrung eine Gruppe Aut(L). Fiir jede Untergruppe G von Aut(L) ist die

Menge

L¢:={a€L|o(a)=a firalle o€ G}

ein Teilkorper von L, genannt Fizkorper von G.
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15.2 Wirkung einer endlichen Untergruppe von Aut(L)
Jede Untergruppe G von Aut(L) operiert auf L durch

GxL— L, (0,2) — o(x) .
Ist G endlich, so ist die Bahn
B(z) :=={o(x) |0 € G}
endlich, und es gilt |B(x)| < |G|, zum Beispiel B(a) = {a} fiir alle a € LE.

Satz.

Sei L ein Kérper und G eine endliche Untergruppe von Aut(L). Dann ist
jedes x € L separabel iber dem Fizkorper K = LS.

Ist B(x) = {x1,...,z,} die Bahn von x := x1 € L, so ist [K(z) : K] =r,
und das Minimalpolynom von x iber K ist

mey=X—-z1) ... (X —x.).
Insbesondere teilt der Grad [K(z) : K| die Ordnung von G .

Beweis. Jedes T € G induziert einen Ringisomorphismus
7: L[X] — L[X], Zini — ZT(yi)Xi

Sei f:=(X —x1) (X — ) in L[X]. Dann ist 7(f) = f fir alle 7 € G,
(denn es gilt 7(o(x)) = (70)(z) € B(x) fir alle 0,7 € G und also ver-
tauscht 7 nur die Faktoren). Es ist also f € K[X], da K = L gilt;
und daher ist z als Nullstelle von f algebraisch iiber K. Sei m, € K[X]
das Minimalpolynom von z. Dann sind mit x = z; auch xs,...,x, Null-
stellen von m, nach Satz 11.4, da wegen K = L¢ jedes 7 € G ein K-
Automorphismus ist. Es folgt grad(f) < grad(mg). Andererseits liegt f
in dem von m, erzeugten Hauptideal in K[X] nach 11.9, woraus m, | f
und grad(f) > grad(m,) folgt. Da f normiert ist, folgt nun f = m, und
r = grad(f) = grad(my) = [K(z): K].

10
Nach der Bahnformel 2.2 ist die Bahnlidnge r ein Teiler von |G|. Da die
Nullstellen z1,...,x, von m, paarweise verschieden sind, ist x separabel
iiber K (vgl. Definition 13.5). O

Der Satz liefert eine neue Methode zur Bestimmung des Minimalpolynoms.
Der Vorteil ist, dass bei dieser Methode kein Nachpriifen von Irreduzibilitét
und keine Gradberechnungen erforderlich sind.
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15.3 Beispiel

Sei L = Q(i,v/2) C €, und sei £ = i + /2. Man bestimme das Minimal-
polynom m, € Q[X] von .

Seien 0,7 € Aut(L) definiert durch o(a) = a und 7(a) = a fiir alle a € Q,
sowie o(i) = —i, o(v2) = V2 und 7(i) = i, 7(v/2) = —/2. Dann ist
G :={id, o, 7,07} die Kleinsche Vierergruppe (02 = id = 72 und o7 = 70),
und es ist L¢ = Q. Die Bahn von z ist

{$1:i+\/§, $2:—i+\/§, (Egzi—\/i7 1'4:—7;—\/5}
N—_—— N—— N——

o(x) 7(x) oT(x)

Nach 15.2 folgt my = (X — 21)(X — 22)(X —23)(X —14) = X+ —2X%+9
(und L = Q(x)). Dabei geschieht das Ausmultiplizieren wie folgt:

—(Koeffizient von X3) =x1+xyt+ax3+a4=0,
Absolutglied = x1x2 x324 =9,

N~

3 3
—(Koeffizient von X) = x1x0x3 + £12224 + T1T3T4 + TaT3Ty

—— e e — N —

3z3 34 3z 3x2
23($1 —|—.732—|—333—|—334) =0,
Koeffizient von X2 = 2129 + 2123 + 2124 + Tox3 + Toxy + T34

=3-3-(14+2ivV2)—(1-2ivV2) —3+3=-2.

15.4 Der Grad iiber dem Fixkorper

Satz.
Sei G eine endliche Gruppe von Automorphismen eines Korpers L, und sei
K := LY ihr Fizkérper. Dann ist [L : K| = |G|.

Beweis. Nach 15.2 gilt [K(z) : K] < |G| fiir jedes x € L. Wihle © € L mit
maximalem Grad [K(z) : K]. Zeige zunéchst L = K (x).

Sei y € L beliebig. Dann ist y separabel {iber K nach 15.2. Nach dem
Satz vom primitiven Element 13.5 ist K(z,y) = K(u) mit einem v € L.
Nach Wahl von z folgt [K(u) : K] < [K(z) : K] und also K(z) = K(u),
da K(x) C K(u) ist. Dies ergibt y € K(x) (fiir jedes y € L). Es folgt
L=K(x).

Sei B die Bahn von z unter G. Dann ist | B|- | Stab(x)| = |G| nach Bahnfor-
mel 2.2. Sei o € Stab(z), also o(z) = . Dann folgt o(y) = y fiir alle y € L,
da K := LS und y=d+Mz+ -+ A_12” P mit Ao, ..., A1 € K nach
11.10 gilt. Also ist Stab(x) = {id} und [L : K] 5 |B| = |G]. O
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15.5 Die Galoisgruppe einer Korpererweiterung

Definition.
Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K. Dann heif3t die Gruppe

G(L/K) = Autg L := {0 € Aut(L) | o(a) = a fiir alle a € K}
die Galoisgruppe von L iiber K.

Satz.

Ist L Zerfillungskorper eines Polynoms f € K[X] und ist M = {x1,..., 2z}
die Menge der verschiedenen Nullstellen von f, so operiert G := G(L/K)
auf M vermége G x M — M, (o,y) — o(y), und der dadurch induzierte
Gruppenhomomorphismus

G— S(M):={M 2L MY~ S, o oy,

ist injektiv (d.h. die Operation ist treu).

Beweis. Ist x € M, so ist auch o(x) € M nach Satz 11.4. Also operiert
G auf M. Ist o|p = id, so ist o(z;) = z; fir alle j = 1,...,r. Da auch
o(a) = a fir alle a € K gilt und L = K(z1,...,,) ist, folgt o = id. O

Beispiel. G(C/R) = {id,o} mit o(i) = —¢ und also o(—i) = i. Es ist
f=X?+1und M = {i,—i} die Menge der Nullstellen von f.

15.6 Satz iiber die Ordnung der Galoisgruppe

Satz.
Sei L endlich iber K. Dann ist die Galoisgruppe G := G(L/K) endlich,
und es ist |G| ein Teiler von [L : K] := dimg L. Ferner gilt:

Gl=[L:K]| < [L° = K]

Beweis. Nach Definition 15.1 ist LE := {a € L | o(a) = a fiir alle ¢ € G}.
Es folgt K ¢ L¢ € Lund also [L: K] = [L: L¢][L¢ : K] = |G| - [L¢ : K]
nach Gradsatz 11.7 und nach 15.4, wenn |G| < co. Hieraus folgt die zweite
Behauptung und die Aquivalenz.

Noch zu zeigen: G ist endlich. Da dimg L < oo ist, ist L algebraisch
iiber K nach 12.1. Seien {z1,...,x,} eine Basis von L als K-Vektorraum,
f = mg, ---m,, € K[X] das Produkt ihrer Minimalpolynome und L ein
Zerfillungskorper von f. Dann ist L C L, und jedes o € G hat nach 13.2 ei-
ne Fortsetzung zu einem & € G(L/K). Es folgt |G| < |G(L/K)| W5 00 O
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15.7 Definition einer Galoiserweiterung

Definition. Sei L eine endliche Korpererweiterung eines Korpers K, und
sei G := G(L/K) die Galoisgruppe von L iiber K. Dann ist |G| ein Teiler
von [L : K] nach 15.6, und L heifit Galoiserweiterung von K oder galoissch
iber K, falls |G| = [L : K] gilt.

Beispiel. C ist galoissch iiber R, denn |G(C/R)| = 2 nach 15.5, und es ist
[C:R] =2, da {1,i} eine Basis von C als R-Vektorraum ist.

15.8 Charakterisierung von Galoiserweiterungen

Definition. Eine Korpererweiterung L von K heif3t separabel, wenn jedes
Element aus L separabel iiber K ist (vgl. 13.5).

Ein Polynom f € K[X] heifit separabel, wenn jeder irreduzible Faktor von
f keine mehrfachen Nullstellen im Zerfillungskorper von f besitzt.

Satz.
Fiir eine endliche Korpererweiterung L eines Korpers K sind dquivalent:

(1) L ist galoissch iber K.

(2) LOW/K) — [ |

(3) L ist normal und separabel.

(4) L ist Zerfillungskérper eines separablen Polynoms aus K[X].
Beweis. (1) < (2) wurde in 15.6 gezeigt.

(2) = (3) Nach 15.2 ist jedes = € L separabel iiber LE(/K) = K. Also
ist L separabel iiber K. Sei p € K[X] irreduzibel, und sei « € L eine
Nullstelle von p. Dann ist p = ¢m,, mit einem ¢ € K* nach 11.9. Aus
15.2 folgt nun, dass p in Linearfaktoren in L[X] zerfillt. Also ist L
normal nach 13.3.

(3) = (4) Da L iiber K normal ist, ist L Zerfallungskorper eines Polynoms
f € K[X] nach 13.3. Da L separabel iiber K ist, ist f separabel (denn
jeder normierte irreduzible Faktor von f ist Minimalpolynom aller
seiner Nullstellen).

(4) = (2) Sei G := G(L/K), und sei L Zerféllungskorper eines separablen
Polynoms f € K[X]. Es gilt K ¢ LY C L.
Zeige: L¢ C K durch Induktion nach der Anzahl n der nicht in K
liegenden Nullstellen von f. Ist n =0, so ist K = L¢ = L.
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Sei nun x € L\ K eine Nullstelle von f. Das Minimalpolynom m,, ist
ein irreduzibler Faktor von f, hat also lauter verschiedene Nullstellen
x,%2,...,2, € L. Es folgt r = grad(m,) = [K(z) : K] > 1 nach
11.10. Nach Korollar 13.1 gibt es zu jedem i = 2,...,r einen K-
Isomorphismus ; : K (z) — K (x;) mit ¢;(z) = x;, und nach 13.2 gibt
es dazu jeweils ein 0; € G mit o;(z) = z;. Es ist G(L/K(x)) C G,
also L¢ ¢ LEW/E®) ¢ K(x) nach Induktionsvoraussetzung (denn
betrachtet man f als Polynom in K (z)[X], so bleibt f separabel und
L ist Zerfillungskorper von f).
Sei nun y € LE. Zu zeigen: y € K. Esist y = Ao+ \z+-- 4+ N_q1z"
mit Ag,...,A\,—1 € K nach 11.10, da y € LY C K(z) ist. Es folgt
Yy = O'Q(y) =X+ A1x2 +"'+>\r—11'£_17 e
Yy = Ur(y) =X+ Mz + -+ )\r—lxiil-
Also hat h := y — (Mg + M X + - + A1 X" 1) € LE[X] die r
verschiedenen Nullstellen x, s, . . ., z, und ist vom Grad < r. Es folgt
h=0,alsoy— X =0und \; =0 fiir s = 1,...,7 — 1. Dies ergibt
Yy = Ao € K.

O

15.9 Einbettung in eine Galoiserweiterung

Satz. Jede endliche separable Kiorpererweiterung von K ldsst sich in eine
Galoiserweiterung von K einbetten.

Beweis. Sei L endlich-separabel iiber K. Dann ist L = K(u) mit einem se-
parablen u € L (vgl. Korollar 13.5), und nach 15.8 ist der Zerfillungskorper
des Minimalpolynoms m,, galoissch iiber K. O

Lernerfolgstest.

e Sei L = Q(\/i, \/g) Bestimmen Sie das Minimalpolynom m, in
Q[X] von x := v/2 + /3 mit der in 15.3 benutzten Methode.

e Verifizieren Sie, dass im Beweis in 15.5 tatsdchlich o = id folgt.

e Jedes z € K ist Nullstelle eines irreduziblen Polynoms p € K[X].
Wie sieht p aus?

15.10 Ubungsaufgaben 70 — 71
Aufgabe 70. Man bestimme die Galoisgruppe G(L/Q) fiir

L=Q(WV2,V3,V5) und L = Q(V2).

Aufgabe 71. Fiir a € Q sei L, der Zerfallungskorper des Polynoms X3 —a.
Man bestimme die Galoisgruppe G(L,/Q) in Abhéngigkeit von a.
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16 Hauptsatz der Galoistheorie

Lernziel.

Fertigkeiten: In gewissen Féllen Schliisse aus dem Hauptsatz ziehen
Kenntnisse: Hauptsatz mit Anwendungen fiir zyklische Erweiterun-
gen und endliche Koérper

16.1 Hauptsatz

Definition. Sei K ein Korper, und sei L eine endliche Korpererweiterung
von K. Ein Zwischenkdrper Z ist ein Teilkorper von L mit K C Z C L.

Wenn L galoissch iiber K ist, liefert der Hauptsatz eine Ubersicht iiber
alle Zwischenkorper: Diese entsprechen eineindeutig den Untergruppen der
Galoisgruppe G(L/K) := Autg L.

Hauptsatz.

Sei L eine Galoiserweiterung eines Kérpers K, und sei G := G(L/K)
die Galoisgruppe von L tdber K. Dann ist L galoissch tber jedem Zwi-
schenkorper, und man hat eine Bijektion von Mengen

{ Zwischenkérper} — { Untergruppen von G},
Z— G(L)Z)={0 € Aut(L) | o(z) = z firalle z€ Z}

mit Umkehrabbildung
{ Untergruppen von G} — { Zwischenkérper},
H—— L7 :={2€L|o(z)=2 firale occ H}
Dabei gelten

oG]
W2 K=oz

(2) ZcZz = G(L/Z)CG(L/Z) und HCH = L" c L7,

Beweis. Da L galoissch iiber K ist, ist L Zerfallungskorper eines separablen
Polynoms aus K[X] C Z[X]. Also ist L Zerfallungskérper eines separablen
Polynoms aus Z[X], und daher ist L galoissch iiber Z (vgl.15.8). Zeige nun,
dass die Abbildungen Z > G(L/Z) und H 25 L7 invers zueinander sind.
Es ist ¢(p(Z)) = LEE/%) = Z nach 15.8.2, da L galoissch iiber Z . Weiter
gilt o(¢(H)) = G(L/L¥) = H, denn es ist H ¢ G(L/Lf), und da L
galoissch {iber L ist, gilt |H| = [L : L] = |G(L/L")| nach 15.4 und 15.7.
Es ist |G| = [L: K] = [L:Z)Z : K| = |G(L/Z)| - [Z : K]. Hieraus
folgt (1), und (2) ist klar nach Definition. O
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16.2 Beispiel

Sei L = Q(3/2,¢) mit 2+ (¢ +1=0und ¢3 = 1. Dann ist [L : Q] = 6 nach
11.11, und L ist Zerfillungskérper von f = X3 — 2 € Q[X], denn

X3 —2=(X-V2)- (X —¢V2)- (X - ¢2V2).

Also ist L galoissch iiber @ nach 15.8, und es folgt |G(L/Q)| = 6 nach
Definition 15.7. Dies ergibt G(L/Q) ~ Ss nach 15.5. Betrachte

\ nicht galoissch,
da nicht normal

Setze o(¥/2) = (/2 und o(¢) = ¢. Dann ist ¢2(¥/2) = ¢?7/2 und o® = id.
Es folgt G(L/Q(C)) = {id, 0,02} .
16.3 Wann ist ein Zwischenkorper galoissch iiber K7

Seien K C Z C L endliche Korpererweiterungen, wobei L galoissch {iber K
sei. Dann ist L galoissch iiber Z nach 16.1, aber Z ist im Allgemeinen nicht
galoissch iiber K. Sei G := G(L/K) die Galoisgruppe von L iiber K.

Lemma. Fir jedes o € G ist 0(Z) :={0(z) | z € Z} ein Zwischenkdirper,
und es gilt G(L/o(Z)) =0cG(L/Z)o! fir alle o € G.

Beweis. Fiir o, 7 € G gilt
Te€G(L/o(Z)) < 7(0(2) =0(2)Vze€ Z
— o lor00€G(L/Z)
— 7€0G(L/Z)0!

Satz. Aquivalent sind

(a) Z ist galoissch iiber K.

(b) o(Z)=Z firaleoceG.

(¢c) G(L/Z) ist Normalteiler in G .
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Ferner gilt: Ist (b) erfillt, so gibt es einen Gruppenhomomorphismus
G—G(Z/K), 0 o0l|z,
und dieser induziert einen Isomorphismus G/G(L/Z) ~ G(Z/K).

Beweis. ,,(b)<(c)*: Nach 16.1 und dem Lemma gilt: 0(Z) = Z fiir alle
c€G <<= G(L/o(Z))=G(L/Z) firalle 0 € G <— G(L/Z)<«G.
»(a)=(b)“: Sei Z galoissch iiber K. Dann ist Z Zerfallungskorper eines
separablen Polynoms f € K[X] nach 15.8. Also ist Z = K (M), wobei M
die Menge der Nullstellen von f ist (vgl. Definition 12.5). Ist x € M, so ist
o(x) € M fiir alle 0 € G nach Satz 11.4. Also ist 0(Z) C Z fiir alle 0 € G
und daher auch Z C o~1(Z) fiir alle o € G . Es folgt (b).

»(b)=(a)*: Sei 0(Z) = Z fiir alle 0 € G. Dann gibt es einen Homomor-
phismus ¢: G — G(Z/K), o — o|z, mit kern(¢) = G(L/Z). Es folgt
2 K] = @iy = Ibild(p)] < [G(Z/K)|. Da |G(Z/K)| < |2 : K]
nach 15.6 gilt, folgt |G(Z/K)| = [Z : K] und damit (a) nach Definition
15.7. Es folgt nun auch, dass ¢ surjektiv ist, und der Homomorphiesatz 1.3
ergibt die obige Behauptung. O

16.4 Beispiel

Sei L = Q(x,¢) mit = /2 € R und einer dritten Einheitswurzel ¢ € C\R,
also (2 4+ (+1=0und 3 =1 wie in 16.2.

Es ist G(L/Q) = {id, 0,02, 7,07,0%7}, wobei o(z) = (z, 0(¢) = ¢ und
7(z) = z und 7(¢) = 2. Man erhiilt die Zwischenkérper

NG

Q(<) Q(z) Q(¢x) Q¢
\ %
2 3
Q

Es ist Q(¢) galoissch iiber @, denn X? + X +1 = (X — {)(X — ¢?), (vgl.
15.8). Aber die drei anderen echten Zwischenkérper sind nicht galoissch
iiber @, da sie nicht normal iiber @Q sind.

Sie erfiillen 16.3(b) nicht, denn o(Q(z)) = Q(¢z) # Q(x) C R. Es ist
o(¢?z) = (*¢x = 2 und o7((z) = =, also 0(Q(¢?z)) = Q(z) # Q(¢3z) und
o7(Q(¢7)) = Q(z) # Q(Cz).

)
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Sie erfiillen 16.3(c) nicht, weil die Galois-Gruppe G(L/Z) fiir Z = Q(('z)
mit ¢ € {0,1,2} jeweils eine 2-Sylowgruppe in G ist und also G drei 2-
Sylowgruppen besitzt. Daher ist G(L/Z) kein Normalteiler in G nach 2.9.

16.5 Abelsche und zyklische Erweiterungen

Definition. Sei L eine endliche Korpererweiterung eines Kérpers K. Dann
heifit L abelsch, wenn L galoissch iiber K ist und die Galoisgruppe G(L/K)
abelsch ist, und L heiflt zyklisch, wenn L galoissch iiber K ist und die
Galoisgruppe G(L/K) zyklisch ist.

Beispiele. 1) Ist L = Q(3/2,¢) wie in 16.2, 16.4, so ist G(L/Q) ~ S3, und
also L nicht abelsch (und erst recht nicht zyklisch). Aber L ist zyklisch
iiber Q(¢), da G(L/Q(C)) ~ Z/37Z nach 16.2.

2) Sei L = Q(i,+/2) wie in 15.3. Dann ist L abelsch, aber nicht zyklisch
iiber Q, da G(L/Q) ~Z/27 x Z]27Z.

3) Ist L eine Korpererweiterung vom Grad 2 iiber @, so ist L zyklisch, da
G(L/Q) ~7Z/27Z.

Der Hauptsatz der Galoistheorie lédsst sich gut auf zyklische Koérperer-
weiterungen anwenden, da zyklische Gruppen und deren Untergruppen gut
bekannt sind. Fiir die Untergruppen der additiven Gruppe Z/nZ gilt:

Lemma.
Jede Untergruppe H von Z/nZ ist zyklisch und wird von |”7‘ +nZ erzeugt.

Beweis. Sei w: Z — Z./nZ, a — a+ nZ. Dann ist 7~ 1(H) eine Unter-
gruppe von Z, die nZ enthilt, und es ist 7—1(H) = ¢Z mit einem ¢ € N,
weil jede Untergruppe von Z so aussieht (vgl. AGLA Satz 11.5). Dann ist
H = x(r=1(H))={Z/nZ zyklisch (als Bild der zyklischen Gruppe (Z)

T surj.

und wird von £ + nZ erzeugt. Aus dem zweiten Noetherschen Isomorphie-
satz 1.6 folgt (Z/nZ)/({Z/nZ) ~ Z/¢Z . Das ergibt 7 = { nach der
Abzahlformel 2.2. O

16.6 Zwischenkorper einer zyklischen Erweiterung

Folgerung aus dem Hauptsatz.

Sei L zyklisch vom Grad n iiber einem Korper K. Dann entsprechen die
Zwischenkérper genau den (positiven) Teilern von n.

Ist m Teiler von n, so gibt es genau einen Zwischenkorper Z mit [L : Z] = m.
Es ist L zyklisch iiber Z und Z zyklisch iiber K mit [Z : K] = .
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Beweis. Dies folgt mit Hilfe des folgenden Satzes aus 16.1 und 16.3. [

Satz.
Sei G ={0o,...,0" " 0" = e} eine zyklische Gruppe der Ordnung n. Dann
gibt es eine Bijektion von Mengen

Y: {m € N | m Teiler von n} — { Untergruppen von G}, m — H,, ,

wobei Hy, die von o™'™ erzeugte (zyklische) Untergruppe von G ist. Es ist
|H,| =m.

Beweis. Es sei m € IN ein Teiler von n, also n = km mit einem k& € IN.
Dann gilt ord(c*) = =T (e = & = m nach 14.1. Also ist |H,,| = m, und
hieraus folgt, dass 1 injektiv ist. Sei H eine Untergruppe von G . Dann ist
m := |H| ein Teiler von n nach dem Satz von Lagrange 2.12. Aus Lemma
16.5 folgt, dass H = H,, gilt und also ¥ surjektiv ist, denn es gibt einen
Isomorphismus G — Z/nZ, o’ — j +nZ, (vgl. AGLA 11.13). O

16.7 Der Frobenius-Homomorphismus

Satz.

Sei K ein endlicher Korper mit |K| = q Elementen. Dann ist jede endliche
Korpererweiterung L von K zyklisch, und die Galoisgruppe G(L/K) wird
vom Frobenius-Homomorphismus o4: L — L, = — x7, erzeugt.

Beweis. Nach 14.3 ist ¢ = p™, wobei die Primzahl p die Charakteristik
von K und n € IN der Grad von K iiber dem Primkoérper ist. Es folgt

oz +y) = (x+y)? =294y =0,(x) + 0y(y)

Da 0,4 auch multiplikativ ist, und o4(1) = 1 ist, ist o4 nach 6.9 ein injektiver
Homomorphismus und daher auch surjektiv, da |L] < co. Sei G die von oy,
erzeugte Untergruppe von Aut(L). Dann ist LY = K, da K nach 14.4 genau
aus den Elementen a € L mit a? = a besteht. Nach 15.2 und 15.8 folgt, dass
L separabel und normal und daher galoissch iiber K ist. Da G C G(L/K)
und |G| = [L: K] = |G(L/K)| gilt, folgt G = G(L/K). O

16.8 Vollkommene Korper

Definition. Ein Korper K heifit vollkommen oder perfekt, wenn jede alge-
braische Korpererweiterung separabel iiber K ist.

Beispiele. 1) Korper der Charakteristik 0 sind vollkommen (denn nach
Korollar 12.6 ist jedes irreduzible Polynom separabel iiber K).
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2) Jede algebraische Korpererweiterung eines vollkommenen Korpers ist
vollkommen. (Denn sei K vollkommen, und sei L algebraisch iiber K.
Dann ist jede algebraische Korpererweiterung von L algebraisch iiber K
nach 12.3 und daher separabel iiber K, also auch separabel iiber L.)

3) Endliche Korper sind vollkommen. (Denn sei K endlich, und sei L al-
gebraisch iiber K. Gébe es ein iiber K nicht-separables x € L, so wire
der endliche Kérper K (z) nicht separabel iiber K und also auch nicht
galoissch iiber K im Widerspruch zu 16.7.)

16.9 Bemerkung iiber Zwischenkorper

Bemerkung.

Jede endliche separable Korpererweiterung eines Koérpers K besitzt nur
endlich viele Zwischenkorper. (Ist char(K) = 0, so ist die Voraussetzung
der Separabilitét stets erfiillt.)

Beweis. Nach 15.9 ldsst sich jede endliche separable Kérpererweiterung in
eine Galoiserweiterung L einbetten. Da die Galoisgruppe G(L/K) endlich
ist nach 15.6, folgt die Behauptung aus dem Hauptsatz 16.1. O

Lernerfolgstest.

e Nennen Sie den Hauptsatz ohne zuriickzubldttern.

e Wenn L galoissch iiber K ist, so ist jeder Zwischenkorper Z sepa-
rabel iiber K. Warum gilt dies?

e Welcher Untergruppe von G entspricht im Hauptsatz 16.1 der
Korper K und welcher Untergruppe der Kérper L 7

16.10 Ubungsaufgaben 72 — 74

Aufgabe 72. Sei L = Q(v/2,V3).

(a) Man zeige, dass L galoissch iiber @ ist.

(b) Man bestimme die Galoisgruppe G(L/Q) .

(¢c) Man bestimme alle Zwischenkérper.

Aufgabe 73. Man bestimme den Zerfallungskorper L des Polynoms
X*—5X?+6

und Grad [L : Q].

Aufgabe 74. Sei K ein Korper der Charakteristik p > 0. Man zeige,
dass K genau dann vollkommen ist, wenn der Frobenius-Homomorphismus
K — K, x — P, surjektiv ist.
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Erginzungen

17 Einheitswurzelkorper

Lernziel.

Fertigkeiten: Berechnung von Kreisteilungspolynomen

Kenntnisse: Einheitswurzelkorper, Kreisteilungspolynome und deren
Grad, Irreduzibilitdt der Kreisteilungspolynome iiber Q

17.1 Einheitswurzeln
Sei K ein Korper, und sei n € IN.

Definition. Sei L ein Zerfillungskérper des Polynoms X" — 1 € K[X].
Die Nullstellen dieses Polynoms heiflen n-te Einheitswurzeln iber K und
L heifit n-ter Finheitswurzelkérper tdber K. Falls K = Q ist, heiflit L auch
n-ter Kreisteilungskorper.

Satz.
1) Die n-ten Finheitswurzeln iber K bilden eine Untergruppe U, von L*.
2) Gilt char(K) t n, so ist U, zyklisch von der Ordnung n.

3) Ist char(K) =p> 0 und p | n, also n = p"m mit r > 0 und p { m, so
gilt Uy, =Up,.
Beweis. 1) Ist offensichtlich.
2) U, ist zyklisch nach 14.2. Gilt char(K) { n, so haben X™ — 1 und
(X" — 1) = nX""! keine gemeinsamen Nullstellen. Daher sind die

n-ten Einheitswurzeln nach Satz 12.6 alle verschieden, und es folgt
|Uy,| = n.
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3) Das Polynom X™ — 1 hat, wie in 2) gezeigt, keine mehrfachen Null-
stellen. Es ist X — 1 = (X™ —1)?", da char(K) = p. Die Nullstellen
von X™ — 1 stimmen also mit den Nullstellen von X™ — 1 {iberein. Es
folgt U,, = Uy,.

O

Aus 3) folgt, dass man sich bei der Betrachtung der Gruppe U, der n-ten
Einheitswurzeln auf den Fall char(K)  n beschriinken kann.

17.2 Die Eulersche p-Funktion

Definition. Fiir n € IN sei ¢(n) die Anzahl der zu n teilerfremden Zahlen
aus {1,...,n}. Die Funktion ¢: N — INU {0}, n — @(n), heifit Eulersche
p-Funktion.

Satz.

(1) Firn € N ist (Z/nZ)* = {m € Z/nZ | m € Z mit ggT(m,n) = 1}
und also p(n) = |(Z/nZ)*] .

(2) Firm,n € N mit ggT(m,n) =1 gilt p(mn) = p(m)p((n).
(3) Fiir jede Primzahl p und r € N ist p(p”) = p"1(p — 1).
(4) Istn > 1 und n = pi* - --- - p* mit r1,...,ry € N und paarweise

k
verschiedenen Primzahlen p1,...,pg, so ist o(n) = ] p?_l(Pi -1).
i=1

Beweis. (1) Esist m = m+nZ genau dann in (Z/nZ)*, wenn es ein k € Z
mit mk = 1 mod nZ gibt. Und dies ist genau dann der Fall, wenn es
z,k € 7. gibt mit mk+nz = 1. Dies wiederum ist dquivalent dazu, dass
geT(m,n) =1 gilt (vgl. Satz 8.4), denn Z ist ein Hauptidealring nach
Satz 6.8.

(2) Sei ggT(m,n) = 1. Zerlege m und n in ein Produkt von Primzahlpo-
tenzen, dann folgt aus dem Chinesischen Restsatz 8.11, die Existenz
eines Isomorphismus Z/mnZ = 7Z,/mZ x Z/nZ. Dieser induziert einen
Isomorphismus (Z/mnZ)* = (Z/mZ)* x (Z/nZ)* der zugehorigen
Einheitengruppen. Mit Hilfe von (1) folgt hieraus (2).

(3) Die p"~! Zahlen p,2p,...,p" " !p sind genau die Zahlen aus {1,...,p"},
die nicht teilerfremd zu p” sind. Es folgt ¢(p") = p" —p" L.

(4) folgt aus (3) und (2).

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



17.3 Primitive n-te Einheitswurzeln 141

17.3 Primitive n-te Einheitswurzeln

Definition. Es gelte char(K) { n. Dann heifit jedes erzeugende Element
der Gruppe U,, der n-ten Einheitswurzeln in L eine primitive n-te Finheits-
wurzel (vgl. 17.1).

Bemerkung. Sei (, eine primitive n-te Einheitswurzel in L. Dann gelten:

(1) Esist L =K(()-

(2) Fiir k € IN gilt: | ¢¥ primitiv| <= |ord(¢¥) =n| <= |ggT(k,n) =1

Def. 14.1

(3) Es gibt genau p(n) primitive n-te Einheitswurzeln in L. (Dies folgt aus
(2) und der Definition von ¢(n) in 17.2).

Beispiel. Ist n = p eine Primzahl (# char(K)), so ist jede p-te Einheits-
wurzel # 1 in L primitiv (vgl. 17.2 (3)).

17.4 Der n-te Einheitswurzelkorper ist abelsch

Satz.

Es gelte char(K) 1 n. Dann ist der n-te Einheitswurzelkorper L galoissch
dber K, und die Galoisgruppe G(L/K) ist isomorph zu einer Untergruppe
von (Z/nZ)*, also insbesondere abelsch.

Beweis. Da |U,| = n nach 17.1 gilt, ist X™ — 1 € K[X] ist separabel. Also
ist L galoissch iiber K nach 15.8. Sei { eine primitive n-te Einheitswurzel
in L. Dann ist auch o(¢) eine solche fiir 0 € G(L/K) (denn mit ¢ ist auch
o(¢) Nullstelle von X™ — 1 nach Satz 11.4, und die Ordnung von ¢ bleibt
unter o erhalten). Es gilt also o(¢) = (¥ mit ggT(k,,n) = 1 fiir jedes
o0 € G(L/K) nach 17.3. Es gibt also eine Abbildung

b G(L/K) — (Z/nZ)*, o — ko + 17,

wobei k, € {1,...,n} gewiihlt werden kann. Es ist 1) ein Homomorphismus,
denn fiir 0,7 € G(L/K) ist (1 00)(¢) = 7(¢F) = 7(¢)* = ¢Frko ) also
(1 oo) = kike + nZ = (ky + nZ) (ks + nZ) = (1)(0). Ist k, = 1,
so ist ¢ = id, da L = K(¢) und o(a) = a fiir alle ¢ € K gilt. Also ist ¢
injektiv. O

17.5 Das n-te Kreisteilungspolynom

Das Polynom X" — 1 ist offensichtlich nicht irreduzibel, da man stets den
Linearfaktor X —1 abspalten kann. Ist zum Beispiel n = p eine Primzahl, so
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ergibt (X?—1) : (X—1) = XP~!'4+.. .4+ X +1 das p-te Kreisteilungspolynom,
das wir in 9.10 studiert haben. Es ist irreduzibel in Z[X] und in Q[X]. Wir
definieren nun das n-te Kreisteilungspolynom fiir beliebiges n .

Definition. Es gelte char(K) t n. Sei L der n-te Einheitswurzelkoérper
iiber K, und seien ¢V, ..., ¢#() die primitiven n-ten Einheitswurzeln
in L. Das n-te Kreisteilungspolynom ist definiert als

B, = (X —CD). (X =¢™)  mit m = p(n).
Beispiel. ®; = (X —4)- (X +1i)=X2+1.
Satz.

(1) Bsist X" —1= ][] ®q.
d|n

(2) Es gilt ®,, € K[X] und ®,, € Z[X], falls K = Q.

Beweis. (1) Nach 17.1ist |U,| =mn, also X" —1= ] (X =().Ist{ €U,
CEUR
und ord(¢) = d. Dann gilt d | n nach Lemma 14.1, und ( ist eine

primitive d-te Einheitswurzel.

(2) Esist &1 = X — 1. Sei n > 1, und sei die Behauptung fiir alle echten
Teiler von n schon bewiesen. Dann ist X —1 = h - ®,,, wobei h nach
(1) das Produkt der Polynome ®4 mit d | n und 0 < d < n ist und
also nach Induktionsvoraussetzung in K[X] liegt (bzw. in Z[X], falls
K = Q). Es folgt ®,, € K[X] (bzw. Z[X]), denn es ist X" —1 = hg+r
mit g, € K[X] (bzw. Z[X], da h normiert), und die Division mit Rest

ist eindeutig (vgl. 8.1), also g = ®,, und r = 0.
O

Bemerkung. Mit Hilfe von (1) kann man ®,, berechnen. Man dividiert
X™ — 1 durch das Produkt der Polynome ®; mit d | n und 0 < d < n:

b =X -1,
X2-1 X221
2 o, X 1 +h
P3=X>+X+1 (nach 9.10),
X4-1
b,y = =X?+1
4 D, - B, +1,

Oy =X+ X3+ X2+ X +1 (nach 9.10),

Fiir grofie n treten auch Koeffizienten # +1 auf.
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17.6 Irreduzibilitéit in Q[X]
Wir betrachten nun den Fall K = Q néher.

Satz.
Das n-te Kreisteilungspolynom ®,, ist irreduzibel in Z[X] und in Q[X].

Beweis. Esist ®,, € Z[X] und normiert (vgl. 17.5). Da Z[X] nach dem Satz
von Gauf} faktoriell ist, 1dsst sich @,, eindeutig als Produkt von irreduziblen
Polynomen in Z[X] schreiben (vgl. 9.4 und 8.9). Sei also 7 € Z[X] ein
normierter irreduzibler Teiler von ®,,, und sei ¢ eine Nullstelle von 7. Dann
ist ¢ auch Nullstelle von ®,, und also eine primitive n-te Einheitswurzel im
n-ten Kreisteilungskorper L. Unser Ziel ist es, zu zeigen:

(%) 7(¢%) = 0 fiir jedes k € {1,...,n} mit ggT(k,n) =1.

Aus (*) folgt grad(m) = ¢(n) = grad(®,,), vgl. 17.2, 17.3, und also ®,, = 7.
Hieraus folgt, dass ®,, irreduzibel in Z[X] ist und also nach Lemma 9.7
auch in Q[X].

Wir zeigen nun zuniichst, dass 7(¢?) = 0 fiir jeden Primteiler p von k
gilt. Sei also p eine Primzahl mit p | k und also mit p t n. Angenommen,
m(¢?) #0. Da 7| ®, und &, | (X" — 1) gilt, ist

X" —1=m-¢ mit einem normierten g € Z[X].

Es folgt g(¢?) = 0, da 7(¢?) # 0. Also ist ¢ Nullstelle des Polynoms g(X?),
(wobei g(XP) = 3" a;(XP)* fiir g = > a; X" mit a; € Z gilt). Damit haben 7
und g(X?) in L[X] den gemeinsamen Faktor X — (. Also ist ggT'(m, g(XP))
auch in Q[X] nicht konstant, (denn es ist rm + s g(XP) = ggT (7, g(X?))
mit 7, s € Q[X] nach Satz 8.4). Da 7 irreduzibel in Q[X] ist, folgt mit Hilfe
von Lemma 9.3 (b), dass 7 | g(XP) in Z[X] gilt und also

g(XP)=m-h mit h € Z[X].

Hieraus folgt g(X?) =7 - h in F,[X], wobei Z[X] — E,[X], f +— f, wie in
9.11 definiert ist und ¥, = Z/pZ gilt. Es folgt

gp:f‘ﬁa

da g? = (ZaﬁXi)p = Y @’ X? = g(XP), denn @;”* = a@; nach 14.5. Jede
Nullstelle von 7 ist daher Nullstelle von g und also von g. Das Polynom
X" —1 = 7-7g hat nun eine doppelte Nullstelle in seinem Zerfallungskérper
im Widerspruch zu 17.1, da char(If,) = p { n ist. Also gilt 7((?) =0.

Ist nun & € {2,...,n} gegeben mit ggT(k,n) = 1, so ist k ein Produkt
von Primzahlen, die n nicht teilen, und es folgt induktiv, dass 7(¢*) = 0
gilt. O
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Korollar. Der n-te Kreisteilungskorper L = Q((,,) ist abelsch mit Galois-
gruppe G(L/Q) ~ (Z/nZ)".

Beweis. Nach 17.4 ist L abelsch, und G(L/Q) ist isomorph zu einer Unter-
gruppe von (Z/nZ)*. Da ®,, nach dem Satz das Minimalpolynom von ¢,

iiber Q ist, folgt |G(L/Q) L: Q] o grad(®y,) (Z/nZ)*|. O

|5 o

Kroneckers Jugendtraum.

Jede abelsche Korpererweiterung von Q ist in einem Kreisteilungskorper
Q(¢n) mit passendem n € N enthalten.

Dies ist der Satz von Kronecker-Weber aus der algebraischen Zahlentheorie
(1853 von L. KRONECKER vermutet und 1886 von H. WEBER bewiesen).

Lernerfolgstest.
o Was ist der Grad von ®15 7
e Berechnen Sie &g und ®g .

17.7 Ubungsaufgaben 75-76

Aufgabe 75. Fiir n > 3 sei ( = (,, eine primitive n-te Einheitswurzel.
Man zeige:

[Q() :QC+¢h] =2.

Aufgabe 76. Man bestimme den Zerfiallungskérper und seinen Grad iiber

Q von
1. f=X%-1,
2. f=X6-8.

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



18 Auflésbarkeit von Gleichungen 145

18 Auflésbarkeit von Gleichungen

Lernziel.

Fertigkeiten: Technisch schwierige Beweise nachvollziehen
Kenntnisse: Zusammenhang zwischen auflésbaren Gruppen und
durch Radikale auflosbaren Gleichungen

18.1 Galoisgruppe eines Polynoms

Sei K ein Korper, und sei f € K[X] ein separables Polynom. Dann ist der
Zerfallungskorper L von f galoissch iiber K nach 15.8. Man nennt dann
die Galoisgruppe G(L/K) die Galoisgruppe des Polynoms f oder auch die
Galoisgruppe der Gleichung f = 0. Wir schreiben dafiir dann auch G(f).

Bemerkung. Ist f irreduzibel, so operiert die Galoisgruppe G(f) transitiv
auf der Menge der Nullstellen von f (d.h. zu je zwei Nullstellen z,y von f
gibt es ein o € G(f) mit o(z) = y).

Beweis. Nach 13.1 gibt es einen K-Isomorphismus ¢: K(z) — K(y) mit
¥(x) = y, und dieser hat nach 13.2 eine Forsetzung zu einem o € G(f). O

Beispiel. Sei f = X3 —2 € Q[X]. Dann ist L = Q(3/2,¢), wobei ¢ Null-
stelle von X? 4+ X + 1 ist. Es ist G(f) := G(L/Q) ~ S5 nach 16.2, 16.4.

18.2 Radikalerweiterung

Definition. 1) Eine Korpererweiterung L von K heifit Radikalerweite-
rung, wenn es einen Korperturm

K=K CKyCc---CK,=1L

derart gibt, dass K;11 = K;(x;) gilt und x; Nullstelle eines Polynoms
X" —q,; € K;[X] ist (d.h. K;11 entsteht aus K; durch Adjunktion einer
n;-ten Wurzel eines Elementes aus K;). Man nennt z; dann ein Radikal.

2) Sei f € K[X]. Dann heiit die Gleichung f = 0 durch Radikale auflisbar,
wenn es eine Radikalerweiterung von K gibt, die eine Nullstelle von f
enthélt.

18.3 Galoisgruppe einer reinen Gleichung

Definition. Es gelte char(K) {f n. Dann nennt man eine Gleichung der

Form mit a € K* eine reine Gleichung.
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Satz.
Der Korper K enthalte eine primitive n-te Einheitswurzel. Dann gelten:

(i) Die Galoisgruppe des Polynoms f = X™ —a mit a € K* ist zyklisch.

(ii) Zu jeder zyklischen Kérpererweiterung L von K vom Grad n gibt es
einx € L mit L = K(z) und 2™ =: a € K. Das Polynom X™ — a ist
irreduzibel in K[X], und L ist sein Zerfillungskirper.

Beweis. (i): Sei L der Zerfallungskérper von f und ¢ eine primitive n-te
Einheitswurzel in K. Ist z € L Nullstelle von f, soist {z,(x,...,(" 1z} die
Menge aller Nullstellen von f. Also ist L = K(x), und fiir jedes 0 € G(L/K)
gibt es ein k, € {1,...,n} so, dass o(x) = ¥~z gilt. Die Abbildung

v: G(L/K) — Z/nZ, 0 — ke +n7Z.

ist ein Homomorphismus, da (o o 7)(z) = o((Fx) = (Fro(z) = (Frthey
und also ¥(oo7) =k + ky + nZ = ko + nZ + k; +nZ = (o) + (1) fiir
o,7 € G(L/K) gilt. Da die additive Gruppe Z/nZ zyklisch ist, ist auch die
Untergruppe ¢(G(L/K)) von Z/nZ zyklisch (vgl. 16.5). Ist k, € nZ, so
ist o(x) = x und es folgt o = id. Also ist ¢ injektiv, und es folgt (i).

(ii): Sei o ein erzeugendes Element von G(L/K), und sei ¢ eine primitive
n-te Einheitswurzel in K. Die Automorphismen id, o, ...,o" ! sind linear
unabhéingig {iber L nach 18.4 unten. Also ist die Lagrangesche Resolvente
p = id+(o + ---+ (" 1o" ! nicht die Nullabbildung. Es gibt daher ein
y € L so, dass z := p(y) = y + Co(y) + Co?(y) + -+ "o Hy) #0
ist. Es folgt

o(x) =o(y) +Co*(y) + P’ (y) +- + " 20" )+ ly =l

und daher o(2") = o(x)" = (" "2" = 2™. Es folgt 2" =: a € LEE/K) = K,
da o die zyklische Gruppe G(L/K) erzeugt, und nach Definition 15.8. Da
o¥(x) = ("Fz fiir jedes k = 0,1,...,n — 1 Nullstelle des Minimalpolynoms
m, von z ist, folgt [K(z) : K] = grad(ms) > n (vgl. 11.10). Andererseits
ist K (x) ein Teilkérper L, und es folgt L = K(z) sowie m; = X" —a. O
18.4 Lineare Unabhingigkeit von Charakteren

Sei L ein Korper und G eine (multiplikative) Gruppe.

Definition. Ein Charakter von G in L ist ein Gruppenhomomorphismus
G— L*.

Beispiel. Jedes 0 € Aut(L) definiert einen Charakter o: L* — L*.
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Satz.
Seien o1, ...,0, paarweise verschiedene Charaktere von G in L, und seien
AL, ...y Ay € L gegeben mit

(%) Ao (x) + -+ Apon(x) =0 fiir alle z € G.
Dann folgt \y =--- =X, =0.

Beweis. Induktion nach n.

n=1: Ist A\yo1(z) =0 fiir alle z € G, so ist Ay =0, da o1(x) € L*.

Sei n > 1, und die Behauptung sei fiir n — 1 Charaktere bewiesen. Wéhle
y € G mit 01(y) # o, (y) und multipliziere (%) mit o, (y). Dann folgt

Mon ()1 (@) + -+ Anon(y)on(z) =0
Setze in (x) statt = das Element yz ein. Dann folgt
Moi(y)or(x) + -+ Aon(y)on(x) =0
Subtraktion ergibt
M on(y) —o1(y) Jor(@) + -+ Ap1(on(y) — on-1(y))on-1(z) =0
#0 nach Wahl von y

fiir alle z € G . Also folgt A\; = 0 nach Induktionsvoraussetzung. Wende nun
die Induktionsvoraussetzung auf (*) an. Dann folgt Ao =--- =X, =0. O

18.5 Kompositum von Zwischenkoérpern
Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K.

Definition. Das Kompositum Z)Zy zweier Zwischenkorper Zy, Zo ist de-
finiert als der von der Vereinigung Z; U Zs erzeugte Teilkorper von L.

Lemma. Fiir Zwischenkorper Z1,Zo, Z und Zy C Zo gilt:

’ Zy galoissch tber Z, ‘ — ’ Z Zs galoissch tiber ZZ ‘

Die Galoisgruppe G(ZZs/Z Z7) ist dann isomorph zu einer Untergruppe
von G(Z3/7Z1).

Beweis. Nach 15.8 ist Z5 Zerfallungskorper eines separablen Polynoms f €
Z1[X]. Sei M die Menge der Nullstellen von f. Dann folgt Zo = Z;(M)
und also ZZ; = ZZ1(M). Nach 15.8 folgt, dass ZZs galoissch iiber ZZ; ist
(da endlich nach 12.1 und normal iiber ZZ; und da f separabel iiber ZZ;).
Der Homomorphismus G(ZZ3/Z7Z,) — G(Z2/Z1), 0 — 0|z, , ist injektiv,
da o durch die Wirkung auf M eindeutig bestimmt ist (vgl. 15.5). O
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18.6 Gleichungen mit auflésbarer Galoisgruppe

Satz.

Sei K ein Korper, f € K[X] irreduzibel und separabel. Die Galoisgruppe
G(f) sei auflosbar, und es gelte char(K) 1 |G(f)|. Dann ist die Gleichung
f =0 durch Radikale l6sbar, und alle Lésungen von f sind Radikale.

Beweis. Sei L Zerfillungskorper von f, also G(f) = G(L/K) nach 18.1. Da
G(f) auflosbar ist, gibt es nach Satz 4.4 eine Kette von Untergruppen

G(f)=UxDUx—1 DD U; DUy = {id},

wobei U;_1 <« U; und U;/U;_1 (zyklisch) von Primzahlordnung p; ist fiir
i = 1,...,k. Nach dem Hauptsatz 16.1 und 16.3 gibt es hierzu einen
Korperturm

K=zZyczZiC---CZ,=1,
wobei Z; zyklisch vom Grad p; iiber Z;_1 ist fiiri = 1, ..., k. Nach Gradsatz
11.7folgt n :=[L : K] = p;-...-pr . Da char(K) {1 n nach Voraussetzung gilt,

enthilt der n-te Einheitswurzelkorper K’ von K alle p;-ten Einheitswurzeln
firi=1,...,k, vgl. 17.1. Da in dem Korperturm

K'=KZycK'Zyc---CK'Z,=K'L=1

die Erweiterungen K'Z; alle zyklisch iiber K’'Z; ;1 sind nach 18.5, gibt
es Elemente z; € K'Z; und n; € N mit 2" € K'Z;_; fir i = 1,...,k
nach 18.3(ii). Also ist L’ Radikalerweiterung von K'. Da wiederum K’ Ra-
dikalerweiterung von K ist, ist L’ auch eine solche iiber K. Alle Nullstellen
von f liegen in L', sind also Radikale. O

18.7 Durch Radikale auflésbare Gleichungen

Satz.

Sei K ein Korper der Charakteristik 0, und sei f € K[X] irreduzibel. Die
Gleichung f = 0 sei durch Radikale aufliésbar. Dann ist die Galoisgruppe
G(f) auflésbar.

Beweis. Nach Voraussetzung gibt es eine Radikalerweiterung R von K, in
der f eine Nullstelle besitzt. Es gibt also einen Koérperturm

K=RyCRiC---CRp,=R,

wobel R;11 = R;(z;) mit z;* € R; und n; € N gilt fir alle i =0,...,k—1
(vgl. Definition 18.2). Sei n =ng - ... ng_1, und sei K’ der n-te Einheits-
wurzelkorper iiber K. Dann ist K’ abelsch iiber K nach 17.4, und man
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erhélt einen Korperturm

K C K/:KIR(] C K’R1C"'CKIRk = R/,
abelsch zyklisch
in dem K'R; zyklisch iiber K'R;_; ist fiir alle ¢ = 1,...,k nach 18.3(i).
Bette R’ geméB 15.9 in eine Galoiserweiterung N von K ein. Dann definiert
jedes 0 € G(N/K) einen Korperturm
K C O'(K/Ro) - U(K’R1> c ... C O'(K/Rk).
abelsch zyklisch zyklisch zyklisch
Sei Z; das Kompositum aller o(K’'R;) mit 0 € G(N/K) fiir i = 0,...,k.
Dann ist Zy abelsch iiber K, und Z; ist zyklisch iiber Z; _; firi=1,...,k
nach 18.5. Man erhilt dann einen Kérperturm
K ¢ Zy, ¢ Z C ... C Zy=L (CN)
abelsch zyklisch zyklisch zyklisch

wobei zusétzlich noch L galoissch iiber K ist nach 16.3 ,,(b) = (a)“.
Hierzu gehort nach dem Hauptsatz 16.1 und nach 16.3 ein Gruppenturm

G(L/K)>G(L/Zo) > G(L/Z:) > - > G(L/Z) = {id}.

Nach 16.3 gilt G(L/Z;—1)/G(L/Z;) ~ G(Z;/Z;-1). Also sind die Faktor-
gruppen fiir ¢ = 1,...,k alle zyklisch, und G(L/K)/G(L/Zy) ~ G(Zy/K)
ist abelsch, (vgl. Definition 16.5). Also ist G(L/K) auflésbar nach Definiti-
on 4.1. Da R C L gilt, enthélt L eine Nullstelle von f. Nach Definition 13.3
enthilt L daher einen Zerfillungskorper Z von f (da L normal iiber K und
f irreduzibel ist). Es ist Z galoissch iiber K (vgl. 16.8 und 15.8). Daher gilt
G(L/Z)<G(L/K)und G(Z/K) ~ G(L/K)/G(L/Z) nach 16.3. Da G(L/K)
auflosbar ist, ist auch G(Z/K) = G(f) auflésbar nach 4.3. O

Aus 18.6 und dem Satz ergibt sich sofort das folgende Korollar.

Korollar. Sei char(K) = 0, und sei f € K[X] irreduzibel. Dann ist die
Gleichung f = 0 genau dann durch Radikale l6sbar, wenn die Galoisgruppe
G(f) auflosbar ist.

18.8 Nicht auflésbare Gleichungen vom Grad p

Satz.

Sei p eine Primzahl, und sei f € Q[X] ein irreduzibles Polynom vom
Grad p, das in C genau zwei nicht-reelle Nullstellen besitze. Dann ist die
Galoisgruppe G(f) isomorph zur symmetrischen Gruppe S, , und die Glei-
chung f = 0 ist nicht durch Radikale auflosbar, falls p > 5.
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Beweis. Sei L Zerfallungskorper von f. Dann ist L galoissch tiber @, und
die Galoisgruppe G(f) := G(L/Q) ist isomorph zu einer Untergruppe G
von S, nach 15.5. Ist « eine Nullstelle von f, so gilt [Q(z) : Q] = p
nach 11.10, da f irreduzibel ist. Es folgt p | [L : Q] = |G|. Also enthélt
G ein Element ¢ der Ordnung p nach dem Satz von Cauchy 2.4. Dann ist
o ein p-Zyklus (iiberlegt man sich mit Hilfe von 5.3, wonach ¢ ein Produkt
von paarweise vertauschbaren Zyklen ist). Die Nullstellen x4, ..., z, von f
sind nach Korollar 12.6 alle verschieden. Seien 1, x5 die beiden Nullstellen
aus C\ R. Dann entspricht der komplexen Konjugation die Transposition
T=(1,2).

Indem man o gegebenenfalls durch eine geeignete Potenz ersetzt, kann man
o = (1,...,p) annehmen. Es folgt G > o700~ = (0(1),0(2)) = (2,3) und
G > 0(2,3)07 = (3,4) usw. (vgl. Aufgabe 29 (c). Fiir jedes n € {1,...,p}
ist also (n,n+1) € G.

Da (1,n)(n,n+1)(1,n) = (1,n+1) gilt, folgt G > (1,n) firallen =2,...,p.
Also ist G ~ S, nach 5.8. Da S, fiir p > 5 nicht auflésbar ist (vgl. 5.7), ist
f nicht durch Radikale auflosbar fiir p > 5 nach Korollar 18.7. O

Beispiel.
Die Gleichung X® —4X +2 = 0 ist {iber Q nicht durch Radikale auflésbar.

Beweis. Sei f = X% —4X + 2 € Q[X]. Dann ist f irreduzibel (nach dem
Satz von Eisenstein 9.7 mit p = 2), und f hat genau drei reelle Nullstellen.
Denn f’ = 5X* — 4 hat genau zwei Nullstellen j:f/g in R. Also hat f

héchstens drei Nullstellen in R nach dem Satz von Rolle. Es ist f(—2) < 0,
f(0) >0, f(1) <0, f(2) > 0. Also hat f mindestens 3 reelle Nullstellen
nach dem Zwischenwertsatz. Nach obigem Satz folgt die Behauptung. O

18.9 Rationaler Funktionenkdrper

Den Polynomring R[Y7,...,Y,] in n Unbestimmten Y7,...,Y,, iiber einem
kommutativen Ring R kann man induktiv einfithren wie in 9.4 oder durch
direkte Verallgemeinerung der Definition in 6.12, wie es in Kapitel 20 noch
geschehen wird.

Definition. Sei K ein Korper. Der Quotientenkorper F':= K(Xq,...,X,)
des Polynomrings K[Xy,..., X,] in n Unbestimmten heiit Korper der ra-
tionalen Funktionen in den Unbestimmten Xq,...,X,.

Bemerkung. (1) Es ist [F : K] = oo (da schon die Potenzen X} mit
i € INU {0} linear unabhéngig sind).
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18.10 Symmetrische Funktionen 151

(2) Die Galoisgruppe G(F/K) besitzt eine zur symmetrischen Gruppe S,
isomorphe Untergruppe S}, denn jede Permutation m € S,, induziert
einen Isomorphismus

™ KXy, ..., Xa] = K[X1,..., X0,
f(Xla e 7Xn) = f(Xﬂ'(l)v e 7X‘n'(n)) 3
und also einen K-Automorphismus

7 F— Fmitnr (h) _’/T*(h)
fir g,h € K(X1,...,X,), h # 0. Dies ist wohldefiniert, und (7*)~!
wird durch 7! induziert.

18.10 Symmetrische Funktionen

Definition. Sei F' = K(X;,...,X,,) wie in 18.9. Dann heiflen die Elemente
des Fixkorpers

FSi.={feF|n*(f)=f firalle 7 € S,}
symmetrische Funktionen, (weil sie festbleiben unter der Wirkung der sym-
metrischen Gruppe).
Beispiele fiir symmetrische Funktionen sind die elementar symmetrischen
Funktionen:
so:=1, s1:=X1+ -+ X, (Spur)
s2:=X1Xo+ -+ X1 Xp + XoXsg+- + Xo X+ + X1 X

=> XX,

1<j

Sm = Z X’il""'Xim

11 <t < - <im

Sp=X7-...- X, (Norm)

Bemerkung. Seig=(X-X;)-...-(X—-X,) € K(Xy,...,X,)[X]. Dann
erhélt man durch Ausmultiplizieren und Ordnen nach Potenzen von X

g=X"— 51 X" 5 X% — o (=1)"s, = Z(fl)isiX”*i
i=0

(vgl. Beispiel 15.3 fiir n = 4 mit x; statt X;).
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Satz.
Sei K ein Kiorper, F = K(X,...,X,) der Kdrper der rationalen Funktio-
nen in den Unbestimmten X1,...,X,, und sei Z der Teilkérper der sym-

metrischen Funktionen. Dann gelten:

(a) Z =K(s1,...,8n), wobei s1,...,s, die elementarsymmetrischen Funk-
tionen sind.

(b) F ist Zerfillungskérper des Polynoms g := Y. (—1)is; X"~ € Z[X].

i=0

(¢) F ist galoissch iiber Z mit Galois-Gruppe G(F/Z) ~ S,,, insbesondere
ist [F: Z) =nl.

Beweis. Sei Zyg = K(s1,...,8,). Dann gilt Zy C Z C F, und es ist

F = 7Zy(X1,...,X,), da die elementarsymmetrischen Funktionen Polyno-

me sind. Nach der Bemerkung ist F' Zerfillungskorper des (separablen)

Polynoms g € Zy[X]. Also ist F galoissch iiber Zy nach 15.8. Nach Bemer-

kung 18.9 ist Z = F%: mit S ~ S,,. Nach 15.5 und 15.4 folgt

[F:Zy) <nl=|S|=[F:Z

und daher [Z : Zy] < 1 nach Gradsatz. Es folgt Z = Zy und G(F/Z) = S}
(vgl. 15.8). Damit sind (a), (b) und (c) bewiesen. O

18.11 Die allgemeine Gleichung n-ten Grades

Definition. Sei K(uy,...,u,) der Kérper der rationalen Funktionen in
den Unbestimmten uq, ..., u, liber einem Kérper K. Das Polynom

f=X"4+w X" ' fup 1 X +u, € K(ug, ... up)[X]

heif}t allgemeines Polynom n-ten Grades iber K, und die Gleichung f =0
heiflt allgemeine Gleichung n-ten Grades tiber K

(Die Koeffizienten sind hierbei Unbestimmte. Durch Spezialisieren u; — a;
mit a; € K fiir i = 1,...,n erhdlt man daraus ein Polynom aus K[X]).

Satz.
Die Galoisgruppe G(f) der allgemeinen Gleichung n-ten Grades ist zur
symmetrischen Gruppe Sy isomorph.

Beweis. Seien v, ..., v, die Nullstellen von f, und sei L Zerfiallungskorper
von f iiber K(uq,...,uy,). Nach 18.10 ist dann

n

f=X =) (X —va)=> (=1)si(vr,...,v0) X" "

=0
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Durch Koeffizientenvergleich folgt u; = (—1)%s;(v1,...,v,) € K(v1,...,v5)
und also L = K (vy,...,v,). Wir zeigen:

F = K(Xl,...,Xn);>K(Ul,...,7)n):L

Z:=K(s1,...,80) —— K(uy,...,up)

Dann folgt G(f) ~ G(F/Z) ~ S,, nach Satz 18.10.

Der Ringhomomorphismus ¢: K[Xq,...,X,] — L sei durch ¢(X;) = v; fir
i=1,...,nund ¥(a) = a fiir a € K definiert. Dann gilt ¥ ((—1)%s;) = u;,
und v induziert einen Isomorphismus

0: K[s1,-.,85] — Klug,...,up]

mit Umkehrabbildung u; +— (—1)%s;. Hieraus folgt, dass v injektiv ist,

denn ist g # 0 im kern(¢), soist z := [] #*(g) # 0 und o(z) = =z fiir alle
TESH

o€ Sr=G(F/Z). Alsoist x € Z. Es folgt 0 # z € kern(p) im Widerspruch

dazu, dass ¢ injektiv ist. Daher induziert ¢ einen Isomorphismus F' ~ L

und ¢ einen Isomorphismus Z ~ K (uq,...,Uy). O

Korollar. Seichar(K) = 0. Dann ist die allgemeine Gleichung n-ten Gra-
des iber K fir n = 2,3,4 durch Radikale aufiésbar und fiir n > 5 nicht
durch Radikale aufiosbar.

Beweis. Sei f =0 besagte Gleichung. Dann ist G(f) ~ S,, nach dem Satz.
Da S, fiir n < 4 auflosbar ist, und fiir n > 5 nicht auflésbar ist nach 5.7,
folgt die Behauptung aus 18.7. O

Lernerfolgstest.

e Wie vereinfachen sich die Beweise von 18.6 und 18.7, wenn alle
Einheitswurzeln in K liegen ?

e Wie vereinfacht sich der Beweis von 18.7, wenn R galoissch ist 7

18.12 Ubungsaufgaben 77-80

Aufgabe 77. Man ermittle die Galoisgruppe von X% + 2 € F5[X].

Aufgabe 78. Man entscheide, ob die Gleichung X® + 3 = 0 iiber Q durch
Radikale auflosbar ist.

Aufgabe 79. Man bestimme die Galoisgruppe von X% + 2 € Q[X].

Aufgabe 80. Sei L der Zerfillungskorper des Polynoms X4 —10X?2 +21 €
Q[X]. Man bestimme die Galoisgruppe G(L/Q) und alle Zwischenkérper.
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19 Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

Lernziel.

Fertigkeiten: Zirkel- und Linealkonstruktionen mit Galoistheorie in
Zusammenhang bringen

Kenntnisse: Aussagen zur Konstruierbarkeit: Wiirfelverdoppelung,
Quadratur des Kreises, Winkeldreiteilung, regelméfliges n-Eck

Wir identifizieren R? mit dem Kérper C = {a+bi | a,b € R} der komplexen
Zahlen. Sei z = a + bi mit a,b € R. Dann ist a =: R(z) der Realteil und
b =: Y(z) der Imagindrteil von z. Wie {iblich setzen wir

|z| = Va2 + b? und z=a-—bi.

Sei M eine Teilmenge von C, die mindestens zwei Punkte enthalte, (mit
Punkten sind hier Elemente von C gemeint). Wie in 0.4 definiert, sei M die
Menge der aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte in C.

19.1 Konstruktion von Senkrechten und Parallelen

Bemerkung. Es seien g eine Gerade in C, die mindestens zwei Punkte
aus M enthalte, p € M ein Punkt, der nicht auf g liege, und g+ die zu g
senkrechte Gerade durch p. Dann gelten:

(i) Der Schnittpunkt von g und g+ liegt in M . Man sagt dazu auch: Der
Fufipunkt des Lotes von p auf die Gerade ¢ ist mit Zirkel und Lineal
aus M konstruierbar.

(ii) Die Parallele von g durch p ist die Verbindungsgerade zweier Punkte
aus M .

Beweis. (i): Wir wihlen einen Punkt ¢ € M, der auf g aber nicht auf
g+ liegt, und schlagen einen Kreis um p vom Radius pg := |p — q|.
Dieser Kreis schneidet g in ¢ und in einem weiteren Punkt ¢'. Es ist
¢ € M, (da ¢’ durch Operation (2) in 0.4 gewonnen wird). Schligt
man nun Kreise vom Radius pq um ¢ und um ¢’ , so liegen die beiden
Schnittpunkte dieser Kreise auf g+ und sind in M, (da sie durch
Operation (3) in 0.4 gewonnen werden). Der Schnittpunkt von g und
g+ liegt dann in Z/\l\, (da er durch Operation (1) in 0.4 gewonnen
wird).

(ii): Es sei s der Schnittpunkt von g und g, also s € M nach (i). Der
Kreis vom Radius 5p um p schneidet g in s und in einem weiteren
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Punkt s . Es ist s’ € M , (da s’ durch Operation (2) in 0.4 gewonnen
wird). Schliigt man nun Kreise vom Radius ss’ um s und um s’ so
liegen die Schnittpunkte dieser beiden Kreise auf der Parallelen von g
durch p. Sie sind in M, (da sie durch Operation (3) in 0.4 gewonnen
werden).

O

19.2 Lemma iiber konstruierbare Punkte

Lemma. Es gelte {0,1} C M C C. Dann hat die Menge M aller aus M
mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte die folgenden FEigenschaften
und bildet insbesondere einen Teilkérper von C .

(1) Esist i€ M.

)
(2) Ist 2 € M, so sind |z, R(2), S(2), z € M.
(3) Sz'ndzl,z'gel/\i\, 50 SindZ1+ZQEM\ und —zy € M.
)

(4 Sindzl,zgej\//.f7 20 #0, so sindzlzgel\/j und 251 c M.
Beweis. Die reelle Gerade R enthélt die Punkte 0,1 € M .

(1): Esist —1 ein Schnittpunkt von R mit dem FEinheitskreis E vom Radius
1 um 0, und daher gilt —1 € M gemif der Operation (2) in Abschnitt
0.4. Der Abstand zwischen —1 und 1 ist 2, und daher sind die beiden
Schnittpunkte der Kreise vom Radius 2 um 1 und um —1 in M gemif
Operation (3) in 0.4. Die Verbindungsgerade dieser Schnittpunkte ist
die imaginére Achse. Schneidet man diese mit I, so erhélt man ¢ € M.

(2): Es ist |z| ein Schnittpunkt der reellen Achse mit dem Kreis um 0 vom
Radius 0z . Also ist mit z auch |z| € M . Schreiben wir z = a + bi mit
a=R(z) und b = J(z), so ist a der FuBpunkt des Lotes von z auf R,
und daher gilt a € M nach 19.1. Es ist Z ein Schnittpunkt des Kreises
um a vom Radius @z mit der Geraden durch z und a, also gilt z € M .
Wegen (1) erfiillt auch die imaginire Achse Ri die Voraussetzung an
die Gerade g in 19.1, und daher ist bi € M als Fufipunkt des Lotes von
z auf Ri. Es ist dann auch b € M als Schnittpunkt des Kreises um 0
vom Radius |bi| = |b| mit R.

(3): Sind z; und 2» linear unabhéngig, so schlage man einen Kreis um z;
mit Radius |z3] und einen Kreis um zo mit Radius |z;|. Einer der
Schnittpunkte der beiden Kreise ist dann Eckpunkt des von z; und 25

ALGEBRA, UNIVERSITAT GOTTINGEN 2006/2007



156 19 Konstruierbarkeit mit Zirkel und Lineal

aufgespannten Parallelogramms und also gleich 21 + 22 . Hieraus folgt
21+ 29 € M. Sind z; und 2o linear abhéingig und ist zo # 0, so erhélt
man z; + zo als Schnittpunkt der Geraden durch 0 und z, mit dgln
Kreis vom Radius |z2| um z; . Also ist dann ebenfalls z1 + 25 € M .

Speziell fiir z; = 0 ist —z3 ein Schnittpunkt und liegt daher in M .
(4): Nach Definition der Multiplikation in C ist
z122 = (a1az — biba) + (a1by + asby )i

fiir 21 = a1 +b1i und 2o = ag +byi mit ay, as,b1,b2 € R. Um z129 € M
zu zeigen, ist nach (2) und (3) nur noch zu zeigen, dass rs € M gilt
fiir alle positiven reellen r, s € M :

Mit s liegt auch si in M, wie man erkennt, wenn man einen Kreis vom
Radius s um 0 schlagt.

Wir betrachten, wie im linken Dreieck illustriert, die Parallele durch si von
der Geraden durch ¢ und r. Deren Schnittpunkt z mit R liegt in M , wie
aus 19.1 (ii) folgt.

51 1
5t r<s st r>Ss
1
ri
0 r x 0 1 t 0 t 1
Nach dem Strahlensatz gilt — = ﬁ =1 und also z =rs € M.
r i

Um z, e M zu zeigen, geniigt es nach dem Vorangegangenen r—! € M

fiir alle positiven reellen r € M zu zeigen, denn es ist z; ' = Z5 - |22|72.
Dies folgt analog aus 20.1 (i) und dem Strahlensatz. Wie durch die beiden

s t s =
rechten Dreiecke veranschaulicht, gilt danach — = 1 und also — € M fiir
r r

alle positiven reellen r, s € M. O
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19.3 Waurzeln konstruierbarer Punkte

Satz. Es gelte {0,1} C M C C. Dann ist der Korper M der aus M mit
Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte quadratisch abgeschlossen, d. h.
zu jedem Punkt z € M gehaort auch der Punkt \/z zu M. (Dabei bezeichnet
Vz eine kompleze Zahl w mit w? = z.)

Beweis. Nach 19.2 sind r := |z] sowie § und 7! in M . Wir stellen z # 0
in der Form z = r(cos ¢ + isin cp) dar, wobei r > 0 und —7 < ¢ < 7 gilt.
Es ist \/z = £/ (cos § 4 isin ¥). Da man die Winkelhalbierende stets
mit Zirkel und Lineal konstrmeren kann, ist nur noch zu zeigen, dass /7
in M liegt. Wir betrachten zunéchst den Fall r > 1. Sei 1 + bi mit b € R
einer der Schnittpunkte des Kreises vom Radius § um § mit der Parallelen
durch 1 zur imaginiiren Achse. Dann ist 1 + bi € M , (nach 19.2, 19.1 und
0.4), und also gilt auch a := 1+ b2 = |1+ bi| € M nach 19.2.

1+be

N3

N3

Nach dem Satz von Pythagoras ist (f —1)? +b* = (4)*. Hieraus folgt
14+ 0% = r und also /7 = a € M.Im Fall r < 1 zeigt man analog
vr—l € M, woraus dann +/r € M nach 19.2 folgt. O

19.4 Algebraische Formulierung der Konstruierbarkeit

Es sei weiterhin M eine Menge mit {0,1} € M C € und M der Teilkérper
von C aller aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte, vgl. 19.2.
Es ist dann @ ein Teilkérper von M denn Q ist als Primkoérper von C in
jedem Teilkorper von C enthalten, Vgl. 11.6.

Wir setzen M := {z |z € M}. Dann ist auch der Kérper Q(M U M) ein
Teilkorper von M nach 19.2 (2). Wir zeigen, dass jeder Punkt 2z € M
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in einer Galoiserweiterung dieses Korpers von 2-Potenzgrad enthalten ist.
Deren Galoisgruppe ist auflésbar, und wir erhalten dadurch Aussagen {iber
die Losbarkeit einiger Konstruktionsprobleme.

Satz.
Sei {0,1} ¢ M C C, und sei Ko = Q(M UM). Fiir 2 € C sind dann
dquivalent:

(i) Es gilt z € M.

(ii) Es gibt Korpererweiterungen Ko C Ky C -+- C K, C C mit z € K,
und [K; : K; 1] =2 firi=1,...,n.

(iii) Ps ist z enthalten in einer Galoiserweiterung L von Ky, deren Grad
[L: Ko| eine Potenz von 2 ist.

Beweis. Fiir einen Teilkérper K von C sei G(K) die Menge aller Geraden,
die mindestens zwei Punkte von K enthalten, und sei K(K) die Menge aller
Kreise mit Mittelpunkt aus K , deren Radius der Abstand zweier Punkte
aus K sind.

(i) = (ii): Sei K ein Teilkoérper von C, der zu jedem w € K auch die
konjugiert komplexe Zahl w enthélt. Gem&fl der Definition in 0.4 der Kon-
struierbarkeit mit Zirkel und Lineal betrachten wir folgende drei Félle:

(a) Esist z ein Schnittpunkt zweier Geraden aus G(K) .

(b) Es ist z ein Schnittpunkt eines Kreises aus K(K) mit einer Geraden

aus G(K).
(c) Esist z ein Schnittpunkt zweier Kreise aus IC(K)

Wir zeigen, dass in jedem dieser Félle z in einer Korpererweiterung vom
Grad < 2 von K enthalten ist. Durch Induktion folgt daraus die Aussage
(ii).

Im Fall (a) gibt es A, N € R und 21, 29, 21, 25 € K derart, dass z; + A2y =
z =21+ Nz gilt. Da 21 £%7 € K und 21 = a1 + b1 mit a1, b € R gilt, sind
a; und by in K. Analoges gilt fiir 25, 21, 25 , und wir erhalten ein lineares
Gleichungssystem in A, \' der Form

a; + Aag = aj + Naj
bii + Abai = byi + N'byi

mit Koeffizienten ag, a},, byi, b0 € K fiir k = 1,2. Es folgt dann A\, N € K
und also auch 2 = z; + Az € K.
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Im Fall (b) habe der Kreis den Mittelpunkt z3 = ag + bsi und Radius 7.
Der Schnittpunkt z = z; + Azo dieses Kreises mit einer Geraden aus G(K)
erfiillt die Gleichung

(Aag + a1 — as)? — (Nbai + byi — bgi)? =72

Dies ist entweder eine lineare oder eine quadratische Gleichung in A. Im
ersten Fall folgt A € K und daher z € K. Im zweiten Fall erhdlt man eine
Gleichung der Form A? + pA + ¢ mit p,q € K , und es folgt A = =5 + /w
mit w = Iz — ¢ . Hieraus folgt z € K(v/w).

Im Fall (c) seien die beiden (verschiedenen) Kreise durch die Gleichungen

(a—a))? — (bi —bi)? = 12

(a —az)? — (bi — byi)*> = s*

gegeben. Subtraktion ergibt za+ybi = t mit x,y,t € K und (x,y) # (0,0).
Weil die Mittelpunkte der beiden Kreise verschieden sind, beschreibt diese
Gleichung eine Gerade aus G(K) , die die Kreise in z schneidet. Wir kénnen
nun wie im Fall (b) schlieflen.

(i) = (i): Da M nach 19.2, 19.3 ein quadratisch abgeschlossener Teilkor-
per von C ist, gilt diese Implikation.

(ii) = (iii): Nach 15.9 kann K,, in eine Galoiserweiterung N von K ein-
gebettet werden. Sei G(N/K) = {o01,...0p} ihre Galoisgruppe, und sei
L das Kompositum der Korper o1(K,),...,0m(K,). Dann ist L galoissch
iiber Ko nach 16.3, und L entsteht aus Ky durch sukzessives Ziehen von
Quadratwurzeln, weil dies fur K,, und alle ¢;(K,) mit j = 1,...,m gilt.
Also ist der Grad von L iiber K| eine Potenz von 2, und esist z € L,, C L.

(iii) = (ii): Die Galoisgruppe G(L/Kj) hat nach 3.3 eine Normalreihe mit
Faktorgruppen der Ordnung 2. Dieser Normalreihe entspricht nach dem
Hauptsatz der Galoistheorie 16.1 ein Kérperturm wie in (ii) verlangt. O

19.5 Konstruierbare Punkte haben 2-Potenzgrad

Korollar. Sei {0,1} ¢ M C C, und sei Ko = Q(M UM). Dann ist der
Korper M aller aus M mit Zirkel und Lineal konstruierbaren Punkte eine

algebraische Korpererweiterung von Ky, und fiir jedes z € M ist der Grad
[Ko(z) : Ko] eine Potenz von 2.

Beweis. Dies folgt unmittelbar aus Satz 19.4 und dem Gradsatz 11.7. [
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19.6 Delisches Problem der Wiirfelverdoppelung

Kann man das Volumen eines Wiirfels durch Konstruktion mit Zirkel und
Lineal verdoppeln? Betrachten wir einen Wiirfel der Kantenlédnge 1, so hat
der Wiirfel doppelten Volumens die Kantenlinge /2, und der Punkt /2
ist aus M = {0,1} mit Zirkel und Lineal zu konstruieren. Dies ist aber
nach 19.5 nicht méglich, da Q(3/2) den Grad 3 iiber @ hat. Das Delische
Problem der Wiirfelverdoppelung ist also nicht lésbar.

19.7 Problem der Quadratur des Kreises

Kann man einen Kreis, der durch Mittelpunkt und Radius gegeben ist,
durch Konstruktion mit Zirkel und Lineal in ein Quadrat gleichen Fliachen-
inhalts verwandeln? Der Flidcheninhalt des Kreises um 0 vom Radius 1
ist gleich 7. Das Quadrat mit dem Flicheninhalt 7 hat die Seitenldnge
/7. Da 7 transzendent iiber @ ist (wie Lindemann 1882 in der Zeitschrift
Mathematische Annalen bewiesen hat) und {/0,_1\} nach 19.5 eine algebrai-
sche Korpererweiterung von Q@ ist, ist also das Problem der Quadratur des
Kreises nicht 16sbar.

19.8 Problem der Winkeldreiteilung

o

Kann man zu einem Winkel o den Winkel § mit Zirkel und Lineal kon-
struieren? Dieses Problem ist im allgemeinen nicht I6sbar.

Beispiele. (1) Der Winkel % = 60° ldsst sich nicht mit Zirkel und Lineal
dritteln.

(2) Der Winkel 7 = 90° hingegen ist mit Zirkel und Lineal zu dritteln.

Beweis. (1) Aus der Konstruierbarkeit des Winkels von 20° wiirde die Kon-
struierbarkeit des Winkels von 40° folgen, und also miisste die primitive
9-te Einheitswurzel ¢y = e2™/9 konstruierbar sein.

Es ist aber [Q(g) : Q] = ¢(9) = 6 nach 17.6 und 17.2 und also keine
2-Potenz im Widerspruch zu 19.5.

(2) Der Punkt z = cos § +isin § ist aus M = {0, 1} mit Zirkel und Lineal
konstruierbar, denn es ist z = i%\/g + % und also Nullstelle des qua-
dratischen Polynoms X? —iX —1 € Q(i)[X]. Dai € M gilt nach 19.2,
folgt z € M aus 19.4 »(11) = ().

O
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19.9 Problem der Konstruierbarkeit von regelmifligen
n-Ecken

Lemma. Sein € N,n > 3. Das regelmdflige n-Eck ist genau dann mat
Zirkel und Lineal konstruierbar, wenn ¢(n) eine Potenz von 2 ist. (Dabei
bezeichnet ¢ die Eulersche @-Funktion, vgl. 17.2).

Beweis. Das regelmiflige n-Eck ist genau dann mit Zirkel und Lineal kon-
struierbar, wenn die primitive n-te Einheitswurzel ¢, = 27/ in M liegt
fir M = {0,1}. Es ist Q(¢,) galoissch iiber Q vom Grad ¢(n) nach 17.6
und 17.2. Ist ¢, € M, so ist ¢(n) eine Potenz von 2 nach 19.5. Ist um-
gekehrt ¢(n) als Potenz von 2 vorausgesetzt, so folgt ¢, = e2mi/n ¢ M
aus 19.4 ,(iii) = (i)“. O

Bemerkung. Eine Zahl F; heifit Fermatsche Zahl, wenn sie von der Form
22" 41 ist; zum Beispiel sind Fy = 3, F} = 5, Fy, = 17, F5 = 257 Fy =
65537 Primzahlen und werden daher Fermatsche Primzahlen genannt, aber
man weif3, dass die Fermatsche Zahl F) fiir 5 < £ < 16 keine Primzahl ist.

Satz.
Sein € N, n > 3. Das regelmdfSige n-FEck ist genau dann mit Zirkel und
Lineal konstruierbar, wenn es ein m € Z,m = 0, und paarweise verschie-

dene Fermatsche Primzahlen pi,...,ps gibt mit n = 2™ -py - -+ - ps oder
n=2".

Beweis. Sein = 2™-p"*---.-p™= die Primzahlzerlegung von n mit paarweise
verschiedenen Primzahlen p; # 2,...,ps # 2 und mq,...,mgs > 0. Wie
in 17.2 gezeigt wurde, ist dann

om=1. =ty 1) pmel(py— 1) falls m >0
p(n) =
P T o= 1) Pl (s — 1) falls m = 0
Also ist ¢(n) genau dann eine Potenz von 2, wenn my = -+ = my = 1 gilt
und p; — 1,...,ps — 1 Potenzen von 2 sind. Dabei gilt fiir eine Primzahl

p # 2, dass p— 1 genau dann eine Potenz von 2 ist, wenn p eine Fermatsche

Primzahl ist. Denn ist p = (222)]C + 1, mit ungeradem k£ € IN, dann muss
k = 1 gelten, weil man andernfalls die Primzahl p echt zerlegen kénnte in
p= (22£ +1) ((222)]’“_1 —-+++1). Der Satz folgt nun aus dem Lemma. [

Lernerfolgstest.
e Schildern Sie den Zusammenhang von Galoistheorie mit Zirkel-
und Linealkonstruktionen.
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20 Algebraischer Abschluss eines Korpers

Wir sind bei der Herleitung der Galoistheorie mit dem Begriff des Zer-
fallungskorpers eines Polynoms ausgekommen. In einigen Algebra-Biichern
wird dabei auch noch der algebraische Abschluss eines Kérpers hinzugezo-
gen, weil man mit diesem in vielen Teilen der Mathematik sowieso arbeiten
muss. Wir werden nun in diesem letzten Paragraphen der Vorlesung den
algebraischen Abschluss eines Korpers definieren und seine Existenz und
Eindeutigkeit beweisen.

Es sei K ein beliebiger Korper. Ist zudem eine Korpererweiterung L von K
vorgegeben, so kann man leicht den algebraischen Abschluss K von K in L
bestimmen, so wie wir es in 12.2 auch schon getan haben. Ist aber L nicht ge-
geben, so besteht die Schwierigkeit darin, eine geeignete Korpererweiterung
iiberhaupt erst einmal zu finden. Dazu werden wir in 20.3 den Polynomring
K[X] mit einem System X von beliebig vielen Unbestimmten definieren und
damit in 20.4 den algebraischen Abschluss nach einer Methode von EMIL
ARTIN konstruieren.

20.1 Algebraisch abgeschlossene Korper

Definition. Ein Korper L heifit algebraisch abgeschlossen, wenn jedes nicht
konstante Polynom aus L[X] eine Nullstelle in L besitzt.

Beispiele. (1) Der Kérper C ist algebraisch abgeschlossen, wie in der Vor-
lesung Funktionentheorie bewiesen wird.

(2) Sei L eine Korpererweiterung eines Korpers K . Wenn L algebraisch
abgeschlossen ist, so ist auch der oben erwihnte algebraische Abschluss
K von K in L algebraisch abgeschlossen. (Denn sei f € K[X] ein
nicht konstantes Polynom. Dann hat f eine Nullstelle z in L ; diese ist
algebraisch iiber K und also auch iiber K nach 12.3. Es folgt z € K .)

(3) Der in 12.2 definierte Koérper Q der algebraischen Zahlen ist algebraisch
abgeschlossen, wie aus (2) folgt.

Satz. Fir einen Korper K sind folgende Aussagen dquivalent.
1. K ist algebraisch abgeschlossen.
2. Die irreduziblen Polynome in K[X]| sind die Polynome vom Grad 1.
3. Jedes Polynom f # 0 in K[X] besitzt eine Darstellung
f=cX -z (X —xp,)kn

mit ¢ € K, paarweise verschiedenen x1,...,x, € K und ky,...,k, € IN.
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4. Fir jede algebraische Korpererweiterung L von K gilt L = K .

Beweis. 1. = 2. Sei f irreduzibel und also nicht konstant. Dann besitzt
f nach 1. eine Nullstelle  in K. Nach Lemma 8.2 ist f = (X — x)g
mit grad(g) = grad(f) — 1. Da f irreduzibel ist, folgt grad(g) = 0 und
grad(f) = 1, vgl. 6.13.

2. = 3. Dies gilt, weil K[X] faktoriell ist, vgl. 8.9.

3. = 4. Sei L algebraisch tiber K und = € L. Da das Minimalpolynom
mg von z irreduzibel und normiert ist, gilt m, = X — x nach 3. Es folgt
re K.

4. = 1. Sei f € K[X] nicht konstant. Dann gilt L = K fiir den Zerfillungs-
korper L von f nach 4. Folglich sind die Nullstellen von f in K. O

20.2 Definition des algebraischen Abschlusses

Eine Korpererweiterung K eines Korpers K heifit algebraischer Abschluss
von K, wenn erstens K algebraisch iiber K ist und wenn zweitens K alge-
braisch abgeschlossen ist.

20.3 Polynomringe in beliebig vielen Unbestimmten

Sei H eine abelsche Halbgruppe, also eine Menge mit einer assoziativen,
kommutativen Verkniipfung H x H — H, (h,h’) — h+ k', und einem
neutralen Element 0, zum Beispiel H = Ny mit INg := INU {0}.

Fiir eine nicht leere Menge I definieren wir H' als eine Menge von Abbil-
dungen

H" = {¢: T — H|p(i) # 0 fiir nur endlich viele i € I}.
Es ist dann H' eine Halbgruppe; die Addition ist definiert durch

(o +¢") (@) == (i) + ¢'(4)

fiir alle i € I. Ublicherweise identifiziert man ¢ mit seinem Bild ()
und erhilt H? als Menge aller Familien (h;);e; mit Komponenten h; €
H und h; # 0 fiir nur endlich viele ¢ € I. Die Addition geschieht dann
komponentenweise.

Sei R ein kommutativer Ring, und sei M eine abelsche Halbgruppe. Dann
ist die Halbgruppe R™ eine additive abelsche Gruppe, und wir definieren
eine Multiplikation auf R™ durch

(am)melw . (an)mEM = ( Z ag bi) .
meM

k+l=m
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Damit ist RM ein kommutativer Ring. Fiir m € M sei X™ := (8,0 )neM »
wobei 6, das Kronecker-Symbol sei, also 6 = 0 fiir m # n und
Omn = 1 fiir m = n gelte. Die Elemente von RM kénnen dann in der
Form } s amX™ geschrieben werden mit eindeutig bestimmten Koeffi-
zienten a,, € R, die fast alle 0 sind. Addition und Multiplikation lesen sich

dann so:
D amX™ 4 > by X" =Y (g + b)) X"

meM meM meM
k 0 __ m
und E arX E by X* = E ( E akbg>X .
keM leM meM \k+l=m

Es ist X das Einselement von R™, und vermége der Identifikation von
a € R mit aX? wird R als Unterring von R aufgefasst. Wir nennen R™
einen Polynomring.

Wir betrachten nun den Spezialfall M = INJ mit I = {1,...,n}. Dann
gilt m = (mq,...,my) mit mq,...,m, € Ny fir jedes m € M. Sei X; =
X (0,:,0,1,0,...0) “wohei die 1 an der i-ten Stelle stehe, fiir i = 1,...,n. Das
Monom X™ schreibt sich dann als X™ = X" - ... - X und der Koeffi-
zient Gy, als Gy = Gm,y...m,, fir m € M. Wir schreiben dann R[X7, ..., X,]
anstelle von RM und nennen R[X1,..., X,] den Polynomring in n Unbe-
stimmten Xq,...,X, .

Speziell fiir n = 1, also M = Ny, ist X; = X! = (0,1,0,...). Wir setzen
dann X := X! und erhalten den in 6.12 eingefithrten Polynomring R[X] in
einer Unbestimmten X .

Ist allgemein M = IN) mit einer nicht leeren Menge I, so setzen wir
X; = X%, wobei ¢; = (hj)je[ € M mit hj = (Si,j gﬂt. Wir schreiben
dann fiir den Ring R auch R[X] mit X = (X;);e; und nennen R[X] den
Polynomring in den Unbestimmten X; ;i € I. Die Elemente von R[X] sind
dann definitionsgem#fl jeweils Polynome in endlich vielen Unbestimmten
Xy, X, , wobei {iy,...,i,} die endlichen Teilmengen von I durchlau-
fen, n € IN.

20.4 Existenz des algebraischen Abschlusses

Satz.
Sei K ein Korper. Dann gibt es einen algebraischen Abschluss K von K.

Beweis. Jedem Polynom f € K[X] vom Grad > 1 ordnen wir eine Un-
bestimmte X; zu. Dann betrachten wir den Polynomring K[X¥] in den
samtlichen Unbestimmten X;. Es sei J das von allen Polynomen f(Xjy)
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erzeugte Ideal in K[X], wobel f(Xy) aus f entsteht, indem man in f die
Unbestimmte X durch X ersetzt.

Wir zeigen zunéchst, dass J ein echtes Ideal in K[X] ist. Andernfalls wére
1 €7, und es gébe eine Gleichung der Form

Zgi filXy) =1
=1

mit g1,...,9, € K[X] und fi(Xy),...,fn(Xys,) € J. Ausgehend vom
Zerfallungskorper von f; € K[X] konstruieren wir dann induktiv eine
Kérpererweiterung von K, in der jedes Polynom f; € K[X] eine Null-
stelle x; besitzt, (i = 1,...,n). Setzen wir z; fiir Xy, in die obige Gleichung
ein, erhalten wir den Widerspruch 0 = 1.

Nach 7.6 ist nun J in einem maximalen Ideal 9t von K[X] enthalten, und
Ly := K[X]/9 ist ein Korper nach 7.4. Vermoge der kanonischen Homo-
morphismen K — K[X] — L; konnen wir L; als Kérpererweiterung von
K auffassen, (vgl. Folgerung 6.9). Es ist dann die Restklasse Xy + 9t € L,
eine Nullstelle von f € K[X], (dies sieht man analog wie beim Beweis des
Satzes von Kronecker 12.4 ein).

Durch Wiederholung dieses Verfahrens erhalten wir induktiv einen Koérper-
turm K = Ly C L1 C Ly C ... mit der Eigenschaft, dass jedes nicht
konstante Polynom aus L, [X] eine Nullstelle in L, ;1 besitzt. Der Korper
L := ;2 Ly, ist dann algebraisch abgeschlossen, denn ist f € L[X] ein
nicht konstantes Polynom, so gibt es ein n so, dass f € L,[X] ist, (weil
f nur endlich viele Koeffizienten # 0 hat), und also f eine Nullstelle in
L, 41 C L besitzt. Der algebraische Abschluss K von K in L ist algebraisch
iiber K geméf 12.3 und algebraisch abgeschlossen nach 20.1 (2). O

20.5 Eindeutigkeit des algebraischen Abschlusses

Satz.

Sei K ein Korper, und sei K ein algebraischer Abschluss von K. Dann lisst
sich jede algebraische Kérpererweiterung K' von K in K einbetten, und je
zwei algebraische Abschliisse von K sind K-isomorph.

Beweis. Wir zeigen mit Hilfe des Zornschen Lemmas 7.5 und des Fortset-
zungslemmas 13.1, dass die Inklusion ¢ : K < K eine Fortsetzung zu einem
Homomorphismus K’ — K besitzt.

Sei M die Menge aller Paare (Z, o) mit einem Zwischenkérper K C Z C K’
und einer Fortsetzung von ¢ zu einem Homomorphimus ¢ : Z — K. Dann
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ist M halbgeordnet beziiglich der Relation (Z,0) < (Z’,¢"), beider Z C Z’
gelte und ¢’ : Z/ — K eine Fortsetzung von o sei. Es ist M # (), da
(K,t) zu M gehort. Sei N = {(Z;,04)ics} (mit einer Indexmenge J) eine
geordnete Teilmenge von M . Setzen wir L := Uics Zi und () := o4(x)
fiir z € Z;, so erhalten wir eine wohldefinierte Fortsetzung & : L — K von
¢, und das Paar (L, &) ist eine obere Schranke fiir N. Nach dem Zornschen
Lemma 7.5 besitzt M ein maximales Element (L,c). Es ist L = K’, denn
andernfalls gébe es ein € K’ \ L und nach 13.1 (da z algebraisch tiber K
ist) eine Fortsetzung L(z) — K von ¢ im Widerspruch zur Maximalitit
von (L, o).

Wir haben also eine Fortsetzung ¢ : K’ — K von ¢ gefunden, und diese
ist injektiv nach Folgerung 6.9.

Ist K’ ein algebraischer Abschluss von K, so ist mit K auch o(K') algebra-
isch abgeschlossen, und nach 12.3 ist K algebraisch {iber o(K"). Mit 20.1
,1. = 4.“ folgt K = o(K’), und also ist ¢ dann auch surjektv. O

20.6 Universelle Eigenschaft des Polynomrings

Sei R ein kommutativer Ring, und sei M eine abelsche Halbgruppe. Wir
bezeichnen mit R’ stets einen kommutativen Ring und nennen eine Abbil-
dung o0 : M — R/ mit o(m+m’) = o(m) - o(m’) fiir alle m,m’ € M einen
Morphismus. Der in 20.3 definierte Polynomring RM hat dann die folgende
universelle Eigenschaft.

Satz.

Zu jedem Ringhomomorphismus ¢ : R — R’ und zu jedem Morphismus
o: M — R gibt es genau einen Ringhomomorphismus ® : RM — R’
mit g = ¢ und ®(X™) = o(m) fir allem € M.

Beweis. Jedes Element aus RM hat die Form Y men @mX™ mit eindeutig
bestimmten Koeffizienten a,, € R, die fast alle 0 sind, vgl. 20.3. Wir setzen

Q)(Z amX™) = Z(p(am)a(m)
und erhalten dadurch einen Ringhomomorphismus ® : RM — R’. Ist
nun & : RM — R’ irgendein Ringhomomorphismus mit ®'|z = ¢ und
P'(X™) = o(m) fiir alle m € M, so folgt
D amX™) =D (amX™) =D (am)P(X™) = B> amX™)

und damit ® = @’. O
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Das folgende Korollar zeigt, dass der Polynomring bis auf einen Isomorphis-
mus durch seine universelle Eigenschaft eindeutig bestimmt ist. Insbeson-
dere haben wir dadurch die Moglichkeit im Fall M = INj den Polynomring

RM in n Unbestimmten X, .. .an auch als Polynomring R[Xn} in etner
Unbestimmten iiber dem Ring R := R[X}, ..., X,,—1] zu interpretieren.
Korollar.

Sei S eine kommutative Ringerweiterung von R, und sei ¢ : M — S ein
Morphismus. Der Ring S habe die universelle Figenschaft: Zu jedem Ring-
homomomorphismus ) : R — R’ und zu jedem Morphismus 7 : M — R’
gibt es genau einen Ringhomomorphismus ¥ : S — R’ mit ¥|g = ¢ und
U o, = 7. Dann gibt es genau einen Ringisomorphismus ® : RM =S mit

®|p =1id und &(X™) = «(m) fiir alle m € M.

Beweis. Zur Inklusion R <— S und zu ¢ : M — S gibt es nach dem Satz ge-
nau einen Ringhomomorphismus ® : R — S mit |z = id und ®(X™) =
t(m) fiir alle m € M. Wegen der universellen Eigenschaft von S gibt es
zur Inklusion R < RM und zum Morphismus M — R | m +— X™  genau
einen Ringhomomorphismus ¥ : S — RM mit ¥|z = id und ¥(¢(m)) = X™
fiir alle m € M. Dann sind ®oV¥ : § — S und die Identitit idg : S — S zwei
Ringhomomorphismen, deren Einschrinkung auf R jeweils die Identitét er-
gibt und die beide «(m) fiir jedes m € M festlassen. Nach Voraussetzung
kann es aber nur einen solchen Ringhomomorphismus geben, und es folgt
PoV =idg.DaVod: RM — RM und idga : RM — RM zwei Ringhomo-
morphismen sind, deren Einschriankung auf R jeweils die Identitdt ergibt
und die beide X™ fiir jedes m € M festlassen, folgt aus dem Satz, dass
Vod =idrm gilt. O
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