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#��	��/� ��� ������������� �$ ��� /�# ��#�	���� �$ 	������ -������ 1����
����� �$ I78 �*"� +'��� "�������	 ��1�� ����	����,� ��� ����$ �$ ����/*
	*	��� �� � ����$ �� ��� �"�	��� 6/�� '��	� 	������� ��$�������� �/���
��� �������������� -��	� ��� �"�	��� 6/�� �$ � ��	�� ��#�� 	�� /� �#���
��6�# '��� � ����� �$ -	��/��� 1�������� �� �� �?�� L�� 1�����* ���
���	� �$ =��/����� �� ��� ����$ �$ ����/* 	*	��� �� �� ������� �� ���

'������C�	.� ����/��� ��� 	��?	����� �$ ���� ������� '��� ���"�	� ��
��� 2�3�#���8��3��� /���� ���' �� ����������� "������ '��	� 	�� �� ���
��� ���# /� #��	��/�# 	��/����������* ��# '��	� �� ��� ����� ���# ��
������# �� ��� 	��������* �$ 	������ �������	����� �$ -	��/��� 	���� '���
�""����� -	��/��� 1�������� �� ��� �?�� L�� 1�����*� ���� �� J���� '��.
'��� ������ C������

�	���������	 �������� D4������� �	 &	��� ��������������
!����" �"��"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � )�


 #��	��� � 6���� 	����	�������	 ������ �$ ��� �����* �$ D���#�����

���� ���� ������ ��� �������� ��������������
���)�� ���#" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ))

���� �� � ����� ��"��� �� J���� '��. '��� ���� ���	����1 ��# �� 8�1��
�� '��	� '� ��1� � ��" �$ #�<�������� ���#�# ����/��� $��� �����"�� "��*�
���������� �� ����/���	 	*	��� ����� � 	������ .��# �$ ������



��� ����	����

���	������ �� 2� �	����� ����������	 ������
!�  ���� � ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

��� #�$�������� �"�	� �$ � $����� ����#���������� ����" �$ ������
n "�������� �� ��6���� ��'�� �$ ������	���* M���� 	�1������ '��	� ��� #��
6��# /* ��� ������� "����� �$ ��� ���1����� #�$��������� �* ��� '��. �$
C����� ��# ��*��� ��� .��'� ���� ��� ��#�	��1� ����� �$ ��� 	�����"��#�
��� l��#�	 	��������* ����"� �����3�� 8������#� ��# A�	B����8������#�
	�����"��#��	�� �� ��� ��##�� #������ H� ���#* ������� B�����	��"�	�
�#�	 �"�	�� �� '��	� ����� M���� 	�1������ ��� #�����* 	�������# ��#
'��	� ���1� �� ��#������# ��� 	��������* ����"� �����#� ��� ��##��
#������

�	���������	 �� ����$�� 5���� ������ �
!����� ��� ���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

����� ��� ����� $��� �* 6��� ���. �� ����1�	 C�#�� �����* �������
��� ��� 	������	���� �$ ����� ����# C�#�� ����	����� ��# ����� ����1�	
�������

%���������	� 	��� ���6�������
���)�� ����$��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

H� ��"���� ��� ��	��� "���$ �$ !������N� 	��J�	���� /* ���O�����	��

7�	�� $��'������ ������������ 2�	���	���%�������	��	'
%���� ����"� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �


� 9������ '��#� ���� 7��$:����� �� #�� ���������	�� 8������#�4
2�����"��#��3 ����/�� ��� C��/��	. ��$ ������ &�������� �� '����
1��3'������ =����

���	������ K�������	 �	� �	������ %,�������������	��	

���$ %������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

8�� E/F /� � 6���� ��"���/�� 6��# ��������� ��# ��� m #����� ���
�������� "��� �$ log2[E : F ]� 5�1�# 8��" ���'�# ���� �$ char(F ) �= 2
���� $�� n � m ��� n�� "�'�� �$ ��� $��#������� �#��� �� ��� H���
���� �$ E �����6�� ��� �B�����* InE = In−mF · ImE� 
� ���� ���� 

"������ ��� ��������� �B�����* $�� ��� ������ K�����"� ���� �� KnE =
Kn−mF ·KmE $�� n � m�

3�������� 8����	

���$ %������� ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �%�



����	���� ��


� ���� ������	� ������	����� 
 �����#�	� ������� +� ∈ N, �1�� ��
��/�����* 6��# F � ���* ���������� 	����	�������	 "��"������ �$ B��#����	
$���� �� ��	� � '�* ���� ��� ������ ��� ��� ��$���� $�� � = 2 '���
char(F ) �= 2� ����� ��$���� '��	� 
 ���� ���� $������ ����� �� �������
���� ��� �� /� ���$�� $�� ��� ���#* �$ ��� ������ K������* �$ � 6��#�
��� 	����	���� /��'��� /��� ����� �� ����/�����# /* � ������ �$ ��"�
��������3��� 5��3���N� #�������7���	�����������

7���������	��� �� %�3 �	 H−1(T)
&��$�� 
����"�� ' �� �� &���"�( � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

H� ���1�* ��	��� "������� �� ��� ���#* �$ ����*��	 "��"������ �$ ���
������� �$ ��� 2#9 �B�������

5��������� �  ����	��	 ��� ��		��������
����	 ��� 	�����	�����$�� %�������
(���	���	
� ���� 
�)���� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

H� #��	��/� ��� ����	���� �$ ��� �"�	� �$ �������"��	 ���J�	�����
���� 1�������� �$ ����������1� 2�#���� #�������� +J���� '��� A� �� C'���
��# �� I��������,�

(�� �������	� x2 + y3 = z7

!����" � �"" � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �(�

5�� ����	���� �� ����� ��� ��� -"�3���$��� #�� 1���������������� =���
����	��� ����	���� xp + yq = zr '�/�� ��� ��	� $:� "������1� +#���
������$���#�, ���33������ 8������� ������������� 7���� 7���/��� 1��
5����� ��# ����1���� 3�$���� ��/� �� ��� ��#��	� 1���� ���	�� 8�������
'��� 1/p+1/q+1/r < 1 ���� 
� E���������/��� ��� �J��� I����� +F!
���.���*, ��# 7# -	���$�� +-���� !����, ��� �� ��� .:�3��	� �������� 3�
3����� #��� #�� 8���� /�.������ 8������� �� =��� (p, q, r) = (2, 3, 7) 1����
��@�#�� ���� 5�� I��/��� '��# #�/�� ��#�3���� ��$ #�� ���������� #��
����� #�� ���������� I��.�� ��$ ����� &���� 1�� 2��1�� 1�� ���	���	��
� '�/�� '�� /�� #�� ��$�������� #�� 8���� 1�� 2��1�� D/���������� 1���
'��#�� '�� ��� ��	� �� ��'��� #�� =������	��� 9�������� 1��.������
5�� ���������� #�� ���������� I��.�� ��$��#��� #�� ����	����� #��
���#����H����&����� #�� A�	�/��	��� ������� 2��1��P '�� ��/�� #�$:�
5��	���������#�� 1��������������� =:� ���� /�� ��$ ���� 2��1� �@��� ��	�
#��� !��/���*� �����#� ��'��#�� �� #�� I��.�� 3� 6�#��P /�� #��
���3��� 2��1� '�� ���� ���� 
#�� ��$��#����	��



��� ����	����

9������	�� #�"��	��� �� 2�	� ��	���� �	 ����� 3��������
*� � ��""� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ���

H� 	����#�� � ����	 1�����* X �1�� C ��# ��� ���������# �� ��� ���
�����	� �$ � $��� +�������*, ��	�"������ ��B���	� �$ ���� /��#��� �� X �
;� ����	 ���$�	�� '� 	������	� � $��� ��	�"������ ��B���	� �$ ���� /���
#��� ��# �/���� 	������� '��� ���� ��B���	� �� ���� �������* ��	�"�������
�����1�� '� #��	��� ���� ��������3������ $�� ������ #���������� ����	
1���������

8�*���	 $�� 	���� ��������	�	 ��� �	 P4

�����+���� ��� ���� (�� �� �$��, +��. -�.��)��#�� ' 
� ������

*�.��# � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �)�
7��������# ��# I��.��� ��/�� �)0) ��3���� #�Q �� ��� ��#��	� 1����

=������� 1�� =�@	��� ��	�� ����������� �*"� �� P4 ��/�� ��� ����� ��� ��
��	�� �������� #���� =������� 1�����@�#�� 3� .�����63������ H�� �������
#�� /�.������ 2�����6.����������/����� 1�� ��# ��/�� ����� D/��/��	.
:/�� #�� /����� /�.������ =�������� 5��� ���@����� '�� '�� '�� ���
C��$� 1�� !��"��������/��������#�� :/�� 2��"��� #�� !����.�������.
 ���� ���� =������ ���������� =�@	��� �� P4 .���������� ��/�� ��# '��
��� ��	�'���� #�Q #���� =�@	��� ��	� !����.�������. � ����$��� '��#��
.������

���������� 5��'� �����-����� ��$����� �	� ������� �����
%�� ���.��� �������� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��

H� ��"��� �� ��	��� '��. �� ���������	 C��3�/��	��E����� #�1�����
�� C��/��� ��#���� ���$�	��� ����� #�1����� 	�� /� 1��'�# �� ��� 	��
�?	����� �$ �� ����"��	 ��#���� $��� �$ '����� �'� '��� 1����� �� ��
���������	 !��' ����" �� ������* �� ��� 	�����	�� ������ �$ C��3�/��	�
��# E������ ��� �������	���� �$ ���� ��#���� $��� '��� ��� ��	��# "�'��
�$ ��� ���� /��#�� �$ ��#���� $���� �B��""�# '��� ��� I�������� �����	
	�� /� #��������#� 
� "����	���� '� �/���� ��� ���������	 ���$ �������	�
���� ���/�� �$ ��� ���� /��#�� �$ ��#���� $�����

3�������� ���� &	����� ��	������ ����� ������	��� ��	�
%��#�� ������ � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �  ��

H� "������ � 	��/��������� �""���	� �� ��������	�� "��"������ �$
1�������� '��� 6�����* ��������# ����� 	���#����� ����� =�� ����"�� ��
����'� �� ��1�������� ������������� ��� I�	��# ����" ��# ��� ��"�� 	����
;�� �""���	� ��������3�� ��� 	��/��������� #��	��"���� �$ ����	 1���������



����	���� ����

�	� ���������� ������������ #��������� �	� 2����	��	 $�	 ����������	
(��������	��	
��� ����"$��� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �   �

H� #��	��� ���� ��	��� �""��	������ �$ � �'����# ��"�����	�� ���	�
$������ �� ��$�� �$ �������"��	 ��"�������������





�����������

���� 1����� 	������� ��	���� ����� $��� ��� ��������
� R��/�� �����*
� ����/���	 �������*
� ��������	 �����#� �� ��"����������� �����*

'��	� ���. "��	� �� ��� ���������	� 
�������� �$ ��� F��1�����* �$ ���������
#����� ��� H����� ����  ���� ��%� ���* ��1� /��� �������# �� 	���������	��
��#��� ������ ��� 	�����/������ ��"��� �� ��	��� '��. /* ��� ��������

S��� ��	���.��

=�/����* �   ��%





����������	��� 
������� ��������

��� ������	
�� ����� �� �	

��������� ��������� �������

� ��� ������� 	
 ����	 ����������

�� �����
���������	�
������ ��� ��������	� ���������� �� ���� ����� �����
������ • ������ � ���������	��
����	����

�������� � �� ������ � ��� ������� � �� �� ��!�"� ��# $�! ��������� ��"%����� ���
�� ��� ����� �& � �� �!� ��������� �& � '� � ��(�� ��������� $�! � �� �� ����� �� �!�
����p &����"���� ����� �& P1

Q̄
− {0, 1,∞}�

�� ��� ���
� ���
	 
	 P1 − {0, 1,∞}
8�� X = P1

Q−{0, 1,∞}� =�� ��* ����/���	 ��������� F/Q '� ��* 	����#��
��� M���� $��#������� ����"

π
�1 (XF ) ∼= lim←
Y/XF �����

���(Y/XF ).

��� $��#������� ����" �1�� Q̄ �� 	����# ��� ��������	 $��#������� ����"
��# �� �� ������"��	 �� ��� "��6���� 	��"������ �$ ��� ��"�����	�� $��#�������
����">

π
�1 (XQ̄) ∼= ̂π1(X(C)),

)���(�� ����� �����



� 	� ���	���

��# �� ��� ��������	 $��#������� ����" �� � $��� "��6���� ����" �� �'� ����
��������

8�� GQ = Gal(Q̄/Q)� ����� �� � $��#������� ���	� ��B���	�

1→ π
�1 (XQ̄)→ π
�1 (XQ)→ GQ → 1.

���� *���#� � 	�����	�� ����� �	����

ρ : GQ → Out(π
�1 (XQ̄)).

��� ��" ρ �� ��J�	��1� /* � ������� �$ ���*�N��
H� ��' '��� �� '��. '��� ��� "���� �� � ���� �� 6� � "���� ���/�� p�

��.� ��� ������� "���p B������� π
(p)
1 = πpro−p

1 (XQ̄) �$ π
�1 (XQ̄) '��	� �� �
$��� "���p ����" �$ �'� ��������� H� ��1� �� ��#�	�# ��"�����������

ρ(p) : GQ → Out(π(p)
1 ).

=����'��� 
���� ��� �� 6���� π
(p)
1 /* ��� ��'�� 	������ ������ π

(p)
1 (i) '��� π

(p)
1 (1) =

π
(p)
1 ��#

π
(p)
1 (i + 1) = [π(p)

1 , π
(p)
1 (i)],

$�� i ≥ 1� H� ��* ���� 	����#�� ��� B������� ��"�

ρ(p)(i) : GQ → Out(π(p)
1 /π

(p)
1 (i + 1)).

=�� ����"�� �$ i = 1 ���� '� ��1� π
�1 (XQ̄)ab ∼= Zp⊕Zp ��# ��� ��#�	�# ��"

ρ(p)(1) : GQ → GL2(Zp)

�� #������� ��1�� /* �'� 	�"��� �$ ��� p��#�	 	*	������	 	����	��� χ� -�� F
(p)
i =

ker ρ(p)(i)� H� ��* 	����#�� ��� ����	����# ���#�# �/J�	� gp = ⊕i≥1grigp '���

grigp = F
(p)
i /F

(p)
i+1.

��� 6��# 6��# Ω∗ �$ ��� .����� �$ ρ(p) �� 	�������# ��� ������� "���p ���
����6�# �����#� p ��������� Ω �$ Q(µp) T����� ������� �U� 
� �� ��� .��'�
�$ Ω = Ω∗ +/�� ��� T����U,� 
� ��* 	��� gp �� �	�����* ��1�� /* � 6��������
�� Gal(Ω∗/Q(µp∞))� R�' gp �� � Zp�8�� ����/�� ��#�� 	��������� ��#�	�#
$��� ���� �$ GQ� 
���� ��� ���'� ��� $����'��� T�����U> grigp �� $��� �$ 6����
���. �1�� Zp ��# GQ �	�� �� grigp /* χi� =���������� gr1gp = gr2gp = 0�


$ '� ��.� ��� Qp�8�� ����/�� gp ⊗Zp Qp ���� ���� �/J�	� �� ��"�	��# �� /�
����1�	� 5������ ��� 	��J�	����# ���� gp ⊗Zp Qp �� $��� �� ��� ��������� σi ��
��	� �## #����� i ≥ 3 T����U� ����� ���������� ����� $��� -���M ���������� ��

H1

�(SpecZ[1/p],Qp(i)) ∼=

{
Qp i odd ≥ 1
0 i even ≥ 0.



� ��� �	����� �� ������ ���������� �

C������������� ���'�# ���� g⊗Zp Qp �� ��������# /* ��� σi T��U�

���� #�6��# � ���#�# 8�� ����/�� �$ #���1������ D �$ ��� $��� ���#�# Z�8��

����/�� �� �'� �������� '��	� �� 	���� ��� ���/�� #���1����� ����/�� T����U�
����� �� � ������� ��" gp → D ⊗ Zp '��	� 
���� ���'�# �� /� ��J�	��1��
8������ Di /� � 	������ �	���� �����"�� �$ ��� ����� �$ σi �� $���# � ��������

2[D3, D9]− 27[D5, D7] ∈ 691D ,

������ ����� �'� 	���������� ��� �������* ��#�"��#��� �1�� Q� C��	� D ��
��� ��������# /* ��� Di �� #����� 12� C� '�� ��# �� 	��J�	���� ��� �������	� �$
� ������� �������� ����� ��� σi �� gr12g691 +��� T����U ��# T���� !��J�	����
�+��,U,�

��������	� 
�
 �������� [σ3, σ9]− 50[σ5, σ7] ∈ 691gr12g691:

�� 
 ����� ��"���� 
 ��1� ��' "��1�� ���� 	��J�	�����

��  �! !�
����� �	� �����
	�

8�� p /� �� �## "���� ��� K = Q(µp) ��# ��� G = Gal(Ω/K) '���� Ω
�� �� /�$��� ��� ������� "���p ������6�# �����#� p ��������� �$ K� ��� 	�"
"��#�	�

H1(G ,Z/pZ)⊗H1(G ,Z/pZ)→ H2(G ,Z/pZ),
*���#� "��	��� ��$�������� �� ��� $��� �$ ��������� �� ��� "���p ����" G � ����
�� ��1�� � ������� "�����������

1→ R → F → G → 1,

� ������� ���������� ��� X �$ F "��1�#�� � /���� #��� �� � /���� X∗ �$ H1
��# � ������� ���������� ��� R �$ R �� � ������ ��/����" �$ F "��1�#�� �
#��� /���� �� H2� ��1�� �� ��#����� �� X  '� ��* '���� ��� ����� �$ r ∈ R
�� F ��

r ≡
∑

x<y∈X

ax,y[x, y] mod F pF (3),

'��� ax,y ∈ Z/pZ ��1�� /*

ax,y = r(x∗ ∪ y∗),

��.��� ��� #��� �������� x∗, y∗ ∈ X∗ �� x, y ∈ X �
���� ������� �� 
����N� 	��J�	���� �� $����'� +��� T����" ����#U,� ��� σi

'��� i ≤ p ��* /� ��$��# �� σ̃i ∈ G  '��	� ��* �� ���� /� ��$��# �� xi ∈ F
$������ "��� �$ � ���������� ��� X � -�� ai,j = axi,xj � ��� ����" G �� ���
$��� "���p '����1�� p #�1�#�� Bk $�� ���� k �1�� '��� 2 ≤ k ≤ p − 3� -��	�



� 	� ���	���

691 #�1�#�� B12 R �� ������1��� $�� p = 691 +�	�����* R ��� 	��#������* 2,�
�	!����� ��# 
 ���'�# ���� ��� �������� 	�����"��#��� �� k = 12 #��	��#�
�� � +"����/�* ���1���, �������� �� gr12g� �� "��1� 
����N� 	��J�	���� '� ����
��"���� ��' ���� ������� �� ��� �������� ��# 	��"��� ��� 	�" "��#�	��

#� � !��	$ %
� ���$���� !���

�	!����� ��# 
 	����#���# ��� 	�" "��#�	�

H1(G , µp)⊗H1(G , µp)→ H2(G , µ⊗2
p ).

-��	�
Hi(G , µ⊗i

p ) ∼= Hi(G ,Z/pZ)⊗ µ⊗i
p ,

���� 	�" "��#�	� �� �B��1����� �� ��� 	�" "��#�	� �/�1��
8�� E #����� ��� ����" �$ p������ �$ K ��# ��� A #����� ��� p�"��� �$ ���

�#��� 	���� ����" �$ K� ����� �� � ������� ��J�	����

E /E p ↪→ H1(G , µp)

��# � ������� ������"����

H2(G , µp) ∼= A/pA.

8�� ∆ = Gal(K/Q) ��# ��� ω #����� ��� ���	��:���� 	����	��� �� ∆� =��
��* Zp[∆]���#��� M  '� ��* 	����#�� ��� ������"�	� M (i) �"�� '��	� ∆ �	��
/* ωi� 
$ p | Bk $�� k �1�� '��� 2 ≤ k ≤ p − 3 ���� A(p−k) �� ������1���� H�
	��� (p, k) �� ��������� "���� �* "��J�	���� '� �/���� �� ��#�	�# "������

〈 , 〉p,k : E × E → A(p−k) ⊗ µp.

���� "������ �����6�� ��� ����#��# ��������

〈x, 1 − x〉p,k = 0

�$ x, 1−x ∈ E � �	!����� ��# 
 ���'�# ��� $����'��� 	��"����������* T����#
������� ���U�

���	�� ��
� 8�� �	� ��������� ���� (p, k) ���� p < 10,000; ����� �� �� ����
�	� 	�	���$���; �	������������; ��������"��$����	� �����	�

〈 , 〉 : E × E → µ⊗(p+1−k)
p

�� �� ������; ��������	� 〈x, 1− x〉 = 0 �� x, 1 − x ∈ E :



� ��� �	����� �� ������ ���������� �

-��	� 〈 , 〉p,k �����6�� ����� ��������� ��# A
(1−k)
K ��� p����. 1 $�� ��� ��	�

"���� (p, k) '� ��1� �� ���� ��� ������1��� "����/����* $�� ���� "������ �" ��
�	�����

=�� � p�� ���� �$ ����* ζ� H� 	�� #�6�� �������� �$ E $�� "�����1� �## i ��
$����'�>

ηi =
p−1∏
j=1

(1 − ζj)ji−1
.

=�� ����"�� η1 = p� R�' ������ �B��1�����	� �$ ��� 	�" "��#�	� ��"���� ����
〈ηi, ηj〉p,k �= 0 �$ i + j �≡ k mod p− 1� H� #�6��

ei,k = 〈ηi, ηk−i〉p,k.


� "��1��� ������� ��� �	!����� ��# 
 	��"���# � ���B�� ������1��� "�����
/����* $�� ��� ei,k �" �� � 	����� �	���� $�� ��	� (p, k) '���� p < 10, 000�

H� 	��J�	����# ���� T����# !��J�	���� ���U>

��������	� ���� 8�� ��� ��������� ����� (p, k); ��� �����	� 〈 , 〉p,k �� ���1����$�:

�* � 	��"������� �$ ��� 37����� ����" �� � #����� 37 ��������� �$ Q �	�
!����� ��# 
 '��� �/�� �� "��1� ���� 〈 , 〉37,32 �� ������1��� T����# �������
���U� C�'�1�� ������ "����� '��� ��� �$ ����� /* ���� �����#�

8�� �� ����� ���#* ��� �����������" '��� 
����N� 	��J�	����� =�� ��	� �##
i ≥ 3 ��� ������� σi �� 	����� �� ���� �$ αp

i = ηi ���� σ̃i(αi) = ζαi. ���� ��
��� ����� �$ σ̃i �� 2����� #��� �� ηi� 
$ 9��#�1��N� 	��J�	���� ���� ��� ����
"��� �$ A �� ���1��� ���#� +.��'� $�� p < � ������ T& '��U, ���� '� ��*
6� �� ������"����

ϕ : A(p−k) ⊗ µp
∼−→ Z/pZ

��	� ���� �� "����	���� ϕ(ei,k) = ai,k−i $�� 3 ≤ i ≤ k − 3 '��� i �##� =��
p = 691 ��# k = 12 ��� 	��"������� '��� �	!����� *���#� ���� ��� 1����
�$ e5,12/e3,12 �� −50 �$ ��� "������ �� ������1���� ���� ���	��� �" '��� 
����N�
	��J�	����# 1����� $�� ��� �������� �� gp ��# '� "��1�# T����# �������
)���U>

���	�� ���� �� 〈 , 〉691,12 �� 	�	���$���; ���	 �����<� ��	1������ �����:

(� )����
	��! *�� ����� $�
�!�

=�� �� �## i ��# ��� αp
i = ηi� ���� L = K(αi) �� � #����� p 2�����

��������� �$ K '��	� �� ������6�# �����#� p ��# ������ �1�� Q� 
�� ������
����" G = Gal(L/K) �� ������"��	 �� µ⊗i

p �� � Zp[∆]���#����



� 	� ���	���

8�� AL #����� ��� p�"��� �$ ��� 	���� ����" �$ L ��# ��� AL,S #����� ���
B������� /* ��� ������ �$ "����� �/�1� p� 8�� IG #����� ��� ������������
�#��� �� Zp[G] ��# ��� mG = (p) + IG #����� ��� ������� �#��� �$ Zp[G]�
8�� Pk(a) #����� ��� ��/����" �$ A

(p−k)
K /p ��1�� /* �'������ 〈a, E 〉p,k� ���

$����'��� ������� �� ����������* � ������ �$ �* '��. '��� �	!�����>

���	�� ��
� �� L/K �� ������� ����&�� �� p; ���	 ����� �� �	 �����������
�� �������

(IGAL,S/mGIGAL,S)(p−k+r) ∼= (A(p−k)
K /p)/Pk(a).

H� ��1� ��� $����'��� 	�������*�

��	����	� ���� �� L/K �� ������� ����&�� �� p �	�

(IGAL,S/mGIGAL,S)(p−k+r) = 0,

���	 〈ηi, E 〉p,k �= 0:

;�� �""���	� '��� /� �� 6�# �� i $�� '��	� ��� 	��#����� �$ ��� 	�������*
���#��

+� ��� ,
����� ��!����	���
	

8�� T2(p) #����� ��� 	��"�#�� C�	.� ����/�� �$ '����� 2 $�� Γ1(p) ��# 	����
�	��� ωk−2 $�� ���� �1�� k� !����#�� ��� ��#����* "��� T = T2(p)ord �$
T2(p) ⊗ Zp ��� ������� ��/$�	��� �"�� '��	� ��� C�	.� �"������ Up �	��
��1����/�*� H� '��� /� "����	�����* ���������# �� ��� 7��������� �#��� I �$ T

I = (Up − 1) + (Tl − 1− ω(l)k−2l | l prime, l �= p).

8�� m = (p) + I #����� ��� ������� �#��� �$ T 	��������� I �
8��

X = H1

�(X1(p),Zp)ord.

��� �	���� �$ GQ �� X "��1�#�� � �������"����

ρ : GQ → AutT(X).

��� ��#��� X ⊗ Qp �� $��� �$ ���. 2 �1�� T ⊗ Qp ��# �� ��� �/����� �
��"����������� �� GL2(T⊗Qp)� 8��.��� V��#��� I W �� �� ��1���� ����� �$ ��	�
��"������������ $�� ��	������� ��1��� pn ;��� ��1� ������� "���$ �$ 
'���'�N�
���� !��J�	���� T-���U�



� ��� �	����� �� ������ ���������� 	

8�� U #����� ��� Zp���/��#��� �$ T ��������# /* Up − 1� �* ���.���
V��#��� I 2W 
 '�� �/�� �� "��1� +��������� �������* ���� ������� ����, ���
$����'��� T��U>

���	�� ��
� ������ ���� p | Bk �	� p � Bp+1−k �	� ���� A(k) = 0: 2��
L = K(αk−1) �	� G = Gal(L/K): ���	 ����� �� � ��	�	���� �����������

(IGAL,S/mGIGAL,S)(0) ∼= I /(U + mI ).

��� 	��#����� �� Bp+1−k ������� ���� L/K �� ������* ����6�# �� p� 
 1���6�#
��� $����'��� /* 	��"������� T��U�

���	�� ���� 8�� ��� ��������� ����� (p, k) ���� p < 1000; ��� �����	� Up−1
��	������ I /I 2 ∼= Z/pZ:

R��� ���� L∞ 	������� � p�� ���� �$ ηk−1� ���	��� /�	.'��#� �������
������� ��  ������� ��� ��# ��� 	�������* �� ������� %�� '� �/���� ���
$����'����

��	����	� ���� �� (p, k) �� �	 ��������� ���� ���� p < 1000; ���	 e1,k �= 0: �	
����������; !�	1������ 3.2 ����� ��� ��� ���� �����:

�* ������� ��� '� 	��	��#� ���� 
����N� 	��J�	���� ���#��

)�%���	���

!�"#�$% �� ������	 
� �������	 
� ������	 �� ���������	 & �� ��
����������� ' 
�������� (���� ��) � ������� �������� �� �* ������
�	 
������ ��������� �� +*,,�-� ./'/01

!2�% 
� ��� & �� ��������� ' 3�����) ���(����� �� ����� ����(�
��) ����� ������ �� ��� ���)������� ����( �� P1−{0, 1,∞}� �� �((���
� ������� ����	� ��4�5����16�7,,,0��.� *,,�1

!
��.0% �� ����� ' ���8��� 9��) ����(�� ����� ��(����������� ��) ���(���
����(�������� ���	 � ����	 ��� +�/.0-� ��1 �� :�'�,01

!
�./% �� ����� ' ;�� ����� ��(���������� ����� ���� P1 − {0, 1,∞} ��)
;��� �<��� �� ���� )������ ����� ����(� ���� Q� ����1 $�1 =��1 
��1
��9�1� ���1 �0� $(������������� >�< ?��	� �/./� *//'���1

!
�,*% ' $��� �������� ��(���� �� ����� ������ �� ��� (���p ���)��
������ ����( �� P1−{0, 1,∞}� 6������� ���)������� ����(� ��) ����
���������� ����9��� ����1 $ �(��1 ���� ����1� ���1 �,� 6���1 ����1
$��1� ����)����� *,,*� *:�'*��1

!��$,�%  � �!������ & 
� �����"� ' 6 ��( (��)��� � ��� ����� ��������� 
�� ���9�� 8��)�� ���� ����	 �	 ��� +*,,�-� ��1 *� *0/'��,1




 	� ���	���

!@�,,% �� #��� ' @�)��� p��)� A���� ��������� ����(� �������) �� ��<���
�� ���(�� ��)���� ������1 

� ����	 ���	 ��� +*,,,-� ���'�.�1

!$�,*% 
� �����"� ' =��������(� 9��<��� ���B������� �� ��� ��������� �� ���
��� ����(� �����8�) ����)� p� 6������� ���)������� ����(� ��)
������������� ����9��� ����1 $ �(��1 ���� ����1� ���1 �,� 6���1
����1 $��1� ����)����� *,,*� *��'*.:1

!$�% 
� �����"� ' 
<���<� ����� ��) ��� #������� )���� � (��(������1
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'���'� �����* ��� /����� '��� �� �/����� ���/�� 6��# K
	��������� µp ��# 	����#��� ��� 	*	������	 Zp���������� K∞/K� 5������� ���
������ ����" /* Γ �� �� �*"�	�� �� 	����#�� ��� 
'���'� ����/�� Λ = Zp[[Γ]]
��# 6�����* ��������# ��#���� $�� ���� ����/�� '��	� ��� .��'� �� 
'���'�
��#����� � �*"�	�� 
'���'� ��#��� �� 	����#�� �� ��� ������ ����" XK �$ ���
������� ������6�# �/����� "���p ��������� �$ K∞� ����� �� � ���# ����	�
���� �����* $�� 
'���'� ��#���� �1�� Λ T�*+�" ��+�U ��# ��� ��J�� ������
�� ��� ���� �� � ������� +
'���'�N� ���� !��J�	���� "��1�� /* ��3���H����
T����#U, #��	��/��� ��� ������"�	�� �$ XK �� ����� �$ p��#�	 L�$��	����� �$

)���(�� ����� �����
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����	����# �/����� 	����	���� �$ GQ� =�� ��� "��"���� �� ���� ���. �� '��� /�
��?	���� �� ���� ���� XK �� � 6�����* ��������# Zp���#����

&�	����* ���* ���/�� ��������� ��1� /��� ���#*��� 
'���'� �����* �1�� ����
�/����� "���p ���������� L∞/K� ���� �� ���* ���#* ��#���� $�� ��� 
'���'�
����/�� Zp[[G ]] '��� G = Gal(L∞/K) ������* �� ��� 	��� ���� G �� � "���p
p��#�	 8�� ����" �$ #�������� �� ����� 2 ���� 	������� �� �������� �$ ��#�� p
��# L∞/K �� ������6�# �����#� � 6���� ��� �$ "����� S ��	��#��� ����� �/�1�
p �� K� 
� "����	���� ��� 	�� ���#* XL ��� ������ ����" �$ ��� �������
������6�# �/����� "���p ��������� �$ L∞ �� �1�� XL,S  ��� ������ ����" �$
��� ������� ������6�# �/����� "���p ��������� �$ L∞ �� '��	� ��� "����� ����
��#� ��� ��� �$ "����� S �/�1� p �"��� 	��"�����*� 
� ���#*��� ��	� 
'���'�
��#���� XL �� XL,S ��� �/1���� B������� �� 	����#�� �� ��' ����� ���* ����
=�� ������	� ��� ���* �1�� 6�����* ��������# �1�� Zp '��� G �� � p��#�	 8��
����" �$ #�������� �� ����� 2K

�* ���� $�� ���� ���. �� �� "������ � ���� $�� ���#*��� ��� ���"���� ����/�����
	���> ���� L∞ �� � Zp���������� �$ K∞ �� G �� � ����#���	� "��#�	� �$
�'� 	�"��� �$ Zp� �* �""���	� �� ���#*��� XL,S '��� /� �� $����'�� 8��
IG /� ��� ������������ �#��� �� Zp[[G]]� 
 '��� ���#* ��� ���#�# B��������
Ik
GXL,S/Ik+1

G XL,S� ����� 	���* ��� ����	���� �$ Λ���#���� ��# ��� ��		����1�
B�������� �$ ��	� ������ 
 '��� ���' ��' ��� 	�� #��	��/� ����� ��#���� ��
����� �$ ��� 
'���'� ��#��� XK,S �1�� K∞ ��� ���'�� 	����� �� ����� �$
� ��������3����� �$ 	�" "��#�	�� 	����# �����* "��#�	��� ��� "�����* ����	�
$�� ���� ���. �� T��U� 8�� �� /���� '��� �������������

��  �! !�
����� 	 ���
� �
�
,
�
$.

8�� p /� � "���� ���/�� n ≥ 1 K � 6��# Ω ������ ��������� �$ K ��#
GΩ/K = Gal(Ω/K)� ;�� ��� ��� 	�" "��#�	��>

H1(GΩ/K ,Z/pnZ)⊗H1(GΩ/K ,Z/pnZ) ∪−→ H2(GΩ/K ,Z/pnZ).

8�� χ1, χ2 ∈ Hom(GΩ/K ,Z/pnZ)� ����� 	�" "��#�	� �� ��"�������# /* ���
	�	*	��

(χ1 ∪ χ2)(σ, τ) = χ1(σ)χ2(τ),

$�� σ, τ ∈ GΩ/K � ��� 	�" "��#�	� �� ��� �/����	���� �� ��� �������	� �$ �
�������"����

ρ : GΩ/K → GL3(Z/pnZ)



������ �	������ ��� ������� ����	� ��

'���

ρ(σ) =

 1 χ1(σ) κ(σ)
0 1 χ2(σ)
0 0 1


��� ���� ��� κ : GΩ/K → Z/pnZ	 
�������� �� ρ ������� ����

dκ(σ, τ) = κ(σ) + κ(τ) − κ(στ) = −(χ1 ∪ χ2)(σ, τ).

������ ����� !�"
�� ����� ������ �������� ����������	 ������� ������ �������� ���
��� ��������� ��� 1���� ��� ������	 �� �� r ≥ 3� ��� ������ χ1, . . . , χr ∈
Hom(GΩ/K ,Z/pnZ)	 ��� Tr+1(n) �� ��� ��� ���� �� ����������� ���
��������� �������� �� GLr+1(Z/pnZ)� ��� �� Zr+1(n) ������ ��� ������	
!����� ���� ����� ������ � ������������

ρ̄ : GΩ/K → Tr+1(n)/Zr+1(n)

����
ρ̄(σ)i,i+1 = χi(σ)

��� 1 ≤ i ≤ r	 ���
κi,j(σ) = ρ̄(σ)i,j+1

��� 1 ≤ i ≤ j ≤ r ��� (i, j) �= (1, r)	
���� ��� r���� ������ �������

(χ1, . . . , χr) ∈ H2(GΩ/K ,Z/pnZ)

�� ����������� �� ��� ������

(σ, τ) �→
r−1∑
i=1

κ1,i(σ)κi+1,r(τ).

���� ������ �� ��� ����������� �� ����� ρ̄ �� ρ : GΩ/K → T 	

"�� ������� �� r = 3� ����

ρ̄ =

 1 χ1 κ1,2 ∗
0 1 χ2 κ2,3

0 0 1 χ3

0 0 0 1

 ,

��� ��� ������ ��

(σ, τ) �→ χ1(σ)κ2,3(τ) + κ1,2(σ)χ3(τ).
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����� �� �� �������� ���� ���� �� ��� ��������� �� ��� ������ �������
������ ���� ��� ������� �� ��� ������ �� ���� κi,j � �	�	� ��� ������ ��
������ ������	 "�� ������� κ1,2 �� ������ ��� �� �� � ������� �����
�� ���� ������� dκ1,2 = χ1 ∪ χ2	 �� (χ1, χ2, χ3)� ��� ��������� �� ���
������ ��� �� �� ������ ��

H2(GΩ/K ,Z/pnZ)/(χ1 ∪H1(GΩ/K ,Z/pnZ) + H1(GΩ/K ,Z/pnZ) ∪ χ3).

�� �� �� ���������� �� ������ �������� �� ��� ���� (χ1, . . . , χ1, χr)	 #�
���� ����� �� ��� ������ ��� ���� ���� �� ��� ��������� �� ������� ������
�������� �� ��� ���� ���� $���� χr ������� �� �� ��������� ���������%	

������ ����� !� #�!�  ��$ ��%!� �% ���!� �& �%�!�"
&�� ������ ���� char K �= p ��� µpn ⊂ K ��� �� �������� ���� ���
m ≤ n ��� k ≤ pn+m−1 − 1	 &��� ����

H1(GΩ/K , µpm) ∼= (K× ∩ Ω×pm
)/K×pm

.

!�����  ���� a ∈ K× ∩ Ω×pn
���� a /∈ K×p ��� b ∈ K× ∩ Ω×pm

	 ��
�� �������� (k + 1)���� ������ �������� �� ��� ���� (χa, . . . , χa, χb)�
����� χa ��� χb ������ ��� '����� ���������� ���������� �� a ���
b� �����������	 ����� �� ��(� ����� �� � ������������ )������� ��

H2(GΩ/K , µ
⊗(k+1)
pm ) ��� ��� ������� �� (a, b)(k)

pm,Ω/K 	

*��������+ ��� G �� � �����  ���� �� ����� pn� ��� �� σ  ������� G	
,����

D(k) = D(k)
σ = (−1)k

pn−1∑
i=k

(
i

k

)
σi−k ∈ Z[G].

"�� j ≤ k� �� ����

(σ − 1)jD(k) ≡ D(k−j) mod pmZ[G].

&��� ���� D(0) �� ��� ���� ������ �� Z[G]	

�� ������ �� ��������� ������ ��� ��� ������ �������� ��� �� ������
��� ���� ���� �� ����� ���������� �� �������� ��� ������ ������� ��
������ �������	 ��� αpn

= a� �� L = K(α)� ��� G = GL/K � ��� ��

σ �� �  ��������	 ��� ζ = ασ−1 ∈ µpn 	 &���+ ζ �� ���������	 �� ��



������ �	������ ��� ������� ����	� ��

������ ���� b = NL/Ky ��� ���� y ∈ L× ��� ���� D(k−1)y ∈ Ω×pm
	 ���

�� ������ ���  ���� �� ���� b �� U
(k)
m,n(a)� ��� ��� ��� �� ���� y ��� �

 ���� b �� V
(k)
m,n(a, b)	

��� [x] ������ ��� ���� �� x ∈ Ω× �� H1(GΩ, µpm) ∼= Ω×/Ω×pm
	 ����� ��

� ������ �������� ��� �� ��� ��)����� �� ���� ����� �� ��� -���������
����� ������� ��)����� ���� �����������	�	 #� ��� ����� ���� �� � ���

TraΩ : H1(GΩ, µpm)GΩ/K → H2(GΩ/K , µpm).

���
P (k)

m,n(a) = 〈TraΩ [D(k)y] | b ∈ U (k)
m,n(a), y ∈ V (k)

m,n(a, b)〉.

������� �� 
	� b ∈ U
(k)
m,n(a) ��� y ∈ V

(k)
m,n(a, b)� ���� ��� (k +1)��	��

������ ��	���� 	� a ��� b �	 ��

(a, b)(k)
pm,Ω/K = TraΩ [D(k)y]⊗ ζ⊗k

m (mod P (k−1)
m,n (a)⊗ µ⊗k

pm),

����� ζm = ζpn−m
� ���� ������	� �	����� ������ 	� ��� ��	��� 	� y 	�

σ�

��		�� �� �������� ������������ ���� ��� ������ �� y	 #� y, y′ ∈ V
(k)
m,n(a, b)�

���� y′ = yzσ−1 ��� ���� z ∈ L×� ���

D(k)y′ ≡ D(k)yD(k−1)z mod L×pm
.

�������� D(k−2)z ∈ Ω×pm
� ��

TraΩ[D(k−1)z] ∈ P (k−1)
m,n (a).

#� ����� ���� ��������� �� ���������� ���� ��� ������ ��������� �� ������

�������� �� ��� ����� ���� (a, b)(k)
pm,Ω/K⊗ζ

⊗−(k+1)
m �� ��� ���� �� � ������ 

������
ρ̄ : GΩ/K → Tk+2(m)/Zk+2(m)

���������� ���� y	

#� K �� � ������ ��� ��� Ω �� ��� ������ ��������� ��������� �������
� ����� ��� �� ������ ������� ����� ����� p� ����

H2(GΩ/K , µpn) ∼= AK/pnAK ,



�� 	� ���	���

����� AK ������� ��� p����� �� ��� ����  ���� �� K	 ��� ����� �������
��� ��(�� � ���� [x] ���� x ∈ Ω× �� ��� ���� ����� pn−r �� �� ����
A �� OK,S $S����� ���% ���� AOΩ,S = xOΩ,S 	 #� ���������� ��� ���  ���
� ������ �� �� ������� .� ��� �� ����� �� ���� ������ $���� � �� ���
����� �� ����������� �� k%	

'� 	#���#� ������

��� K �� � ������ ��� ��� Kn = K(µpn) ��� n ≤ ∞� S � ��� ��
������ ������� ����� ����� p ��� � ��� ����������� �����	 ��� Ω
�� ��� ������ ��������� �� K ��������� ������� S� L∞ � Zp����������
�� K∞ ��������� ������� S ��� XK,S $����	� XL,S% ��� /����  ���� ��
��� ������ ��������� ����p ������ ��������� �� K∞ $����	� L∞% ��
����� � ������ ����� ����� �� S ���� ��������	

����� ������ � ��)����� �� ������� a = (an) ��� n ��0������ �� � ���
� ������������ ��)����� (ln) ���� ������� ���� ��� ln ≤ n ��� � n�

���� ���� an ∈ K×
n ∩ Ω×pln

� an /∈ K×p
n � ����

an+1a
−1
n ∈ K×pln

n+1

��� ���� ����� ������ αpln

n = an ��� Ln = Kn(αn)� �� ���� L∞ = ∪Ln	
"�� ��������� �� ������ � �� �� ������ ln = n ��� � n	

"�� k� ��� �� r �� ���� ���� k < pr(p − 1)	 �� ���

P (k)
∞ (a) = lim← P

(k)
n−r,n(an) ≤ XK,S.

��� G = GL∞/K∞ � Λ = Zp[[GK∞/K ]]� ��� IG �� ��� �� ��������� ����
�� Zp[[G]]	

������� �� ������ ���� ����� ����� ��	�� S �� K∞ 	���� ���� v
������ �	�������� �� L∞ ��� ���� v �	�� �	� ������  � ���� � ���	�����
��	�	������ 	� ��	�p ��	����

Ik
GXL,S/Ik+1

G XL,S
∼= (IG/I2

G)⊗k ⊗Zp XK,S/P (k)
∞ (a),

����� �� �� ��	�	������ 	� Λ��	����� �� L∞/K �� !��	���



������ �	������ ��� ������� ����	� ��

&���+ IG/I2
G �� ������������ ���������� �� Zp �� � Zp������	

��� ������� ���� ���� k = 0 �� ��� ����������� ���� P
(0)
∞ (a) = 0	

������� 1 ��� �� ���� ������ �������� ��������� ��� ��������� �� ���
 ����� )�������� �� XL,S ���� ������� �� ��� �� ��������� ��������	

�(�)�*��"
��� p �� ����� K = Q(µp)� ��� Kn = Q(µpn) ��� n ≤ ∞	 ��� S �������
�� ��� ���)�� ����� ����� p	 &��� ���� XK,S = XK � ��� /����  ����
�� ��� ������ ��������� ����p ������ ��������� �� K∞	

��� T �� ���  ���� �� ���� �� ��)������ t = (tn) ����

tn+1 ≡ tn mod pn−1(p − 1).

��� L∞ �� � ����� ������� Zp���������� �� K∞ /���� ���� Q	 ����
G = Gal(L∞/K∞) ∼= Zp(t) ��� ���� t ∈ T 	 *�� ��� ��( �� XL,S �� ������

 �������� �� � Zp������� �� �� ��� ���� ���(�� �� Ik
GXL,S/Ik+1

G XL,S

�� �������� �����	 ��� ����� ��������� �� �)������� �� XL,S ���� �
������� Zp[[G]]������	 2��������3���� ��� 4��3�(�� ��� ��(�� �� ����
�� ����� ����� ����� ���� ���� ���� � ������ ���� �� �� � ���3������
�� /������� 5�	

��� ζ = (ζn) �� �  �������� �� ��� ���� �����	 "�� t ∈ T � �� ���
����� � ��)����� �� ��������� p������ λt = (λt,n)� �����

λt,n =
pn−1∏
i=1

(i,p)=1

(1− ζi
n)i

tn−1
.

����

λt,n+1λ
−1
t,n ∈ K×pn

n+1 .

��� G = Gal(L∞/Q)	 ��� ∆ = Gal(K/Q)� �� ω ������ ��� ������6��
���������� ��� ��� i ∈ T � ���

εi =
1

p− 1

∑
δ∈∆

ω(δ)−iδ ∈ Zp[∆].



�� 	� ���	���

!����� ��� ��� ���� L∞ �� ������ �� ���� ���� ��)����� λt $���� t1
���%	

	��
������� ������ ���� AK ��� p����" 1� ��� ��� r ���� �� ���� ����
AK = ε1−rAK � #� (λt,1, λr−t,1)

(1)
p, Ω/K �= 0� ���� XL,S

∼= XK �� Zp[[G ]]�
�	������

#� ���������� �� ���� ���� XL,S �� ��������� �� � Zp[[G ]]������ $��
��� ����� �� 4��3�(��%	

���������� 
	� p = 37 ��� t ∈ T ���� t �≡ 5, 27 mod 36 (	� p = 59 ���
t ∈ T ���� t �≡ 15, 29, 51 mod 58� ��� �	 	�)� �� ���� ��	�	������� 	�
Zp[[G ]]��	������

XL,S
∼= XK

∼= Zp(s),

�	� �	�� s ∈ T ���� s ≡ 5 mod 36� #�� ��������	��� t �≡ 31 mod 36� ����
XL
∼= Zp(s) �� �����

XL,S ��� ��� ���� �� �� p����( ���� XK �� ��	

	��
������� ������ ���� XK
∼= Zp(s) �	� �	�� s ∈ T � $�� t = 1−2s�

���� �� ���� ��	�	������� 	� Λ��	������

Ik
GXL,S/Ik+1

G XL,S
∼= Zp(s + kt),

�� k = 0 	� 1� ��� �	� k = 2 �� 3s �≡ −1 mod p− 1�

&�� �� �� ��(� ���� ���� ���� G ∼= Zp(t) ���� t1 ����	 !����� ��� ����
p | Bk ��� ���� k �≡ t mod p−1	 ���� -�������� ��� # ����� $�������� 
����  ����� ����% ��� ������ 7�8	

	��
������� ������ ���� XK
∼= Zp(1 − t) ⊕ Zp(1 − r) �	� �	�� r �≡

t mod p− 1 ���� r1, t1 ����� ���� �� ���� ��%����	�� 	� Λ��	������

Zp(1− r + kt) ↪→ Ik
GXL,S/Ik+1

G XL,S

�	� ��� k ≥ 0�

-����� �� �� ��� ����� ��� ���� ���� XL,S �� Zp[[G]]��������	 ���� ��
�� �� ���� )������� �� XL,S �� ����� Zp[[G]]�������� ���� L∞ �� ������
�� � ��)����� �� ��������� p������	
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�� ����� �� �*	�1
��������� ��������� �������

+��
��� ���������� �, �����

	�


�� -��� �
���������� 
�������� G������ �� 3��<�	� "������ "�: �6H� G1F1
������ � ��������������������������

�������� � �� �����(� �!� 2�����" ��!�"� ��# �& �����"����� ������� &�� � ����� 
'� �#����

�� ��	�������

X������ 	��������* �� � #�$�������� �$ ��� ����� 	��������* ����

H∗(X) = H∗(X, Z)

�$ �� ����/���	 1�����* X +$�� ���� ���. ������# �� /� � "��J�	��1� �����������
1�����*,� ;�� �����#�	�� � ��' ������ "�������� q� � .�* $������ �$ ���
#�$����# 	��������* �� ��� ��' �����"��	�����>

α ∗ β = (α ∪ β) + (α ∗ β)1q + (α ∗ β)2q2 + · · ·
'���� α, β ��� 	������ �� H∗(X)� ���� ��������* ��� '��� ��1� #�$��������
"��������� qδ '���� ��� ��#����� �� /* �<�	��1� 	��1� 	������ δ ∈ H2(X, Z)�

)���(�� �+�!� �����



�� �� �	����

��� ���������1� �����6	��	� �$ ����� �� ����∫
X

(α ∗ β)d ∪ γ

�� ��� ���/�� �$ #����� d �������� 	��1�� �� X ��	�#��� �� 	*	��� A, B, C ��
������� "������ '��	� ��� I���	��� #��� �� ��� 	������ α, β, γ�

������� 
�
� !����#�� X = P2� ���� [L] = h [pt] = h2 +��� 	������ �$ �����
��# "�����, ��# ∫

P2
(h ∗ [pt])1 ∪ [pt] = 1,

��� ���/�� �$ ����� ��	�#��� �� ��� ���� ��#  "����� +�� ������� "�������,� -�

(h ∗ [pt])1 = 1 ∈ H∗(P2)

��#
h ∗ [pt] = 0 + 1 · q.

��� B������ 	��������* ���� �� ���#�# '���

deg qδ =
∫

δ

c1(TX).


� "����	���� $�� X = P2 '� ��1� deg q =
∫
line

c1(TX) = 3� -� h2 = [pt] +'���
�� B������ 	����	���� ����� $�� #����� �������, ��# h3 = h ∗ [pt] = q� ����
��1�� �� ��� ���� "�����������

QH∗(P2) = Z[h, q]/(h3 − q).

R��� ���� ��� 	�����	�� "����������� �� H∗(P2) = Z[h]/h3�

� �� � ������� "��������� ���� +$�� ��� 1�������� X, ��� B������ 	����

�����* ���� QH∗(X) �� ��������# /* ��� 	�����	�� ���������� �������� '��� ���
q�"��������� '��� �1��* 	�����	�� �������� ��"��	�# /* � q�#�$����# ��������
'��	� ���#� �� ��� B������ 	��������*�

�� �����,�		�	�

8�� X = Gr(k, n) = {Λk ⊂ Cn} /� ��� ������������ �$ k�"����� �� n�
#���������� �"�	�� !�����	���* �� �� .��'� ���� �� �� �/����� ����"

H∗(X) = ⊕Zσλ,

'���� ��� ��� �� �1�� "��������� λ ⊂ ((n − k)k) ��# σλ ��� ��� 	������ �$
-	��/��� ��/1�������� �$ X >

Xλ = {Λ | dim(Λ ∩En−k+i−λi ) ≥ i},



������� ���������� ��

'���� E1 ⊂ · · · �� � 	��"���� L�� �$ ��/�"�	�� �$ Cn� ��� "��������� λ ��� �#���
��6�# '��� ����� S���� #������� �$ /���� ������� �� � ��	������ ((n− k)k) '���
n−k 	������ ��# k ��'�� &�	��� ���� dim(X) = k(n−k) ��# codim(Xλ) = |λ|
��� ��� �$ ��� "���� �$ λ� =�����*∫

σλ ∪ σµ =
{

1 µ = λ∨

0 �����'���,

'���� λ∨ #������ ��� ��� �$ /���� �� ((n − k)k) ��� �� λ +������# �0� #������
�� �� �� /�	��� ������� "��������,� ���� ��1�� ��� I���	��� #�����* ��1�������
�� ��� ��� ��#����� ��� -	��/��� 	�������

��� ����	���� 	�������� $�� �����"��	����� �� H∗(X) ��� 	����# 2����������
0��������	 ���=���	��>

σλ ∪ σµ =
∑

cν
λµσν .

��� 	��� �$ λ = (p) = (p, 0, . . . , 0) '�� ���#��# 	�����	���* '��� σp 	����# ���
p��� ������� #��� ��� ������

��� I���� ���� �� >
σpσλ =

∑
µ

σµ

'���� ��� ��� �� �1�� ��� µ '���� S���� #������ 	������� λ '��� |µ| = |λ|+ p
��	� ���� µ/λ +��� ��� �$ /���� �� µ ��� �� λ, ��� �� ���� ��� /�� "�� 	������
=�� ����"��

σ2σ1 = σ21 + σ3.

��� 	������ σ1, . . . , σn−k �������� H∗(X) �� � ����� � "����������� �$ ���� ����
�� ��1�� /*

Z[σ1, . . . , σn−k]/(rk+1, . . . , rn)

'���� deg(ri) = i

ri = det


σ1 σ2 σ3 · · ·
1 σ1 σ2 · · ·
0 1 σ1 · · ·
0 0 1 σ1


 i

���� �� �1��*����� ��� ���#� �� .��' �� ��������3� ��� 	��� �$ � "��J�	��1�
"����� H� ��1� ∫

line

c1(TX) = n,

��� #����� �$ ��� B������ #�$�������� "�������� q� !��	�����*

QH∗(X) = Z[σ1, . . . , σn−k, q]/(rk+1, . . . , rn−1, rn − cq)



�� �� �	����

$�� ���� c ���"�* $�� #����� �������� H� ���# �� #�������� ��� ������� c� H�
��1�

rn = det


σ1 σ2 σ3 · · ·
1 σ1 σ2 · · ·
0 1 σ1 · · ·
0 0 1 σ1

 = σ1rn−1 − det

 σ2 σ3 · · ·
1 σ1 · · ·
0 1 σ1


= · · ·

= (−1)n−k−1σn−k det

 σ1 σ2 · · ·
1 σ1 · · ·
0 1 σ1

 k

= (−1)n−k−1σn−k ∗ σ(1k).

��� 	�����	�� ����/���� $������ ��*� ���� $�� λ = (λ1, . . . , λ�) '� ��1�

+�, σλ = det

 σλ1 σλ1+1 · · ·
· · ·

· · · σλ�−1 σλ�


-� c �� (−1)n−k−1 ����� ��� ���/�� �$ ����� �� X ��	�#��� �� ������� ����������
�$ Xn−k, X(1k) ��# � "����� �� ��������� ���������1� $�	� �� ��� $�	� ����
����� �� � ������ ���� ������� �'� "����� ��1�� c = (−1)n−k−1� -�

QH∗(X) = Z[σ1, . . . , σn−k, q]/(rk+1, . . . , rn−1, rn + (−1)n−kq).

���� 	��"������� �""����# �� � "�"�� /* H����� �� �))� T/��+U� R��� ����
�� ��$� �"�� ��� "��/��� �$ ��"������� ��� "��#�	� σλσµ �� � 	��/������� �$
qdσν  '��� |ν|+dn = |λ|+ |µ|� ������� �� �))� "��1�# ��� "��	��� ���� ����
�������>

+�, ���#� �� QH∗(X) T&���0U�

C� ���� "��1�# � "��	��� .���� ����>

σp ∗ σλ = σp ∪ σλ + (σp ∗ σλ)1q,

'���� ����� �� �� ��"��	�� 	��/��������� #��	��"���� �$ (σp ∗σλ)1� ��� $����'���
������� �� ��	��� J���� '��. '��� ��	� ��# ���'�.��

���	�� ��
� T&1��#U ��� ��	���� "��	��� ��������� ��	���	�

〈σλ, σµ, σν〉d = cν∨
λµ



������� ���������� ��

�� ��$�	  �

〈σλ, σµ, σν〉d =
∫

F (k−d,k+d;n)

σ
(d)
λ σ(d)

µ σ(d)
ν ,

� ��������� ��������� ��	���	� �	 � ������� >�� $������:

X������ ����	���� 	�������� ��� ���� .��'� �� ����� 0 �����$�7����	
�	$����	���

����� �� � 	�����	�� 	��/��������� $������ $�� ��� 8�����'��#�&�	���# 	��?�
	����� �� ����� �$ S���� ��/������ � ��' 	��/��������� �����"�������� �����
�/J�	�� 	����# ��''��� '�� ��1�� /* 2�����������H��#'��# T1�/�(U� ���
���� �$ 2�����������H��#'��# ���� �� $����'�� 7�	� "�������� λ �� ���������#
���� � ������ string0,1

λ �$ 0N� ��# 1N� �$ ������ n� ���� �� �		��"�����# /*
#��'��� λ ����#� ��� ��	������ ((n − k)k)� ��� ���������� /��#�� �$ λ 	���
��	���� ��� /��������$� 	����� �$ ��� ��	������ �� ��� ��"������ 	����� 	�������
�$ n ��������� 8�/�� ��	� 1����	�� ������� '��� 0 ��# ��	� ����3������� ����
���� '��� 1� R�' ���# $��� /��������$� �� ��"������ �� ��� string0,1

λ � I�33���
��� 	��"���# �$ "�33�� "��	�� �$ ����� �*"�� +��������� ��� ����'�#, ��# 6�� �
���������� ������ �$ ��#� ������ n� ��� ���� ��>∫

X

σλ ∪ σµ ∪ σν = #{"�33��� '��� /��#�� string0,1
λ  string0,1

µ  string0,1
ν }.

2������ ��1� � 	��J�	����� ��������3����� �� ��� 	��� �$ �'�����" "������
L�� 1��������� 
� 	��/������� '��� �������  �� '� ��� � 	��J�	����� "��	���
2����������0��������	 ����� -������� '��� λ $��� string0,2

λ +�� �/�1� /�� '���
��� �*�/�� 1 ��"��	�# /* 2,� 
� ��� ������ string0,2

λ  	����� ��� 6��� d 2N� ��#
��� ���� d �N� �� 1 �� ��� stringλ(d)�

��������	� ���� ��� B������ ����	���� 	�������� �� X ��� ��1�� /*

〈σλ, σµ, σν〉d = #{"�33��� '��� /��#�� stringλ(d) stringµ(d) stringν(d)}.


� !��J�	����  � ����� �� � �"�	�6	 ��� �$ "�33�� "��	�� '��� ��#�� ��/����#
0 1 2 ��	��#��� �'� .��#� �$ 1����/��������� "�33�� "��	��� �� �� ����"��
'� ��1�

〈σ22, σ21, σ31〉1 = 1

�� Gr(2, 5) ��# ����� �� � 	�����"��#��� ���B�� "�33�� #��"��*�# /���'>
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!��J�	����  � ��� /��� 	��	.�# /* 	��"���� $�� n ≤ 16 ��# "��1�# $��
k ≤ 3�

#� �.!�� B" C ��	� D�


� ��� ����� 	�����	�� 8�� �*"�� '� ����� '��� �� ��/���� 1�	��� �"�	� CN

�B��""�# '��� � ���#��������� /������� $��� 〈 , 〉� 
� �� �*������	 �� �*"� B
'��� N �## N = 2n+1 ��# �.�'��*������	 �� �*"� C '��� N �1�� N = 2n�
+H� '��� ��� #��	��� �*"� D ��� 	��� �$ �*������	 /������� $��� '��� N �1��
'���� ����� �� ���� �� ��������� ����*�,

H� ��1� ��� ������������� �$ (n−k)�#���������� �"�	�� ������"�	 $�� 〈 , 〉>
OG(n− k, 2n + 1) �� �*"� B '���

∫
line

c1(TX) = n + k

��#

IG(n− k, 2n) �� �*"� C '���
∫

line

c1(TX) = n + k + 1.

��� 	���� �$ ������� ������"�	 ������������� +k = 0, ��1� ��	��1�# �"�	���
��������� /��� 	�����	���* ��# �� ��� B������ �������� ��� $�� k ≥ 1 ��	�
���� �� .��'� �/��� ����� �������������� !�����	���* '� ��1� �� ����/����
$������� ��# � I���� $������ '�� ��	����* #��	�1���# /* I����	3 ��# &���J�.�
T2)��U� H� ��1� B������ I���� $������� +'��. �� "������� '��� ��	� ��#
���1�.��,� =�� OG

σp ∗ σλ = σp ∪ σλ + (σp ∗ σλ)1q + (σp ∗ σλ)2q2

'���� ��� #����� 1 B������ 	����	���� ���� 	���� $��� ��� 	�����	�� I����
$������ �� OG(n− k + 1, 2n + 1) ��# '���� ����� �� ���� � #����� 2 	����	����
���� 	����� $��� ��� �#�����* σ2

n+k = q2 �� QH∗(OG)� =�� IG

σp ∗ σλ = σp ∪ σλ + (σp ∗ σλ)1q,



������� ���������� ��

'���� ����� �� J��� � ������ B������ 	����	���� ����P �� 	���� $��� 	�����	��
I���� �� ��� /����� ������"�	 ������������ IG(n− k + 1, 2n + 2)�

)�%���	���

!���/�% �� ������� ' I������ $���9��� ��������� � �	 ����	 ��� +�//�-� ��1 *�
*./'�,�1

!�F;,�% �� �� ��!�	 �� '���!� & �� �������� ' �������3���� ��������
�� ������������� �	 ����	 ����	 
�	 �� +*,,�-� ��1 :� /,�'/��1

!F;3,:% �� '����	 �� ��� & ��  ���(��� ' ;�� ���� ���9 ��)�� ��
GLn(C) ������ (��)����1 

1 ��JJ��� )������� ������ �� ��� H����<��)�
=����)��� ����� �	 ����	 ����	 
�	 �	 +*,,:-� ��1 �� �/':.1

!�=/0% &� &��)�!$ & �� 
���*��� ' 6 ����� (� ������� ��� H�������� ��)
�)) ���������� ������������� �	 !���� ��"�#	 ����	 �	� +�//0-� �:�'
�./1

!3�/�% ��  ���� ' ;�� �����)� ����9�� ��) ��� ��������� �� ��� ���������
���� ������� � ��(���� � & (� ���� "���1 ����1 H������ >���� ����1
;�(���� � 
�� 
�������1 ������ "��9�)��� �6� �//�� ���':**1
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������ � ��������������������������

�������� � �� �����(� �!� ��������� (��$��� 3����� ������ ��� � ��(��� ����4�� $�!
��� ����� � � ��(��� ���"���#�

�� �	��
����
	

8�� K /� � 6��#� &�	��� ���� ��� ������ ����" �$ K ��

Br(K) = {	������ ���"�� ����/���/K}/ ∼ .

�������#��	. ��������3�# ���� 	��	�"� �� �	������ =�� X � �	����

Br(X) = {����1�� �$ �3���*� ����/���/X}/ ∼ .

H��� X �� ������ �1�� � 6��# k '� ��1�

Br(X) ⊂ Br(k(X)).

��� ������ �$ ����/���	 ���	.� �""����# �� "�"��� /* 5������ ��# ���$��#
T3���U ��# ����� T���0(U�

)���(�� �*�!� �����



�
 �� �	����

������� 
�
�

� ;�/�$��#� X =
⋃n

i=1 Ui/Gi '���� Ui ��� �	����� ��# Gi ��� 6���� ����"�
�	���� �<�	��1��*�

� ;�/�$��# 	��1��> ����� '��� � 	��1� C ����������� �1�� k "����� pi ��#
������� ���/��� di ��# ��� X /* ������� C \ {n1, . . . , nk} '��� D/µni 
i = 1, . . . , k�

��"� �� X ��� ��B����# �� $�	��� ��	���* ������� ��� �$ ��� UiN�� C��� ���
���� ���$�	� ����"���>
� [A2/µ2] �	���� /* (x1, x2) �→ (−x1,−x2) ��1�� � B��#��	 	��� '��� �

Z/2���/�$��# "���� �� 1�����P �� �� ������ �� � ����
�
� P2 = U0 ∪ U1 ∪ U2 ��� ����#��# �?�� �"�� 	�1����� Ui

∼= A2� R�'
	�1�� P2 /* U0 U1

∼= A2/µ2 ��# U2
∼= A2/µ2 '���� ��	� µ2 �	�� /*

(x1, x2) �→ (−x1, x2)� H� ��� � P2 '��� �� ��/�$��# ����	���� ����� ���
���� �� ��6���*� 
� ���� ����"�� ����� �� � #�<����� ���	. ����	���� �1��
��� ���� �� ��6���* ���� J��� P1 ×B(Z/2)�

;� ���	.� "����� ��1� ���/���3�� ����"� ����	��# �� ����� ���* ���	.� 	���
$��� ��#��� "��/���� ��	� �� Mg '���� "����� 	�����"��# �� ������"����
	������ �$ ����� g 	��1��� ���� ��� ���/���3�� ����" ����	��# �� � "���� �� ���
�������"���� ����" �$ ��� 	�����"��#��� 	��1�� ����	 ����
� ����' ��6����
����"� �� ���/���3�� ����"� +���� GLn(k),� (����	��������� ����
� ������	�
�� 6���� ����"� +'��	� �� ����" �	����� ���� /� ������6�# �� '��� ���� ��
	����	�������	 p �� αp µp ��	�, ��� ���	. �� 	����# � ��� � �$ ��� ���/���3��
����" �� ���1��*����

������� 
���

� BG �� � ���/� �1�� � "�����
� ����� ��� �'� +������"���� 	������ �$, Z/2����/�� �1�� P1�

���� ��������* Z/2����/�� �1�� X ��� 	�����6�# /* H2
et(X, Z/2)�

!����#�� VGm�/��#�#W ���/�� 	�����6�# /* H2(−, Gm)� ��� 	���������	��
�����"�������� �$ Br(X) ��>

Br(X)→ H2
et(X, Gm).

�� ����4� 	 ��$����� $�
,���.

�� ����* �""��	����� �$ ���	.� �� ����/���	 �������* '�� ��1�� /* 5������
��# ���$��#� ���* "��1�# ��� ����#�	�/����* �$ Mg �1�� �� ��/�����* �����#
6��#� ���� ��# /��� "��1�����* .��'� �� 	����	�������	 0 +	�����	���*, ��# 	����
�	�������	 p > g + 1 T5����U� 5������ ��# ���$��# ��1�  "���$� ��� '������



�	���	 �	���� �

��# ��� '��� ���	.�� ��� ���	.�/���# "���$ ���� Mg ⊂M g � 	��"�	��6	�����
'��	� �� ������ ��# "��"�� �1�� Spec(Z) "��� � ������� �/��� 	����	��#����
�$ 6/����

� ���� ��#��� �""��	����� �$ ���	.� �� ����/���	 �������* ���# ��� ������
����"� �� ��# B������� �� '������ ��� ������� +��J�	��1�, �������"����

Br(X)→ H2
et(X, Gm)tors

�� ���J�	��1��

�	��������� ��
� T'�16��U ��� �	���� �� 	�; �	 ��	����: � ���	����9���
��� �� ��$�	  � ��
�	� X ��  � � 	�	��������� �	��	 �� ��� "������ ��	��:

����� �� �� ������� �� H2
et(X, Z/2) ��	� ���� ��� 	�����"��#��� ���/� �� X

��� �� ������1��� 1�	��� /��#���� ��� �� ��1� � ����$ �$ �3���*� ����/��� ��
X �� ��� ���� �� �� ��1� � 1�	��� /��#�� �� ��� ���/� ��	� ���� ��� ���/���3��
�	���� �� 6/��� �� ������1����

=�� Gm����/�� 	������� ����1�� �"��� ��������* ���� ��/����1�� ��#���# /*
Ĝm +���� �� /����# ��� �������� �$ Vα��'����# ����1��W �� B�6��#� �� ��� "�*��	�
���������� '���� α �� � 2�	�	*	�� '��� 1����� �� Gm,�

���	�� ��� ��������� �� X �� "��������1����$� ���	

Br(X) = H2(X, Gm)tors.

� "���$ '�� ��	����* ��1�� /* #� A��� ����� ��� �������� �$ α��'����#
����1���

�� �""��	����� �$ ������ ����"� �� ��� ���/�� �������* �$ ���	.� ������� ��
���������1� �������*� ���$��# T��,�#U ���# ��� $���#������ �� ��������
��1� �������* �� ��� ��#��� �"�	� �$ 	��1�� �$ ����� g 1�� A∗(M g)Q !��'
����"� '��� �������� 	��?	����� '��� �� �������	���� "��#�	�� ���� ���# ���
�������	� �$ � 6���� L�� 	�1�� /* � !�������	����* �	����� 71�� ������ M g

�� � �������� 1�����* �� �� ������ �� � +5����������$��#, ���	.�
� ���"��6	����� '���# ��1� /��� "����/�� �$ ��� .��' ��� �������	� �$ �

6���� L�� 	�1�� �$ M g /* � ������ �	����� -�	� 	�1��� ��1� ��/��B�����*
/��� ���'� �� ����� /* 8���J���� T7

�(U ��# I�.�����#� A��� T2�8�+U� ����
����� ��� �� /� � ������� "����������

���	�� ��� �1�96��
��� 2�� F  � � (����	��������� ����
; ������ �	�
��������� �$�� � &��� k: ������ ������� ���� F �� ������	���* ���� ?�	 �����
���������� p; 	� ��	���� ��� ���'�� ����� ��� ����� ��$��� ��  � p@ �	� ���� ���
�	������	� ������ ������ ����� �� � "��������1����$� ������: ���	 �� ��$�
F ∼= [U/G] ��� ���� ������ ������ U �	� ���� ���� ����� G ����	� ��������
�	 U :



�� �� �	����

���	�� ��� �1�96��
��� �� F ∼= [U/G]; ��� ����
 "�����	� �� �	 ���� ����
����� ����	� �������� �	 � ������ ������; ���� "��������1����$� ������ ������
�����; ���	 ����� �� � ������ ������ ���� � &	��� >�� ���1����$� ��� �� F :

��� "���$ �$ �������  �� ���� ������ ����"� "��� � ������� ���	. 	������	�
���� '��	� ���� �� V$�����W ��� ������	 ���/���3�� ������� ���� F �� � ���/� �1��
�� ��/�$��# F ′� ���� '� ��#�	� �� "��1��� F ∼= [U/G] '��� F �� � ���� ���/�
�1�� � B�����"��J�	��1� �	����� ���� ���� �������  � ��# ��� 	����	����
/��'��� �3���*� ����/��� ��# 1�	��� /��#��� �� � ���/��

)�%���	���

!6���:% �� ���� ' ������ )���������� ��) ����9��� ����	�� ������	 ����	 �	
+�/�:-� �0�'�./1

!K�0/% &� +���)� & +� ���"��� ' ;�� ���)��9�� �� ��� �(��� �� ������
�� ���� ������ ����	 $����� %�� �� 
��	 &���	 ����	 �� +�/0/-� ��'�,/1

!#2F�,�% +� �����	 �� �������	 �� '���!� & �� ,������ ' ������ ����(�
��) C������ ����	�� ����	 �	 ����	 ��� +*,,�-� ��1 :� �0�'���1

!L��0/%  � -���� ' 2��<�J ������� ��) ���)��9�� �� ��)�� �� ����9���
������� ���	 � ����	 '() 
� +�/0/-� �:*'���1

!H��/:% �� .���*�)� ' $����� K������������) ���(���8������ 9 �����
�� �� � ����� ����������� �	 ��"������ *��	 � +�//:-� ��1 *� *.�'*/�1

!���.�% +� ���"��� ' ;�<��)� �� ���������� ������� �� ��� ��)�� �(���
�� ������� 6������� ��) ������� � ���1 

� �����1 ����1� ���1 �0�
��	�M���� ������� ������� �6� �/.�� *��'�*.1

!�)N/�% �� &������ & �� �� �� ��) ' ��)�� �� ������ <�� �����9����
����� ���������� ;�� ��)�� �(��� �� ������ +;���� 
����)� �//:-� �����1
����1� ���1 �*/� ��	�M���� ������� ������� �6� �//�� :.�'�,/1



����������	��� 
������� ��������

��� ������	
�� ����� �� ��	�5
��������� ��������� �������
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� �� -����%/�
H�9������� )�� ����A���C���� G������A )D6����� ��� N��� $�����J $� �.�
0*�,� H��� "�)��� L����� • ������ � ���	�������������
���������

�������� � 6�� � ���7����� 2����� X� $� �����(� ��"� �� ���� ��  � �� ���������� �� �!�
��$��� �& X� 8� � �����2������ $� ��"���� �!� 9!�$ ������ �& ��$��� �& X � ���"� �&
�!� 9!�$ ������ �& ��$��� �& �!� ��������� ���� �& X� $�!��� ��&������ �� "������ :���
$� �� ��� ����"� �!�� �!� �!���������� �& �!� (��� %� � �;��� &��" 2�

��  ������� �!����

����� ��� ����� �$ � "��� �$ �* ��	����� �� T1���#U ��1�� �� ��� F��1�����*
�$ ��������� #����� ��� 6��� '��. �$ R�1��/��  ����

8�� F /� � 6��#� �* � $������ +�1�� F , '� ���� � ��#�	�# +��� ��	�������*
����#�	�/��, �	���� �$ 6���� �*"� �1�� F �

��������� 
�
� � 1�����* X �������� '��� � #�	��"������� X = ∪i∈ICi ����
� 6���� #��J���� ����� �$ ��� ��	���* 	����# ��/1�������� �� 	����# � �������� �����
�$ �1��* Ci �� ������"��	 �� �� �?�� �"�	� ��# ��� ��/1�������� Ci ��� ���
��		����1� #�<����	� �$ ���� 6�������� �$ X /* 	����# ��/1���������

<���"(�� ���� �����



�� �� �� ��	�����

������� 
��� �� ���' ���� ��� 	��#����� �� �������	� �$ ��� 6�������� �� ���
#�6������ �$ 	������� �"�	� �� ��� ��������	 ��� �� ��.� �� X ��� ����� �$ �'�
�������� 	���	� L1 ��# L2 �������	���� �� �'� "����� P1 ��# P2� ��� ��	���*
	����# ��/1�������� Ci = Li \Pi i ∈ I = {1, 2} �$ X �����$* ��� ��� 	��#������ �$
5�6������ ��� ��	�"� ��� 6�������� ���� ��� 6�������� 	��#����� �� ��� �����6�#
/�	���� ���� �$ ��� Ci �� 	����# �� X �

������� 
��� ��� ����#��# 6�������� �$ � "��J�	��1� �"�	� Pn /* ��� ������
��/�"�	�� Pn−1 Pn−2 ��# �� �� "��#�	�� � 	������� ����	���� �� Pn�

������� 
��� 8�� D /� � ����������1� ������� ��# X � D�#���������� �"���
������ "��J�	��1� B��#��	� F" �� ������"���� X �� ��� �*"�����$�	� �� ���
"��J�	��1� �"�	� PD+1 ��1�� /* ��� �B������ x0xd+1 + · · ·+ xdx2d+1 = 0 +$��
�1�� D = 2d, �� /* ��� �B������ x0xd+1 + · · · + xdx2d+1 + x2 = 0 +$�� �##
D = 2d+1,� !����#�� ��� #��	��#��� 6�������� �$ X /* ��� 	����# ��/1��������
X(i) i = −1, 0, . . . , 2d + 2 '��� X(−1) = X ��# '��� X(i) $�� i � 0 #�6��#
����#� �$ X(i−1) /* ��� �B������ xi = 0� ���� 6�������� "��#�	�� � 	�������
����	���� �� X +�1��* ��		����1� #�<����	� �� �����* ���� �� /� ������"��	 ��
�� �?�� �"�	�,� R��� ���� X(d) �� Pd +��� �B������ x = 0 �� ��� 	��� �$ �##
D �� ��������	���* �##�# /�	���� X(d) /���� � ��/1�����* �����# /� ��#�	�#,
��# ��� 6�������� �� X(d) 	���	�#�� '��� ���� �$ 7���"�� ����

����	� 
��� 71��* �"��� "��J�	��1� ����������� 1�����* ��� � 	������� ����	�
���� +��� T1:���U,� ��# �$ 	����� �1��* "��J�	��1� ����������� 1�����* /��
	���� �"��� �1�� �� �""��"����� ��������� �$ ��� /��� 6��# +$�� ������	� �1��
��� ����/���	 	������,�

������� 
� � 8�� X ��# Y /� 	������� �"�	�� '��� ��� 	������� #�	��"����
����� X = ∪i∈IUi ��# Y = ∪j∈JVj � ���� ��� #���	� "��#�	� X × Y �� 	�������
�� '��� '��� ��� 	���� Ui × Vj  (i, j) ∈ I × J � 
�#��# ��� "��#�	�� Ui × Vj ���
������"��	 �� �?�� �"�	�� ��	���* 	����# �� X ×Y  #��J���� ��# 	�1�� X ×Y �
��� 6�������� 	��#����� �� ���* �� 1���$* +��� ���� T1���� Y�U,�

��� ����� �������� !��' ����" CH(X) �$ � 	������� �"�	� X �� ���* �� 	���
"���>

���	�� 
�!� 2�� X  � � �������� ����� ���� ����� Ui; i ∈ I: 7���� ui ��� ���
�����	� �	 CH(X) ��$�	  � ��� ������� �� ��� ���� Ui: ��� !��� ����� CH(X)
�� � ���� Z������� �	� ui; i ∈ I �� ���  ����:

.����� 8��
X = X(0) ⊃ X(1) ⊃ · · · ⊃ X(n) ⊃ X(n+1) = ∅



������ �� ����	� �� ����	��� ��

/� � 	������� 6�������� �$ X � H� "��1� ��� ��������� ����� �� ��#�	���� �� ���
������� 8�� U /� ��� 	��� X(0) \X(1) ��# ��� u /� ��� 	�����"��#��� �������
�$ CH(X)� �* ��� ��#�	���� �*"������� ��� Z���#��� CH(X(1)) �� $��� ��#
��� �������� ui ��1�� /* ��� 	���� Ui #�<����� $��� U  $��� ��� /����� ;� ���
����� ���# �� ��� ���	� ��B���	� �$ K��������* ����"�

H(X, K1)→ H(U, K1)→ CH(X(1))→ CH(X)→ CH(U)→ 0

��� ��$� ���# ��#� �������"���� �� �1�#����* ���J�	��1� +/�	���� ��� "����
/�	. H(F, K1) → H(U, K1) '��� ���"�	� �� ��� ����	���� ���"���� �$ U ��
�� ������"���� /* ��� ������"* ��1�����	� �$ K�	��������*, ��# ��� �����
���# ��#� �"����"���� ��� � �"������� CH(U) = Z · [U ] → CH(X) ��1�� /*
[U ] �→ u�

����	� 
�"� ��� 	������ [X(i)] i = 0, 1, . . . , n �$ ��� ����� �$ � 	�������
6��������

X = X(0) ⊃ X(1) ⊃ · · · ⊃ X(n) ⊃ X(n+1) = ∅
�$ � ��1�� 	������� �"�	� X ���� $��� � /���� �$ CH(X) +��� 	�� ������ #�#�	�
�� $��� ������� ��� �� ��"��� ��� "���$ �$ ��� ������� ��"��	��� ��� �"�������
[U ] �→ u /* ��� �"������� [U ] �→ [X ],�

����	� 
�#� 8�� X = ∪i∈IUi ��# Y = ∪j∈JVj /� 	������� �"�	�� '��� �����
	������� #�	��"�������� ui ∈ CH(X) ��# vj ∈ CH(Y ) ��� �������� ��1�� /*
��� 	������� �$ ��� 	����� R��� ���� ��� 	���� �� CH(X × Y ) �$ ��� 	������ �$ �
	��� Ui × Vj 	���	�#�� '��� ��� 	���� �$ ��� "��#�	� �$ ��� 	������� �$ ��� 	����
+�1�� �� ��� 	��� '��� ���� "��#�	� �� ��� ��#�	�#, ���� �� '��� ��� ��������
"��#�	� ui× vj � �����$��� ��� �������� "��#�	�� ui× vj  (i, j) ∈ I × J  $��� �
/���� �$ CH(X ×Y ) ��# ��� �������"���� CH(X)⊗CH(Y )→ CH(X ×Y )
��1�� /* ��� �������� "��#�	� �$ 	*	��� �� �� ������"�����

R�' '� ��� ��� $����'��� #��	��"���� �$ ��� !��' ���� �$ � ������ �"���
"��J�	��1� B��#��	>

���	�� 
�
$� 2�� X  � � ����� ������ D�����	���	�� ���1����$� "������; �
������������ �� � ���1����$� ����� P: #�� d = [D/2] �	� ��� h ∈ CH1(X)  �
��� ����� �� � ��������	� ������	 �� X: 8�� i = 0, 1, . . . , d; ��� li ∈ CHi(X)
 � ��� ����� �� �	 �� ������ i�����	���	�� ��	��� �� ����� �� P ���	� �	���� ��
X: ���	 ��� ����� !��� ����� CH(X) �� ���� ����  ���� hi, li; i = 0, 1, . . . , d:
��� �������������	 �� ��� ��	� CH(X) �� �������	��  � ��� �������	� ������
hd+1 = 2l[(D−1)/2] ?hd+1 = 0 ��� D = 0@; h · li = li−1 ��� i ∈ [1, d]; �	� l2d ��
�"��� �� 0 �� l0 ���� l2d = l0 �� �	� �	�� �� D �� ��$��� ��  � 4:



�� �� �� ��	�����

.����� =�� D = 0 ��� 1�����* X �� � #��J���� ����� �$ �'� �������� "������
=�� D = 1 ��� 1�����* X �� ������"��	 �� � "��J�	��1� ����� 
� /��� 	���� ���
��������� �$ ������� ���#� �� "���$� H� ��' ������ ���� D � 2�

��� �������	���� �$ �� ��/�����* �*"��"���� �$ P '��� X �� ��#�	�# ��#
��� 	�#�������� 1 �� X P �����$��� ��� "����/�	. �$ ��� 	���� �� CH(P) �$ ���
�*"��"���� 	���	�#�� '��� ��� 	���� �$ ���� �������	����P �� "����	���� �� #���
��� #�"��# �� ��� 	���	� �$ ��� �*"��"����� -��	� ��� "����/�	. CH(P) →
CH(X) �� � ���� �������"���� ��* "�'�� hi �� ��� "����/�	. �$ ��� 	���� �$
�� i�	�#���������� ������ ��/�"�	� �$ P� 
� $����'� ���� $�� i = 0, 1, . . . , d ���
�������� hi ��� ��� 	������ �$ ��� 6��� d + 1 ����� �$ ��� 	������� 6�������� �$
X 	������	��# �� 7���"�� ��%� ��� ��������� d + 1 ����� ��� 	������ ������
��/�"�	�� Xi �$ X  ��� $�� ��	� #�������� i = d, d− 1, . . . , 0� -��	� CHi(X) =
Z · [Xi] $�� i ∈ [0, D/2) ��� "����$��'��# �������"���� CHi(X)→ CHi(P)
�� ��J�	��1� +�1�� /�J�	��1�, $�� ��	� iP �� $����'� ���� [Xi] 	���	�#�� '��� ���
	���� �$ �� ��/�����* i�#���������� ������ ��/�"�	� �*��� �� X � �� ���� �����
�� �� �����#* ���* �� ��� ��� �������� h · li = li−1 ����� ��� "��J�	���� $������
'��� ���"�	� �� ��� ��/�##��� X ↪→ P�


� 	������� �� ��� ����� ���#�# 	��"������ �$ ��� !��' ����" �$ X  ���
����" CHd(X) �� ��� 	��� �$ �1�� D +��# ���* �� ���� 	���, ��� � ���. #�<�����
$��� 1 +�����* 2,> ��� /���� �� $����# /* hd = [X(d−1)] ��# ld = [X(d)] '����
ld �� ��� 	���� �$ ��� �"�	��� ������ ��/�"�	� X(d) ⊂ X � 8�� l′d ∈ CHd(X) /� ���
	���� �$ �� ��/�����* d�#���������� ������ ��/�"�	� �$ X � -��	� ld ��# l′d ��1�
��� ���� ����� ��#�� ��� "����$��'��# �������"���� CHd(X) → CHd(P)
'���� ��� .����� �� ��������# /* hd − 2ld ��� ��� l′d = ld + n(hd − 2ld) '���
���� n ∈ Z� -��	� ����� ������ � ������ �������"���� �$ X ��1��� ld �� l′d
+'���� hd �� �$ 	����� ��1������ '��� ���"�	� �� ��* ������ �������"����, ���
	*	��� hd ��# l′d ���� $��� � /���� �$ CHd(X)P 	����B�����* ��� #���������� �$
��� ������ (

1 n
0 1− 2n

)
�� ±1 ���� �� n �� 0 �� 1 ��# l′d �� ld �� hd − ld� -� ����� ��� �� ���� �'�
#�<����� �������� �B��1����	� 	������ �$ d�#���������� ������ ��/�"�	�� �$ X ��#
����� ��� �� �B��� �� hd�

R�' ��� l′d /� ��� 	���� �$ ��� ������ ��/�"�	� x0 = x1 = · · · = xd−1 =
x2d+1 = 0� -��	� X(d−1) �� ��� ����� �$ x0 = x1 = · · · = xd−1 = xd = 0 ��#
x0 = x1 = · · · = xd−1 = x2d+1 = 0 '� ��1� hd = ld + l′d ���� �� ��� 	������ ld
��# l′d ��� #�<������ 
� $����'� ���� ��� 	���� �$ xd+1 = xd+2 = · · · = x2d+1 = 0
�� l′d �$ ��# ���* �$ D �� #�1���/�� /* 4P �� ���� 	��� ld · l′d = 0 ��# 	����B�����*
l2d = ld · (hd − l′d) = ld · hd = l0P �����'��� l2d = 0�



������ �� ����	� �� ����	��� ��

�� )����;� �������� �!����

��� ������ �$ � ������1� 	������� �"�	� '�� �����#�	�# �� T1���� Y(U� C���
'� �������* 	����� ��� #�6�������

��������� ��
� � 1�����* X �������� '��� � #�	��"������� X = ∪i∈ICi ����
� 6���� #��J���� ����� �$ ��� ��	���* 	����# ��/1�������� �B��""�# '��� ���"�����
fi : Ci → Xi �� ���� ������ "��J�	��1� Xi �� 	����# � ������$� �������� �����
�$ ��� ��/1�������� Ci ��� ��� ��		����1� #�<����	�� �$ ���� 6�������� �$ X /*
	����# ��/1�������� ��# $�� �1��* i ∈ I ��� ���"���� fi �� L�� �$ 	�������
������1� #�������� ��# ��� ��� 6/��� ��� ������"��	 �� �?�� �"�	��� H� ��$��
�� Ci �� �� ��� 	���� �$ X ��# �� Xi �� �� ��� /���� �$ ��� 	�����

������� ��� ���� ��;�� �<�,!���� ��* ������ "��J�	��1� 1�����* 	��
/� 	����#���# �� � ������1� 	������� �"�	� �� ��� ���1��� '�*> ��� 	��� 	���	�#���
'��� ��� /����

������� ��� ���� ���� �<�,!���� 8�� X /� � D�#���������� ������"�	
������ "��J�	��1� B��#��	� F" �� �� ������"���� X �� ��� �*"�����$�	� �$
PD+1 ��1�� /* ��� �B������ x0x1 + ψ(x2, . . . , xD+1) = 0 '��� ���� B��#����	
$��� ψ� H� #�6�� � 6�������� X = X(−1) ⊃ X(0) ⊃ X(1)� ��� ��/1�����* X(0)

�� #�6��# /* ��� �B������ x0 = 0� 
� �� � 1�#���������� 	��� �1�� ��� ������
"��J�	��1� B��#��	 X0 ��1�� /* ψP '� ��.� �� X(1) ��� 1����� �$ ��� 	��� +����
��� "���� x0 = x2 = x3 · · · = xD+1 = 0,� ���� 6�������� #��������� � ������1�
	������� ����	���� �� X � 
�#��# X(−1) \X(0) �� �� �?�� �"�	� X(0) \X(1) ��
� 1�#���������� 1�	��� /��#�� �1�� X0 ��# X(1) �� � "�����

���� ��������* �$ X �� ��1�� /* ��� �B������

x0x1 + . . . x2i−2x2i−1 + ψ(x2i, . . . , xD+1) ,

���� X ��� � ����	���� �$ ������1� 	������� �"�	� '��� ��� ������ B��#��	 ψ = 0
/���� ��� /��� �$ ��� 	��� ��# "����� /���� ��� /���� �$ ��� ����� 	�����

����	� ���� 71��* ������"�	 "��J�	��1� ����������� 1�����* ��� � �������1���
����	���� �$ 	������� �"�	� ��� T ��U�

������� ��� �2�
���� 
% �������� �!������ ��� #���	� "��#�	� �$ �'� 	���
����� �"�	�� �� � 	������� �"�	� '���� ��� 	���� ��� ��� "���'��� "��#�	�� �$ ���
	����P ����� /���� ��� "��#�	�� �$ ��� /���� �$ ��� $�	�����

��� !��' ����" �$ � ������1� 	������� �"�	� �� 	��"���# �� T1����U �� �����
�$ ��� !��' ����"� �$ ��� /���� �$ ��� 	����>



�� �� �� ��	�����

���	�� �� �T1���� "���$ �$ ��� (��U�� 7��� 	������	� �� (�&	����	 A:B;
��� ��� �� ��� ������������� (Γfi)∗ : CH(Xi) → CH(X); ��$�	  � ���
�������� Γfi ⊂ Xi × X �� ��� ���	��������	� �� ��� ������ �� ��� ���������
fi : Ci → Xi; ��$�� �	 �����������⊕

i∈I

CH(Xi) � CH(X).

����	� ��!� =�� �� �������� 	����# ��/1�����* Z ⊂ Xi ��� ������� �$ CH(X)
	�����"��#��� �� [Z] ∈ CH(Xi) ��#�� ��� ������"���� �$ �������  �( �� ��1��
/* ��� 	������ �� X �$ f−1

i (Z)�

)�%���	���

!"��% ,� ���������	 �� /���� & �� ������*�� ' ����� )����(����� ��
�����(� (��B����� ����������� �������� �� �((��� � ���� ����	 ��  ���
O *,,��1

!F��,,% 0� �� '��1��� ' "�������� �� ������� �������� �(���� ��) �� �����(�
P�� �������� ��"���� � �����+ �� +*,,,-� ��1 �� �'0/1

!F��,�% � 2���� � In� *,,�� H���� 6���9��� ����(� ��) =�����) $����������
���(��� $������ ���� �'*/1

!FQ�/�% �� '2!� ' "��< ���� ��) ����� "��< ����� �� G/P � ����������� ����	
	� +�//�-� ��1 :� �0�'��*1



����������	��� 
������� ��������

��� ������	
�� ����� �� �+	��
��������� ��������� �������

��.�� ������	�
 �, ������� ���0�

	� 	� .��#

#�� G������M� �2 #����� #������������ */� K�:��*0 #����� ������ 
������ � �������	
�������
�������

�������� � . ������ �� �������� ��$���� ��"����� �!� ���( � �������� �& �!� "��� ��
����� X(pn) �� �!���������4 p > 2� =!� � 7��� $��4 $�! >��&�� ��$����

�� �	��
����
	

����� ��� ��� ����� �$ � ���. ��1�� �� ��� ��������� ��	
���� �
���� ��
��������� �� -�"���/�� ���  ���� 
 ��"��� �� J���� '��. '��� -��$�� H�'���
+�� "��"�������,�

8�� p > 2 /� � "���� ���/��� H� 6� � 	��"���/�� �*���� ζpn ∈ C �$
"������1� pn�� ����� �$ ����*� 8�� X(pn) = H∗/Γ(pn) /� ��� ��#���� 	��1� �$
$��� ��1�� pn �1�� C� C��� H∗ �� ��� 	��"���� �""�� ���$ "���� ��#

Γ(pn) = {A ∈ SL2(pn) |A ≡ I mod pn}.
&�	��� ���� X(pn) "���������3�� +��������3�#, ����"��	 	��1�� E '��� � $��� ��1��
pn�����	���� ���� �� ������"���� ϕ : (Z/p)2 → E[pn] '��� det(ϕ) = ζpn � H�
�/���� � 	�1�� πn : X(pn)→ X(1) � P1

j /* ���#��� (E, ϕ) �� j(E)� ��� 	�1��

<���"(�� 1�!� �����



�
 �� �� ����

π0 �� � ������ 	�1�� '��� ������ ����" Gn � SL2(Z/pn)/(±I)� 
� �� /���	��#
�� j = 0, 1728,∞ �$ ��#�� 3, 2, p ���"�	��1��*� ��� 	�1�� πn �������� '��� ���
������ �	���� 	�� /� #�6��# �1�� Qp(ζpn)�

��� "��/��� '� #��	��� �� ���� ���. �� �� #�������� ��� ���/�� ��#�	���� �$
πn ⊗Qp(ζpn ) Qnr

p (ζpn) �� ���� "���� ℘ �$ Qnr
p (ζpn) �1�� p� ;�� ���� ������ ��

���� '� 	�� #� ���� $�� n = 2� H� ����� /* ��	������ ��� #�6������ �$ ��� ���/��
��#�	���� �$ � ������ 	�1�� $����'��� &�*���# T)�.��U�

8�� R /� � 	��"���� #��	���� 1�������� ���� '��� ����#�� 6��# k = k̄ �$
	����	�������	 p > 2 ��# $��	���� 6��# K �$ 	����	�������	 3���� 8�� f : Y →
X = P1

K /� � G������� 	�1�� #�6��# �1�� K� H� ������ $�� ���"��	��* ����
g(Y ) � 2� �* ��� ���/�� ��#�	���� ������� ����� ������ � ���B�� ���/�� ��#��
Y �$ Y �1�� R �$��� ��"��	��� K /* � 6���� ���������� F��B������ ��"����
���� ��� �	���� �$ G �����#� �� Y  ��# '� ��* #�6�� X = Y /G� H� 	���
fR : Y →X ��� ����� 
	��� ��# ��� �"�	��� 6/�� f̄ := fR⊗R k : Ȳ → X̄ ���
����� �������	�� ��� 	�1�� f ��� �		� �������	� �$ f̄ : Ȳ → X̄ �� � ��"���/��
	�1�� �$ ������ 	��1��� ;����'��� f ��� ��� �������	��


� �� ���* �� ��� ���� πn : X(pn)→ X(1) ��� /�# ��#�	���� �� 	����	�������	
p ���	� �� ����"��	 	��1� �� 	����	�������	 p ��� ����	��* ���� p�������� "����� ��
	����	�������	 p ���� �� 	����	�������	 3���� H� #����� /*

πn,R : X (pn)→X (1)(n)

��� ���/�� ��#�� �$ πn� ��� ���/�� ��#�	���� '� #����� /*

π̄n : X̄(pn)→ X̄(1)(n).

R��� ���� X(1) ��� ����� 3��� ���	� �#���� � ������ ��#�� �1�� R� ���
��#�� X (1)(n) �� #�6��# �� ��� B������� �$ X (pn) ��# �� ��� ������ $��
n > 0� �����1�� ���� ��#�� #�"��#� �� n� 
�� �"�	��� 6/�� X̄(1)(n) �� � ����
�$ "��J�	��1� ������ 
$ n �� ��#������# '� '���� X̄(1) ������# �$ X̄(1)(n)�

�� ��� 1��=���=�� ,
���

2��3 ��# ��3�� #�6��# �� T1��+U � ������� ��#�� X (pn)KM �$ X(pn) �1��
A = Zp[ζpn ]� 
�� �"�	��� 6/�� X̄(pn)KM �� � ����� �$ ������ 	��1�� �������	����
�/�1� ��� ����������� �	���� C��� '� 	��� j ∈ X̄(1)KM � P1

j ��"����������
�$ ��� ����"��	 	��1� E '��� j���1������ j �� ��"����������� ���� ��#�� �� ���
�������/��> X̄(pn)KM ��� � /�# ����������* �1�� ��� ��"���������� jN�� 
�
���� ����� ��� #��� ��� ��� ��� V�����������W ����#�	�/�� ��"������������ �$
SL2(Z/pn) �� ��� 	��������* �� ��� 2��34��3�� ��#�� ���	� ���* 	�����"��#
�� ��� 1�������� 	*	���� ���� �� ��� �$ ��� ����1������ $�� ���#*��� ��� ���/��
��#�� �$ X(pn)�



������ 	�������� �� ������	 ��	��� �

��� ���/�� ��#�	���� �$ X(p) �� .��'�� 
� $����'� /* 	��/����� ��� '��. �$
7#����1�� T'���U �� ��� ���/�� ��#�	���� �$ X0(p2) '��� ��� ������� �$ 2��3
��# ��3��� C��� ��� ���� ��� $�	� ���� X0(p2) �� � B������� �$ X(p)�


� T&/��U '� ��1� �� ���������1� "���$ �$ ���� $�	� '��	� #��� ��� ��� ���
$�	� ���� X(p) �� � ��#��� �"�	�� 
�����# ���� "���$ ������ �� ��� $�	� ����
π1 : X(p) → X(1) �� � ������ 	�1�� �$ P1 /���	��# �� ����� "����� ��	� ����
��� ��#�� �$ ��� ������ ����" �� ����	��* #�1���/�� /* p� 
� ���� ��������� '�
��1� � ������ ������ �� ��� ����	���� �$ ��� ���/�� ��#�	���� #�� �� &�*���#
T)�.��U ��# H�'��� T/�*�#U�


� ����� 1��* #�?	��� �� ��������3� ���� �""���	� �� X(pn) ���	� ��� -*��'
p���/����" �$ SL2(Z/pn)/± I �� ����/������ 
� �� ��� 	���� '��� �� ��"�	� $��
��� ���/�� ��#�	���� �$ G������� 	�1��� �$ G ��� � ����/����� -*��' p���/����"�
�� $�� �� '� .��' ��� ������ �� ��� ���/�� ��#�	���� �$ π2 : X(p2)→ X(1) ��
��� 6��� ����"�� �� ���� #���	����� ���� �� ��� ��	��# ����1����� $�� ���.��� ��
��� ���/�� ��#�	���� �$ ��#���� 	��1���

#� ��� �
��� ,
��� !�
���,


� ���� ��	���� '� ��1� � ��' "���$ $�� ��� ���/�� ��#�	���� �$ X(p) '��	�
��������3�� �� X(p2)� H� ��� ���� '��.��� �� ��� ������� 	����

8�� k = F̄p R = W (k) ��# ��� K /� ��� $��	���� 6��# �$ R� H� #����� /* ν
��� 1�������� �� K '��� ν(p) = 1� 8�� F0(X, Y ) = X + Y + · · · ∈ k[[X, Y ]] /�
��� ���B�� $����� ����" ��' �1�� k �$ ������ �'� ��	� ���� [p]F0(X) = Xp2

�
H� 	����� � +��"����������, ����"��	 	��1� E0 �1�� k '��� $����� ����" ��'
F0� 8�� j0 = j(E0)�

H� #����� /* X (1)loc ��� ���1����� #�$�������� �"�	� �$ F0� 8�/��4����
�����* ��"���� ����

X (1)loc � SpfR[[u]].

8�� F (X, Y ) ∈ R[[u]][[X, Y ]] /� ��� ���1����� #�$�������� �$ F0�

%���� ��
� 7� ��� ������ ����

[p]F X ≡ pX + uXp + Xp2
(mod pXp).

��� ����� $����'� $��� 8�/��4���� �����*� H���� X(1)loc = X (1)loc ⊗K�
���� �� � �"�� ���� #��. '��� "�������� u� !����#��

+�, [pn]F (X) = [p]F ◦ · · · ◦ [p]F (X) = 0.

H� #�6�� � 	�1��X(pn)loc → X(1)loc /* �#J������ ��� �������� �$ +�,� ���� "���
	����* X(pn)loc "���������3�� ���"��� (u, xn, yn) '��� u ∈ X(1)loc ��# (xn, yn)



�� �� �� ����

� /���� �$ Fu[pn] �1�� K ��	� ���� en(xn, yn) = ζpn � C��� en �� ��� H��� "������
�� Fu[pn]�

-����4���� �����* ��*� ���� � #�$�������� �$ � $����� ����" F0 �$ E0 	���
���"��#� �� � #�$�������� �$ E0� �����$��� '� �/���� ��� $����'��� #������

X(pn)loc ��

SL2(Z/pn)

��

X(pn)

SL2(Z/pn)/(±I)

��
X(1)loc �� X(1).

C��� ��� �""�� ����3����� ����' ��  >� �� ��� ����� ��# ��� ��'�� ����3�����
����' �� ��J�	��1��

H� #�6�� � 	����# ����# #��. D ⊂ X(1)loc /*

D = {u ∈ X(1)loc | ν(u) � p/(p + 1)}.
8�� u ∈ D ��# 	����� (u, x1, y1) ∈ X(p)loc� !����#����� ��� R�'��� "��*���
�$ [p]F (X) ��� 	��	.� ���� ν(x1) = ν(y1) = 1/(p2 − 1)� 
� ����� '��#� ���
#��. D 	������� �$ u ��	� ���� ��� p�������� Fu[p] �$ ��� 	�����"��#��� $�����
����" ��' #��� ��� �#��� � 	�����	�� ��/����"� ���� #��. �� 	����# ��� �		
����������� ����

R�'
−u ≡ x

p(p−1)
1 +

p

xp−1
1

≡ y
p(p−1)
1 +

p

yp−1
1

(mod u1+ε).

R��� ���� ��� ����� ��1� �B��� 1��������� �����"�*��� /* xp
1y

p
1 *���#�

yp2

1 xp
1 − xp2

1 yp
1 ≡ p(yp

1x1 − xp
1y1).

H������

x̃1 =
x1

p1/(p2−1)
(mod p), ỹ1 =

y1

p1/(p2−1)
(mod p),

�����"�*��� /* ��� 	����	� "�'�� �$ p ��# ��#�	��� ��1��

+ , ỹp
1 x̃1 − ỹ1x̃

p
1 ≡ 1.


� �� ���* �� ��� ���� + , #�6��� � PSL2(p)�	�1�� �$ P1
k �$ ����� p(p−1)/2� ;��

�������� ���'� ���� ��� ���/�� ��#�	���� X̄(p) 	������� ��� ��	� 	��"�����
$�� ��	� ��"���������� j�1����� -��	� X̄(p) #�������� X̄(p)KM '� ���� .��'
���� X̄(p) 	������� p + 1 �� 	����# 
���� 	��1�� Y � ��� "��J�	���� Y → P1

j

$�	���� �� Y → Z → P1
j  '���� Y → Z �� � ����"���/�� ��" �$ #����� p ��1��

/* ��� =��/����� ���"����� ��� ��" Z → P1
j �� � (p−1)/2�	*	��	 	�1�� ������*

/���	��# �� ��� ��"���������� j�1�����P �� 	�����"��#� �� ��.��� ��� (p−1)/2��
���� ��� �$ ��� C���� ��1�������



������ 	�������� �� ������	 ��	��� ��

· · ·

· · ·���X̄(p)

X̄(1)

�


� �� ���* �� 	��	. ���� ����� ��� ��� ����#�	�/�� 	��"������ �$ X̄(p)� -���
����3��� '� �/���� ��� $����'��� "�	�����

��� 1����	�� 	��"������ �$ X̄(p) �����$* + ,� ��� ����3����� ���� ��� ���

���� 	��1��� ��� 	��1� X̄(p)KM �� �/�����# $��� X̄(p) /* 	�����	���� ���
1����	�� 	��"�������

)�%���	���

!�3,*% �� ���( & ��  �(��� ' $��9�� ��)����� �� ��)���� ������� *,,*�
������������ ! 1

!#)/,% �� ���3���� ' ����� ��������� ��) ���9�� ��)����� �� X0(N)� ���	
����	 ,����� '*������) �� +�//,-� ��1 �� ��'0�1

!F�.�% 0� �� '��$ & �� ��$�� ' ���������� � ��� � �������� ������� 6�����
�� ���������� $��)��� ���1 �,.� �������� G������ ������ ���������
>N� �/.�1

!=� //% �� 
����� ' $(A�������� )�� ���R������� �� ������A���C�� p > 0�
���	 
��	 %��� -��	 
��	 '.) �� +�///-� ��1 �� .�'�*01

!3�<,�% ��  �(��� ' ;���� (��� ������ <�� 9�) ��)������ �	 ����	 ����	 
�	
�� +*,,�-� ��1 :� //�'�,�*1
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�	
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� ���
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	� -���2
>3L 
 � ��������	� G������M� =�����9���� /�,:, =�����9���� ������ 
������ � ��������"��������������
������������

�������� � �� ����# ������ ��"����%������ �& �!� ������  ���� ����� ��� ��"� �& �!��
��� �������

�� 3�>	�
	 �	� '$�	����%��	 ;
	 1�7n

-�� k ��� 2��"�� ��# ����� E F n�#����������� k�9�.����@���� -��3�

X(0) := P(C��(E, F )⊕ k).

��� ��� ��� 5������� 1�� �/���	��������� F�����	������ �� X(0)>

Y
(0)
0 ↪→ Y

(0)
1 ↪→ . . . ↪→ Y

(0)
n−1

↑ ↑
Z

(0)
n−1 ↪→ . . . ↪→ Z

(0)
1 ↪→ Z

(0)
0 .

<���"(�� ���!� �����



�� �� ���� 

C���/�� ���

Y (0)
r = {(f : a) ∈ X(0) | �. (f) � r}

Z
(0)
n−r = {(f : a) ∈ Y (0)

r | a = 0}.

�����	��� $�����#� ��.3����1� ��$/��������>

X(0) X(1)�� X(2)�� . . .�� X(n−1)��

'�/�� X(0) ← X(1) #�� ��$/������ 1�� X(0) ������� #�� #��J��.��� �������
F�����	������ Y

(0)
0 ��# Z

(0)
n−1 X(1) ← X(2) #�� ��$/������ 1�� X(1) �������

#�� #��J��.��� ������� F�����	������ Y
(1)
1 ��# Z

(1)
n−2 +#�� ��������	��� ������

$��������� 1�� Y
(0)
1 ��# Z

(0)
n−2, ����'� ��# �	��������	� X(n−2) ← X(n−1) #��

��$/������ 1�� X(n−2) ������� #�� #��J��.��� ������� F�����	������ Y
(n−2)
n−2

��# Z
(n−2)
1 ����

-��3� 2�8n := X := X(n−1)� 5��� ����>

� X ��� ����� ��# "��J�.��1�
� �8n

∼= 
���(E, F ) ⊂ X ��� �<�� ��# #�� 2��"������ ��� ��� 5�1���� ���
�������� D/��.���3����� ��# ����#�3�/��� 2��"�������

Y0, . . . , Yn−1, Z0, . . . , Zn−1

+#�� ��.3����1�� ��������	��� �����$��������� #�� Y
(0)
i , Z

(0)
i ,�

� 5�� ���""� �8(E) ×�8(F ) �"������ �$ X � 5�� �/�	��:��� #�� ������
���# 1�� #�� �������

-I,J =
⋂
i∈I

Zi ∩
⋂
j∈J

Yj

'� min(I) + min(J) � n�
� 7� ���� -I,J

∼= P1 ×�� · · · ×�� Pr ×�� K ′ '�
• 5� #�� I��#�.� 3'���� =�������9�����@���
• Pi → 5� ��.�� ���1���� =������� ��� =���� I�8ni +#�� '��#��/����
2��"�.��63������ 1�� I�8ni,
• K ′ → 5� ��.�� ���1���� =������� ��� =���� 2�8n′ 

'�/�� #�� E����� r, ni, n
′ 1�� I, J �/�@�����

=:� '������ 7�����	��$��� ����� T1����U�



�����	��	� ���������� ��	��� ��	 ����������� �����	�� �	���� ��

�� ����4�� 6�4�
��?	���

�����	��� ���� 2���� R =
⋃

i Ri 1�� "��J�.��1�� ����#��> x0 ∈ R1, Ri∩Ri+1 =
xi �= xi−1 $:� i = 1, . . . , r − 1 ��� xr−1 �= xr ∈ Rr�

��������� ��
� 7�� 9�.���/:�#�� E ��$ R ������ '��*���� $���� ����
�� E |Ri

∼= diO(1)⊕ (n− di)O $:� ��'���� di � 1 +i = 1, . . . , r,P
 � H0(R, E (−x0 − xr)) = 0�

&���	���' ���� =���� ��� 3��@������ 9�.���/:�#�� ��$ R ��������� �� $����
r � �. E �

��������� ���� -�� C ���� ���/��� 2��1�� 7�� �����
�� 3�
��� +	��� ��$ C
��� ��� I��� (C′ → C, E ) '�

�� C′ → C ��� 
�����"������ :/�� C!��� ⊆ C�
 � R�	������1���� =����� 1�� C′ → C ���# 2����� 1�� "��J�.��1�� ����#���
�� E ��� ��� 9�.���/:�#�� ��$ C′ #����� 7���	��@�.��� ��$ ��	������1����

=����� 1�� C′ → C 3��@���� ����

-�� �"�3���� C ����#�3�/�� ��� ����� ��'�����	��� 5�""��"��.� ��# ��� C̃ → C
#�� R��������������

(��) ���� T1���U � �9������� ��	 
�	�	������ (������� $�	 �������#���
�

˜�3�(C)
f

�����������
ν

������������

3�(C̃) �3�(C) 3�(C)� �
j��

5��� �� ��������������	 3�(C)  '�: 3�(C̃) 3�
��� +	��� $�	 0�	� n ��� C

 '�: C̃; �	� �3�(C) �������������� �����
���3�
��� +	��� $�	 0�	� n ���
C: (�� ���������� j ��� ��	� �C�	� ��������	: (�� #���
 �3�(C)  ����'�
	������ D ��
���'�	���#�	�������*��	 �	� ��� �	�$������ � ����������	: (��

���������� ν ���	��&'���� ��	 #���
 ˜�3�(C) ��� ��� E�����������	� $�	
�3�(C): (�� ���������� f ��� ��	� ��
������$���� %�2n�8�����	�:

#� 6�����$�,�	���� �����%�	4�
	�	

-�� C ���� ������ "��J�.��1� 2��1� :/�� k = C� -�� P #�� ���1������� �:�#��
��$ C ×9�(C) ��# ��� π : C ×9�(C)→ 9�(C) #�� I��J�.����� 5�6����� #��
����#��/:�#�� Θ := detRπ∗P ��$ 9�(C)� =:� κ � 1 ��� H0(9�(C), Θκ) ���
&��� 1�� 1���������������� �����$��.�������



�� �� ���� 

����������� ��� (C, xi) ���� m�"��.������ ������ "��J�.��1� 2��1� :/�� C� 7��
+B�����, "���/����	��� 9�.���/:�#�� ��$ (C, xi) ��� ��� ��"�� (E , F•E [xi]) '� E
��� 9�.���/:�#�� ��$ C ��# F•E [xi] ���� 1�����@�#��� =����� �� #�� =���� 1��
E /�� xi ���� -�� I� = I�(C, xi) #�� -��	. '��	��� "���/����	�� 9�.���/:�#��
1�� &��� n ��$ (C, xi) "�������������� -�� (P, F•x∗

i P) #�� ���1������� ;/J�.�

��$ C × I�
π

�� I�.
xi�� -��3�

Θκ(a1, . . . , am) := (det Rπ∗P)κ ⊗
m⊗

i=1

n⊗
j=1

(Fjx
∗
i P/Fj−1x

∗
i P)ai

j

$:� κ ∈ N ��# ai = (ai
1, . . . , a

i
n) ∈ Zn� 5��� .��� ��� ��	�

H0(I�(C, x1, . . . , xm), Θκ(a1, . . . , am))

��� &��� 1���������������� ������=��.������ ��<������

(��) ��
� T1���U #�� C ��	� ������'� �� ���1�
��$� %��$� ��� ��	�� ���,�	�
�����	 (�������	
� �	� ��� (C̃, x1, x2)→ C ��� E�����������	�: (�		 �9�������
��	 
�	�	������ �������������

H0(�3�(C), Θκ) ∼→
⊕

(a,b)∈A

H0(.�(C̃, x1, x2), Θκ(a, b))

�� A = {(a, b) ∈ Zn × Zn | 0 � a1 � · · · � an � κ− 1 , bi = κ− an−i+1}:

&�*�����@ �����	��� #�� 5�������

9�(C̃) ˜�9�(C)
f�� ν �� �9�(C)

��� #�� -��3  �%� 5� �9�(C) ������� D/��.���3�����-���������@��� /��
���3� ��# ν #�� R����������������//��#��� ��� .��� ��� H0(�9�(C), Θκ)

��� ����� �������� 1�� H0( ˜�9�(C), ν∗Θκ) �#����63������
7� ���� ν∗Θ = f∗Θ̃ ⊗ ∆ '� Θ̃ #�� �������:�#�� ��$ �9�(C̃) ��# ∆ ���

����#��/:�#�� ��$ ˜�9�(C) ��� #����� 7���	��@�.��� ��$ =����� 1�� f ���
6��� ����#��/:�#�� ∆′ ��$ 2�8n ����

E������ H0(-I,J , i∗I,J(∆′)κ) �� ����#�3�/�� 5������������ 1�� �8n × �8n '�
iI,J : -I,J ↪→ 2�8n #�� 
�.������ #�� ������/�	������� ���� R�	� #�� -��3
1�� �����������H��� ������ ��	� #�� ����#�3�/��� 5������������ ��� &@��� ���/�
���� -	������ 1�� ��'����� ����#��/:�#��� ��$ 5� × 5� ����������� '� 5� #��
1�����@�#���� =������ �� ����� n�#������������ 9�.������� "��������������



�����	��	� ���������� ��	��� ��	 ����������� �����	�� �	���� �	

5��� ��#�3���� ���/����#��� ���� E�������� 1�� f∗ν∗Θκ = Θ̃⊗ f∗∆κ ��# �����
���� E�������� 1�� H0( ˜�9�(C), ν∗Θκ)�

7��� ����*�� #�� 2��/�������. #�� -������ 1�� ˜�9�(C) ���$��� �	��������	� #��
/����"���� E�������� 1�� H0(�9�(c), Θκ)�

(� -A�	� 5��$�	

�� -�� Y ��� -	���� :/�� C ��# X → Y ���� ���/��� 2��1� :/�� Y ��#
�9�(X/Y ) #�� ��#���-��	. #�� �����.���9�.���/:�#�� ��$ X :/�� Y +1��
$����� &��� ��# ���#,�

-�� PX/Y #�� ���1������� �����.���9�.���/:�#�� ��$ X ×Y �9�(X/Y )

π : X ×Y �9�(X/Y )→ �9�(X/Y )

#�� I��J�.���� ��# h : �9�(X/Y )→ Y #�� -���.�������"������� -��3�

ΘX/Y := det(Rπ∗PX/Y ) ��# !�X/Y := h∗Θκ
X/Y .

*�	�����' ��
� +�, !�X/Y ��� ��
�� ������ OY ������ $�	 �	������� 0�	�:
+ , !�X/Y ��*�� 
�	�	�����	 ���1�
��$�	 -������	��	�:

 � -�� C/k ���� ����#�3�/�� "��J�.��1� 2��1� ��� ����� ��'�����	��� 5�"�
"��"��.� ��# ��� (u : C′ → C, E ) ��� �����.���9�.���/:�#�� +1�� &��� n ��#
���# d, ��$ !� R�	� R�����J ��# -����#�� ��� u∗E ���� ��������$���� ���/� ��$
C�

��������� ��� �B�$���C" ��������� 5�� �����.���9�.���/:�#��

(C′ → C, E )

������ ��� �� $���� u∗E ���/�� ����

(��) ���� TB���U; T�����U #�� (n, d) = 1: (�		 �9������� ��	 ���1�
��$��
��������� Us

C(n, d); ��� �����������%�����	 $�	 ��� ���	 �����
���3�
��� +	���	
��������������: (����� ��� 	������ D ��
���'�	���#�	�������*��	:

+	�'� ���� =:� (n, d) �= 1 ��� Us
C(n, d) ��� B�����"��J�.��1� H�� ��� #��

��	����� �����< 1�� V�������/���� �����.���9�.���/:�#���W �� #��� Us
C(n, d) ⊂

Uss
C (n, d) ���� 2��"�.��63������K



�
 �� ���� 

(��) ���� T���(U #�� n = 2; d �	������: (�		 �9������� ��	 (������� $�	
���1�
��$�	 3�����*��	 ��� ������

Y

���� ����� 	
�2��������

��

Z
������������ ���������� �� ˜Us

C(2, d)

��������������

��
Us

C̃
(2, d) Us

C(2, d)

+	�'� �� � �������� $:� n � 3K

��� ������	���#�� 2������ #�� /���������� ��$/�������� �@��� ��	� ������$� #��
����"��	���#�� 5�������� 1������	�� $�����#� 9�������� /�'�����>

*�	�����' ��!� ?E�������; 0���	�	; ���; %����	;TB�*0�U; T'1��U@ #��
X ������ ���1�
��$� %��$� $�	 ���������� g �	� ��� (n, d) = 1: #�� T ���
��	��	���� +	��� ��� Us

X(n, d): (�		 ���� cr(T ) = 0 �+� r > n(n− 1)(g − 1):

�� �����.���9�.���/:�#�� $:���� 3�� V2��"�.��63������W 1�� ��#���@����
1�� 9�.���/:�#��� ��$ ���/���� 2��1�� ��� $�����#�� 7�����	��$���>

+�, H���1�������� �� =��������
+ , 9����@���	�.��� ����� R������������� #�� 2��1��

��#��� �����#�:	.�> 5�� =��.���

Mm,g(��8n, d) :
{

-	������ → ���""��#�
S �→ {(C → S, (xi : S → C)i, C

′ → C, E )}
/����3� 7�����	��$��� ������ 3�� ���	. Mm,g(X, β) +1��� T��	��U, #�� m�
"��.������� ���/���� �//��#����� 1�� ���	���	�� g �� ���� 9�����@� X �

+	�'�� ��"�

+�, �������� $:� /����/��� ��#�.��1� ���""� G ����� �8nK
+ , H�� ����� #�� ����"��	���#� 2��"�.��63������ 1�� G ���K
+�, �����1�H������
�1�������� $:� ��8nK



�����	��	� ���������� ��	��� ��	 ����������� �����	�� �	���� �

)�%���	���

!#F//% 
� ���� & -� '��(� ' ;�� ����� ��� ���� �� ��)�� �(���� �� ��9���� 
���	 �������(�� 9��)��� ���� � =����� �������� �	 /� � ����	 
�	
'() �� +�///-� ��1 �� .��'.:01

!��.:% +� /������� ' 6 )���������� �� ��� ��)�� �(��� �� ���9�� 9��)���� �	
��0�������� *��	 �
 +�/.:-� ��1 �� ���'*,01

!F���% �� '���$ ' 6 �������� )����(����� �� �������J�) ����� �������� ��
��� ��)�� ����	 �� ����	�� ������ 9��)���1

!F��9% � 6 ����	�� � (� )���������� �� ��)�� ����	� �� ������ 9��)���
�� ������1

!F��,,% �� '���$ ' 6 ��)���� ���(���8����� �� ��� ������� ����� ����(� ��	
����	 � +*,,,-� ���'�/: +���������-1

!���//% �� �� ��� ' ,������� ������ �1 2������ ����"�1 �� � ���
������� 6������ ����������� $���� "����C��� ��9�������� ���1 :��
6������ ����������� $���� � ����)����� =
� �///1

!>�<�*% &� �� 0�(����� ' "����������� ������� �� ���9�� 9��)��� �� ���	 2 ����
�� ����9��� ������ 3����	 ����	 ����	 
�	 ��
 +�/�*-� ���'�:�1

!>$//% +� �� 0�)���* & �� �� �������� ' K����������� �� ��� ��)�� �(����
�� ������ 9��)��� �� ������1 

1 �������J�) ����	�� ��)�� �(����� &��	
�� ��� ��� 	 
��	 ����	 
��	 ��
 +�///-� ��1 *� �0�'*,�1

!$��,,% �� �� �������� ' K����������� �� ��� ��)�� �(���� �� ������ 9��)��� ��
������� $����� �� 6���9��� ������� +;������ �///-� 
";� H���1 >�����
���1 �� 69)�� $���� 
��1 "���1 ;������1 �� �1� ;������ *,,,� *,�'*0�1
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�5�� /������
G������M� �2 $����� 3������L����$��1 �� ��,0. $����� ������ 
������ � �����		���������
��������

�������� � �� ������ ��"� ���� ���"���� �& 4���� ��"(��� �&  �������

�� '	%?���	$

7���� ������ L �� n�#������������ ��.��#��	��� &��� ��#��� ��� #�� $:�
������� t > 0 ��.�@��� ����������

θL(t) =
∑
x∈L

exp(−πt2/nx2) = 1 + a1(L)e−πt2/nr1 + a2(L)e−πt2/nr2 + . . .

3�� C��� /�3��	���� x2 #�� X��#��� #�� ��.��#��	��� 8@��� 1�� x $�����
0 < r1 < r2 < . . . #�� =���� #�� �� L ��$������#�� 8@����B��#���� ��# aj(L)
#�� ��3��� #�� x ∈ L ��� x2 = rj � 
��/����#��� ��� a1(L) #�� ��3��� #��
�������1�.����� 1�� L� ��.������	� ��� ��� ��	� #�� I�������	��� -���
���$�����

t θL(t) = det(L) θL∗(1/t).

<���"(�� ���!� �����



�� ��"�� ���	����

5�� ������ 7�.�@���� #�� ��	���� -���� ��� ���� ��	�� '�	����� H�� ����� ���
#�� ���3��� ����	���� J�#��$���� �/ #��� t θL(t) ������� �������# �� t ���� ����
��� t θL(t) ���� "�����1� �/�������>

1 + a1(L)
(

1− 2
n

πt
2
n r1

)
e−πt2/nr1 + a2(L)

(
1− 2

n
πt

2
n r2

)
e−πt2/nr2 + · · · ≥ 0

-��3�� '�� u = πt2/nr1 �� .����� '�� $:� u ≥ n
2 ���� 3� rj ��� j ≥ 2 �������#��

����#�� #�� 1��������#�� &���� '�������� ��# '�� �������� ��

1 + a1(L)
(

1− 2
n

u

)
e−u ≥ 0.

=:� u = n
2 + 1 '��# #��� �	��������	� 3�

a1(L) ≤ n

2
e

n
2 +1.

��3��	���� '�� #�� ������.���3��� �� 5�������� n ��� λn �� ����/�� #�� ���/��
$:� /����/��� ������ ������������� F�����	������ #�� $:� '�	����#�� n ��*�"�
�����	�� �/�	�@�3���

λn ≤ e
n
2 (1+o(1)) ≤ 1, 65

n
2 (1+o(1)).

R�	� ����� -��3 1�� 2�/������.� ��# 8�1�������� ���� $:� #�� 2���3��� τn

�� 5�������� n #�� ��*�"�����	�� �/�	�@�3���

τn ≤ 1, 32043
n
2 (1+o(1)).

F���� #�� �/�� �.�33������ ����������� �����#� #����� '�������	� /�������
�/�	�@�3��� ���� 3� .����� ����� �� ���� #�� #��	���$:����� &�	�����
��� ��# -	��:��� ����� ��� #�� =��.���� exp(−πt2/nx2) ��� F (t1/n|x|) $:�
������������ =��.������ F (u) +u > 0, 3� "��/������ -��	�� =��.������ :/���
����� ��� �� /����� 1�� ����� ������������$��������� ��# #�3� ��� '��#����
����������# 3� ���#����� '�� ��	� #�� �/�� #��	���$:����� -	�����'�����
��	� ������������$�������� /�3:���	� t > 0 :/�����3��� 7� 3���� ��	� #���
#�� ����������������� �� H�������	��� ����� ��'�� �*��������� 2��1����@���
������	��$� 1�� log s(s−1)ΛL(s) �� .�����	��� -����$�� ����"��	�� '� ΛL(s) #��
������������$�������� 1�� θL(t) ���� =:� 5������ 1��'����� '�� ��$ T�4
���U�


� 9������ #��.�������� '�� #���� 2��1����@��������	��$� ��# 3������ '��
#���� ����'��#� ��� ���������� =��.������ F (t) ���� ������ �:�� #�� �/�
�	�@�3�����

λn ≤ 1, 3592
n
2 (1+o(1))

����/���



���� ����� ������� �������	��� ��

H�� #������� �� '�� #�� ���� �.�33������ 
#��� ��	� /����3� '��#�� .�����
�� #�� /�.������ ������� -	����.�� 1�� E������ $:� &���������� ����/����
�	��� E���.��"�� 3� /�'������ 
� ����� ����������� ��/��� ��� 7� =���#�
��� $:����� #���� �����#�� $����� 3� ����� ��'��� ����� ������� ����� �����
9�������� 1�� ������ ��# �������� :/�� ������1� &����������� -	��������	�
#��.�������� '�� ��	� �����	�.����� #�� 9���������������� #����� 
#���.������
�� ��'� ��"��3��� 9�������� #�� -��3�� 1�� 2�3�#����������� :/�� #�� 2��
9������ #��.����� F�������""�� �� ���/����$�	��� 8������""�� ���� .���
"�.�� =�.����� 3� ��3������ 7���� D/��/��	. 6�#�� ��� �� T�4
���U�

)�%���	���

!$	�,*�% 0�%&� �����11� ' ��)���� ����� �����)� ��� 9���)�� 	���� ����
9���� ���������� ��) ���������� �� �������� ����(�� #�(��� $���������
�� ��)���� L���� ��) S��� L�������� = ����)�� @��	�� *,,*� ��*'�:�1

!$	�,*9% � I��	 �� �(���� 9���)� ��� 	���� ���9���� *,,*� �� �((��� �
����������1
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�5�� /������
G������M� �2 $����� 3������L����$��1 �� ��,0. $����� ������ 
������ � �����		���������
��������

�������� � �� ������ ��������� ��$������� ������� �� ���� �� "��� �� �����

�� '	%?���	$

5�� 
#�����@��� 1�� &������&�����J�� ������� 3� #�� .������	��� 
#���
���@��� 3'��	��� ��3�����#�� =��.������ '�� ��� �� #�� ����������� E������
������� ��# 2��/�������. ��$������� -� 6�#�� ��� 3��� �� ��� ������ ��
E�� ��� 1�� 5���� �	� 7����� �� �/�	����� �)��� #�� 
#�����@�∏

n>0
n≡±1 mod 5

(1− xn) =
∑
m≥0

xm2

(1 − x)(1 − x2) · · · (1− xm)

��# ���� '������ @����	��� ������� 
#�����@��� #����� ��� ���# ������� 5�� #�/��
��$������#�� =��.������ ���# �������� �	�����	 #�� �/�� ��	� '������ ����
/����.���'���� 7�����	��$��� ��/��� -�� ������ ����� ��� ���� ��'����� -	�����
��#������ 7�������� ��� ��	��������1�� ���33������� 2��?3������ ��$ #�� ��	�

<���"(�� ���!� �����



�� ��"�� ���	����

#�#��	� ���3��	���� #��� #�� 1�� ����� ���	��� -	��� ��$���"����� &��� 1��
=��.������ ��1������ ����� -8+ Z, ����


� 9������ �������� '�� ������ -���.����@�3� :/�� #�� ���� ��$������#�� ��#��
����� 7�������� 1�� ��# '�� 3������ '�� ��� 3����#��� �����������	� #�� ���
'@����� -	����� ��$3@���� .���� F�# '�� ��/�� ���@����� ��$ '��	�� H����
#���� -	����� ����@	���	� ��	� �� #�� ���������	��� I�*��. ��$������� =:� 5��
����� 1��'����� '�� ��$ #�� ��/����� T'���U T'���U ��# T'��#U�

)�%���	���

!#$/0%  � ����$�� & 0�%&� �����11� ' ���)��� ��(������ �� ��������� �����
������� &���	 /���	 � ��� +�//0-� ��1 �� .*'./1

!#$/.% � #���(��� �� ��)���� ����� �//.1
!#$,�% � $H+*�S-�������� �(���� �(����) 9 ��)���� ����� *,,�1
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�� ����� �� 1+	5

��������� ��������� �������

��� ��
�����	�
 �, ��� �����	 ���� �,

0����� .�
��� �
 �
 ����.��	� ���0�

�� ���%
LG ������ 
���1 ����1 

� 6�������� �� �:�/� ������ ������ 
������ � ������������
��������

�������� � �� ������� �$� ������������ �& �!� ������ "���  ����� �& ��"���( � ������
(��� �� �� �� � ��(��� ����� X� =� �� ��� $� �����# ��"���( �#� ���"���� .�������
=!���#�   ������� �!� �!���# &�� �!� "���  ����� �& �  ��� ������� ��� �!�$ �!� "��������
�& �!� � �(� ������� �& �!� ������ -�� Θ� �� (��� � ��������� �� ��"���( � ������ (��� ���

�� �	��
����
	

;� R�1��/�� ��  ��� ��� ������ ��1� � ���. �� I��$����� S� ��	���.��N�
������� ������������ �������	 �	 ��� (��������	��������� �� ��� F��1�����*
�$ ���������� ����� ��� ��� �������* �����#�# ����� �$ ���� ��	����� -��	� ���
���. '�� ������	��# �� ����* ������� -�	���� % �$ ��� "������ "����������� '��
�.�""�# �� ��� ��	�����

��� "��� �$ ���� ����	�� �� �� "������ �'� 	������	����� �� �/���� ��� ��#�
��� �"�	� �$ �������/�� 1�	��� /��#��� �� � ����/���	 	��1� ��# �� ��"����
'�* '� ��1� �� ������ ��� �#J�	��1� �������/����* ����� =���� '� ��1� ���
����" $�� ����� 	������	����� �� -�	����  � ���� 	������	����� ��� /���# ��

<���"(�� �+�!� �����



�
 �� ����

�������#��	.� X��� �	����� '��	� ��� "�������# �� ���� ��	����� 
� ��� ����#
��	���� '� �.��	� ���$��#N� ��������	 
�1������ �����* +�
�,� ���� '� ���
�������� ���� �""���	� $�� ��� ��#��� �"�	� �$ ����"��	 	��1�� �� -�	���� %� ����
��	���� �� ��	��#�# /�	���� �� ���� 	��� '� 	�� 1��* "��	����* #��	��/� ���
��1������ $���� ��# ��� ��1������ ��/����� 
� -�	���� � '� �""�* ��� �
� ��
��� ��#��� "��/��� '������ �� -�	���� ( '� "������ �� ���������1� �""���	�
�� ��� 	������	���� �$ ���� ��#��� �"�	�� C�'�1�� '� ���� "���� ��� ����
���� 	������	���� 	�� /� ��#������# �� ��� �������� �$ ��� �
� "��1�#�# '�
��#������# ��� ��1������ ��	������

����� �� ������ ���� �� �������� �� '��� 
 "������ ����� I����"� ��� "������
������ �$ ��"�	� �� ��� ���� ��	���� �� ��1��� C�'�1�� ��� ������ �� ���"����/��
$�� ��� �����.���

��� ������ '����� �� ��"���� ��� �������#� $�� /���� ��1���# �� ��� ��	�����
C� �""��	����# ��� �����"���� #����� ��� ����� ���* �� ����������

�� ��� ����!

8�� X /� � ������ "��J�	��1� 	��1� �$ ����� g � 2 �1�� �� ����/���	���*
	����# 6��# k� =���������� '� 6� � ���/���* ��������# ��"�� #�1���� OX(1)�
H� '��� �� ���#* 1�	��� /��#��� �� X � �� ����� $�� � ����$ F  '� '���� F (m)
$�� ��� �'��� F ⊗ OX(1)⊗m� ����� ��� �'� #��	���� ��1������� ���� ��1�������
'��	� #� ��� 1��* �� L�� $������ �1�� 	����	��# �	����� �����* ��� ���. r ��#
��� #����� d �$ ��� 1�	��� /��#��� 
$ ��� ���. �� ��� ���� '� �/���� ��� I�	��#
1�����* Picd(X) �$ ��� ������"���� 	������ �$ ���� /��#��� '��� 6��# #�����
d ���* $��� � Pic0(X)�������� ��� ������ 1�����* Picd(X) �� � "���#���
$�� � ��#��� �"�	�� 
� ��� $����'��� '� ��1�������� ��� 	��� '��� r � 2�
=���������� '� ������ ���� ��� ����� g �$ X �� �� ����� �'��

H� '��� �� �B��" ��� $����'��� ��� '��� ��� ����	���� �$ � "��J�	��1� 1�����*

MX(r, d) =
{

������"���� 	������ �$ 1�	��� /��#��� E �� X '���
rk(E) = r deg(E) = d

}
.

H��� 	����#����� � 1�	��� /��#�� E �� � "���� �� ���� �"�	� +�� $�� �� �� ���*
� ���, '� '���� [E] $�� ��� 	�����"��#��� "���� �� MX(r, d)� 
� ����� ��� ����
'� ��1� �� ��#�$* ��� #�6������ �$ MX(r, d) �� �	���1� ���� ����� =�� � 6��#
������� a '� ���

M a
X(r, d) = {[E] ∈MX(r, d) |H1(E(a− 1)) = 0} .

-��	� MX(r, d) = ∪a∈ZM a
X(r, d) '� 	������ ������1�� '��� ��� 	������	���� �$

M a
X(r, d)� ��� �����* �$ ��� !��������1�����$��# ���������* +��� T��,��U,

��"���� ���� $�� [E] ∈ M a
X(r, d) ��� �'����# 1�	��� /��#�� E(a) �� ���/���*



������ ����� �� �����	 ������� �

��������# ��# ��� h0(E(a)) = χ(E(a))� ���� ��� ���/�� M := h0(E(a))
#��� ��� #�"��# �� ��� 	���	� �$ [E] ∈ M a

X(r, d)� =����� �� ������"����
H0(E) ∼= k⊕M  '� �/���� � ���J�	���� F �� �� E $�� F = OX(−a)⊕M �

H� ��1� ���� ���� �������#��	.N� X��� �	���� Quot := Quotr,d
X/F �$ B���

������ �$ F '��� ���. r ��# �$ #����� d "��������3�� ��� 1�	��� /��#��� �$
M a

X(r, d)� ;$ 	����� ���� �	���� �� ��	� /����� ���� ��� �"�	� '� '��� ��#
�� "��������3�� ����1�� '��	� ��1� ������1��� �������� C�'�1�� $�� ��� ��/���

Quot(E) := {[F → G] ∈ Quot | ����� ������ �� ������"���� G
α→ E}

��� $����'��� ���#�>

� Quot(E) �� ����#�	�/�� ��#
� ��� B�������� [π : F → G] �� Quot(E) '��	� ��#�	� �� ������"����

H0(π) : H0(F (a))→ H0(G(a)) $��� � �����"�* �"�� ��/��� �� Quot(E)�

����� ������ � ������� SL(M) �	���� �� Quot ��# ��� ��������	���* ��� �"�	�
M a

X(r, d) 	�� /� �#����6�# '��� ���� ��/��� �$ ��� B������� �$ ���� ����" �	�����
���� '� ��# �" '��� ��� ���. �$ #�6���� � �	���� ����	���� �� ��� B�������
�"�	� �$ � ����" �	����� ����� ������ � ������� �����* $�� #���� �� '��	� '�
/���L* �.��	� �� ��� ���� ��	�����

#� ��
,���� 	;���	� ���
�.

#��� ��
�! ���
	� 
	 ����,�� �	� D�
��	��� ��� ������� "��/��� �$
��� ��������	 ��1������ �����* ��> ��1�� � ����" G ��# � �	���� X ��������
'��� � ����" �	���� G ×X → X #��� ����� ����� � V�"�	� �$ ��� ��/���W Y ��
��� 	������* �$ �	������ =������ B�������� ���>

� C�' $�� �� X $��� /���� � G�/��#�� �1�� Y K
� H��	� ��������	 "��"������ �$ Y 	�� '� #�#�	� $��� X +��# G,K
� C�' 	�� '� #��	��/� ����1�� �� Y /* ����1�� �� XK

#��� ��
�! ���
	� 
	 �E	� ����,��� 
$ X = Spec(A) �� �?�� ����
��""��� ���� ����� ������ � G���1������ ��" f : X → Spec(B)� ��� 	���
���"��#��� ���� ���"���� ϕ : B → A ���� ��1� ��� ����� �� ��� ��/����
AG �$ ��� G���1������ �������� �$ A� ���� ����1���� ��� $����'���> H� ���
X//G := Spec(AG)� ��� ��	������ AG → A ��#�	�� � #������� ���"����
X → X//G� ��� �/�1� 	����#������� ���'� ���� �1��* G���1������ ���"����
X → Spec(C) $�	���� ������� X//G� ���� X//G �� � 	��������� B��������



�� �� ����

#�#� � ��� $�
�! ���
	� -�""��� ���� '� 	����#�� ��� ����" �	���� C∗×
C2 → C2 ��1�� /* �����"��	����� ���� (λ, (x, y)) �→ (λx, λy)� ��� ��� �$ ��/���
�� P1 ��# ��� "���� (0, 0) '��	� ���� �� ��� 	������ �$ �1��* ��/��� !����B�����*
����� ��� �� C∗ ��1������ $��	����� �� C[x, y] '��	� 	�� ��"����� #�<�����
��/���� 
�#��# � ���"�� 	��	������� ���'� ���� C[x, y]C

∗
= C� ���� C2//C∗ ��

J��� Spec(C)� ���� ����"�� ���'� ��' $�� X//G 	�� /� $��� �� ��/�� �"�	��

� ���� ��"����� '�* '� ��� ��� �������� X//G ������# �$ X/G�

#�(� 7	���=��
	 
% $�
�! ���
	� 
	 D���!�
C���;� ����,��� =��
X B����"��J�	��1� '��� �� ��"�� ���� /��#�� OX(1) '� ���# � �������3�����
�$ ��� �	����� =���� '� ��B���� ���� $�� ��� g ∈ G ����� ������ �� ������"����
g∗OX(1) ∼= OX(1)� 
� ��� 	��� ���� X �� "��J�	��1� ��# G �� �?�� ����
��B�������� �� ��� ��� ���# /�	���� ��� ��" $��� G → Pic(X) #�6��# /*
g �→ g∗OX(1) ⊗ OX(−1) �� ��	���* 	�������� ���� /* ��"��	��� OX(1) '���
��� "��#�	� g∗1OX(1) ⊗ . . . ⊗ g∗kOX(1) '���� ��	� gi 	���� $��� � #�<�����
	����	��# 	��"����� �$ G '� �/���� ��	� � G ��1������ "�����3������ -�""���
���� OX(1) �� G ��1������� H� 	����#�� ��� �'� ���"����� act +����" �	����,
��# prX +"��J�	����,

G×X
act ��
prX

�� X

$��� G × X �� X � �� ������"���� β : act∗OX(1) → pr∗XOX(1) �� 	����# �
�������3����� �$ ��� ����" �	���� �$ �� $���6�� � 	�	*	�� 	��#������ ��� �������	� �$
��� ������"���� β ��"���� ���� prG(act∗OX(1)⊗pr∗XOX(−1)) �� ��� ���1��� ����
/��#�� �� G� H� ��* �����"��� β �� � $����* �$ ������"����� βg : g∗OX(1) ∼=
OX(1) $�� ��� g ∈ G� ��� 	�	*	�� 	��#����� �� �B��1����� �� βg◦h = h∗(βg) ◦ βh

$�� ��� g, h ∈ G� =��� ��' �� '� ��""��� ���� � �������3����� �$ ��� ����"
�	���� ������� 
�#��# �� ���� ����"��� '� 	����#�� ��� �������3����� ���# ��
#�6�� ��� ����" �	�����

#�+� ��� ��� D�
��	� 
% � D���!�
C���;� ����,�� 8�� R = ⊕k�0Rk

'��� Rk = H0(OX(k)) ��� ���#�# ���� �$ ��� "��� (X, OX(1))� ��� �������3�����
#�6��� �� �	���� �$ G �� Rk� ���� '� �/���� ��� ��/���� RG ⊂ R '��	�
#�6��� � �������� ��"

X = Proj(R) ����� Proj(RG) =: X//G .


$ ��� ����" G �� ��#�	��1� ���� ��� ���� RG �� ����������� H� ��� ���� /*
#�6������ X//G �� "��J�	��1�� C�'�1�� '� ��1� ���* � �������� ���"����
$��� X �� X//G /�	���� ��� G ��1������ ����������� $��	����� ��* ��1�
/��� "������ ����� /��� "����� ��� 	����# �����/�� "����� �$ X '��� ���"�	�



������ ����� �� �����	 ������� ��

�� G ��# ��� 	����� "�����3������ 
� 	������� '� #�6�� �������/�� ��# ���/��
"����� �� $����'�>

��,������ @ x ∈ X �� �������/�� �< ����� ������ � G ��1������ �����������
k�$��� '��	� #��� ��� 1����� �� x� ��� �"�� ��� �$ ��� �������/�� "�����
�� #�����# /* Xss�

������ @ x ∈ X �� 	����# ���/�� �< x �� �������/�� ��# ��� ��/�� �� 	����# ��
Xss ��# ��� ���/���3�� �� 6����� ��� �"�� ��� �$ ��� ���/�� "����� �� #�����#
/* Xs�

���� '� �/���� � ���"���� Xss → X//G� ���� ���"���� /�	���� � 6/������
�$ ��/��� '��� ������	��# �� Xs�

(� �	 �<�,!��@ ��� ��� ,
��� �!��� 
% ���!�� ���;��

(��� 2���,���=	$ ���!�� ���;��� 8�� (E, P ) /� �� ����"��	 	��1� '��� �
��������	 "���� P ∈ E '��	� �� ��� 3��� "���� $�� ��� ����" �	���� E� ���
������ �*���� |2P | �� ���/���* ��������# ��# �$ #�������� ���� ���� '� ��� �
���"���� ψ : E → P1� �* ��� C��'��3 $������ ��� ��� C �$ 	����	�� 1�����
�$ ψ ��� ���	��* $��� �������� C = {x1, x2, x3, x4}� ;� ��� ����� ���# '�
	�� ��	������	� E $��� ��� ��� C �� $����'�> !����#�� C �� � ��/�	���� �$ P1�
���� '�* '� �/���� �� ��/�##��� αC $��� ��� ����� ���	� ��B���	�

0→ OP1(−4) αC→ OP1 → OC → 0 .

R�' '� 6� �� ������"���� β : OP1(−2) ⊗ OP1(−2) → O(−4) ��# #�6�� ��
OP1�����/�� ����	���� �� AC = OP1 ⊕ OP1(−2) ��	���* /*

(f, g) · (f ′, g′) = (ff ′ + αC(β(g ⊗ g′)), fg′ + f ′g).

H� ��' �/���1� ���� E ∼= Spec(AC)� �'� ����"��	 	��1�� E ��# E′ ��� �������
"��	 �< ��� 	�����"��#��� #�1����� C ��# C′ ��� ��""�# �� ��	� ����� /* ��
�������"���� �$ P1�

(��� ��� ��� ����	$� 
$ V �� � 1�	��� �"�	� �$ #�������� �'� ���� '�
��� P1 /� ��� �"�	� P(V ∨)� ���� ����� ���� � ������ 	��$������ C�'�1��
�� '��� ���"��$* �������� -��	� � #�1���� C �� P1 �$ #����� $��� �� ��1�� /*
� ����������� %�$��� �" �� �����"��	����� '� ��� ���� ����� #�1����� ���
"��������3�# /* P(Sym4(V ))� ��� ����" SL(V ) �	�� �� P4 = P(Sym4(V ))�
��� B������� X//G �� ��� �
� ��#��� �"�	� �$ ����"��	 	��1���

8�� �� �""�* ��� ��������	 ��1������ �����* �� ��� ����" �	����

SL(V )× P(Sym4(V ))→ P(Sym4(V )) .



�� �� ����

��� ���#�# ���� R �$ ��� "��� (P4, OP4(1)) �� ��1�� /*

R =
⊕
n�0

Rn '��� Rn = Symn(Sym4(V )) .

(�#� ��� $����� �	$ RSL(V ) � ��� ��"������������ �$ SL(V ) ��� '��� ���
#������# ��� Y�� �� T5���U $�� �� ���������* �����#�	���� '��	� ��	��#��
��� '� ���# �� .��' $�� ��� "��"����� ��� 6���� #���������� ��"�����������
Symn(Sym4(V )) #�	��"���� ���� � #���	� ��� �$ ����#�	�/�� ��"������������>

Symn(Sym4(V )) =
2n⊕

k=0

Sym2k(V )⊕an,k .

��� SL(V ) ��1������ 1�	���� �� Rn $��� ��� #���	� ������# Sym0(V )⊕an,0 �
!��"����� '������ '� �/���� ��� $����'��� $������ $�� an,0>

an,0 = #{(k, l) ∈ Z2 '��� l � 0 , k � 0 , ��# 3l + 2k = n } .


�#��# ��� ��"����������� Sym2k(V ) ��� '������

{−2k,−2(k− 1),−2(k − 2), . . . , 2(k − 1), 2k},
��� '��� �����"��	��* ���� C��	� ��� ��/�"�	� W2k ⊂ Symn(Sym4(V )) �$
'����� 2k 1�	���� ��� #��������

∑2n
l=k an,l� ;� ��� ����� ���# ����� ��� $�	�

���� ��� '������ �$ Sym4(V ) ��� {−4,−2, 0, 2, 4} '� �/���� ���� ��� �"�	� W2k

�� �$ #�������� w2k '���

w2k = #

(a−2, a−1, a0, a1, a2) ∈ Z5 '���
ak � 0 $�� k = −2, . . . , 2
a−2 + a−1 + a0 + a1 + a2 = n
−2a−2 − a−1 + a1 + 2a2 = k

 .

���� ��#�	�� ��� 	��"������� �$ an,0 = w0 − w2 �� � "����* 	��/���������
"��/����

��� $����'��� ��/�� ���'� ��� #��������� an,0 $�� ��� 6��� �������� n�

n � � � � � � � � 	 
 �� �� �� �� �� �� �� �� �	
an,0 � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

(�(� F���� ��� �������� an+6,0 = 1 + an,0 '� 	�� �����* 	��"��� ��� I���	��M
������ �$ ��� ���#�# ���� RSL(V )�

H(RSL(V ), t) =
∑
n�0

an,0t
n =

1
(1− t)2(1 + t)(1 + t + t2)

=
1

(1 − t2)(1− t3)



������ ����� �� �����	 ������� ��

���� �� ��� I���	��M ������ �$ � ���� '��� �'� ���������� ��� �� '����� �'� ��#
��� �� '����� ������ R��� '� '��� ��� ���� ���� "��#�	��# ����	���� �� ��#��#
��� ����	���� �$ RSL(V )�

(�+� �	 ��$���� ���� 
% RSL(V ) � 8�� {e0, e1} /� � /���� �$ V � ���� '�
��.� ��� ����	����# /���� {X0, . . . X4} �$ Sym4(V ) '��� Xi = ei

0e
4−i
1 � 
� �� ���*

�� 	��	. ���� ��� �'� ����������� "��*�������

g2 = 12X0X4 − 3X1X3 + X2
2

g3 = 72X0X2X4 − 27X0X
2
3 − 27X2

1X4 + 9X1X2X3 − 2X3
2

��� SL(V ) ��1������� �����1�� ����� ����� �� ����/���	 �������� /��'��� �����
�'� "��*�������� ���� '� �/���� �� ��	������ �$ ψ : C[g2, g3]→ RSL(V )� -��	�
��� "��*������ gm

2 gn
3 �� ���������� �$ #����� 2m + 3n '� �/���� ����

dim(im(ψ) ∩Rk) = #{(m, n) ∈ Z2 |m � 0 , n � 0 , 2m + 3n = k} .

H� 	��	��#� ���� ψ �� �� ������"�����

(��� ������. 
% 
����� R�' '� '��� �� ��1�������� '������ �� ��/�� ��
+����,���/�� �� ���� 
$ C =

∑
i aiPi �� �� �<�	��1� #�1���� �$ #����� d �� P1

���� '� 	��� ��� #�	������� ��B���	� �$ �����"��	����� (a1, . . . , ak) ��� �*"� �$
C� ���� ��1�� � ������6	����� �� ��� �"�	� �$ ��� �<�	��1� #�1������ ��� ���/��
�$ ������ �� ��� ���/�� �$ "��������� �$ ��� ������� d� 
$ d = 4 ���� '� ��1�
���* 61� ������� 
� ��� ���� ��/�� '� ���� ����� 61� �*"��� =�� ��	� �*"�
'� ��1� ��� #�������� �$ ��� ������� �� ����"�� #�1���� ��� 	�����"��#���
"���� �� P4 +'��	� �� ������� /�� ��� 	��?	����� �$ � "��*������ 1�������� ��
����� $��� "�����, ��# ��� 1����� �$ g2 ��# g3 $�� ���� "���� +���� '� ��"��	�#
X = (X0 : X1 : X2 : X3 : X4) /* X,�

��������
���� �� ������ ������ X g2(X) g3(X)

��������� � (0; 1; λ;∞) (0 : 1 : −1 − λ : λ : 0) λ2 − λ + 1 2λ3 − 3λ2 − 3λ + 2
������� � (0; 0; 1; ∞) (0 : 1 : −1 : 1 : 0) � �
����� � (0; 0; ∞;∞) (0 : 0 : 1 : 0 : 0) � ��

����� � (0, 0, 0, ∞) (0 : 1 : 0 : 0 : 0) � �
��� � (0, 0, 0, 0) (1 : 0 : 0 : 0 : 0) � �

(�0� ���� ��� j9	;���	�� ��� ����� (g3
2 : g2

3) �� 	����B�����* �� ��1������
�$ � #�1���� �$ #����� $��� ��#��� ��� SL(V ) �	����� ����� #�1����� '���� g2

��# g3 1����� $��� ��� �����/�� ��	��� ��� $��	���� j := 2832g3
2

4g3
2−g2

3
�� 	����# ���

j���1������ �$ ��� ����"��	 	��1� 	�����"��#��� �� ���� #�1����� ��� #����������
�� #�<����� $��� 3��� �< ��� 	��1� �� �������



�� �� ����

H� 	�� ��' 	��	��#� ��� ���#* �$ ��� ��/���>
���� ��������� �������  ������! ����� 

��������� ������ �"� j���#������ ��������� �"� �����
��� �"� ��"�� ������

����" �������! !��#�

������� ���������� ���
��� ������

(g3
2 : g2

3) �� ��$���� ��� !����� ����

����� �"�� ����� ��� �"� ���� �����
�����

������!���� ����� ��������
!��#�

����� ���������� ���
��� ������

(g3
2 : g2

3) �� ��$���� ��� �"� ������
��%�� �� �� �������� ���

�&� �������� !��#�� �������
$�� �� �&� ��'����� ������

����� �������� (g3
2 : g2

3) �� ��� ��$��� ������!���� �������� !��#�
&��" � !���

��� �������� (g3
2 : g2

3) �� ��� ��$��� �&� �������� !��#�� �������
$�� �� � ����� &��" ��� ���
����!����

(���  
	����
	� ���� ��� �
����#��� �"�	� �$ ����"��	 	��1�� �� +'���
	������	��# �� ���� '�*, ��� '������# "��J�	��1� �"�	� P[2, 3]� 
������� ����
����	���� /* "������ �� ��� ��/���� ��������# /* g3

2 ��# g2
3  ���� "��"�� J���

�#����$* �� '��� P1 ��# ��* V��� ��#��� �"�	� �$ ����"��	 	��1�� �� ��� �?��
���� ��# �� �� 	��"�	��6�# /* ��� "���� �� ��6���* '��	� 	�����"��#� �� ���
��#�� 	�/�	 	��1��W

+� ��� ��� �
	������
	 
% ��� ,
��� �!��� 
% ;���
� ��	����

+��� ������ �	� ��,������ !
	�� 	 ��� F�
� ����,�� R�' '� ������
�� ��� ��������� �� -�	����  � H� ��1� �� #�	�#� '������ � B������� [F π→ E] ∈
Quot �� ���/�� +���"� �������/��, $�� ��� SL(M) �	����� =�� � 	������� ����$
G '� 	��� ��� B������� deg(G)

rk(G) ��� ���"� �$ G ��# #����� �� /* µ(G)� F���� ���

C��/�������$��# 	�������� '� 6�# +��� T��,�+U �� TB�*0�U, ���� [F π→ E]
�� �������/�� �$ ��� $����'��� �'� "��"������ ���#>
+�, ��� ��#�	�# ������ ��" H0(π) : H0(F (a)) → H0(E(a)) �� �� �������

"�����
+��, =�� ��� B�������� E → G ��� ���B�����* µ(E) � µ(G) ���#��
��� ��	��# "��"���* �� ��#�"��#��� �$ α� C��	� �� �� � "��"���* �$ E

�����$ '��	� �� 	����# �������/����*� 
$ $�� ��� B�������� E → G ��� ���B�����*
µ(E) < µ(G) ���#� ���� E �� 	����# ���/��� C�1��� ��� "��"������ �$ Quot(E) ��
���# +��� ��� ��# �$ -�	����  , '� �/���� ���� M a

X(r, d) = Quot(E)//SL(M)
�� ��� ��#��� �"�	� �$ �������/�� /��#��� �� ��� ����/���	 	��1� X � R��� '�
��� ���� ����� �� �� ���# �� 6� ��� ���/�� a�

+��� ��,������. �	� �
�	���	���� R��� '� ���' ���� � �������/��
����$ E �� 	�������# �� M a

X(r, d) $�� ��� a > 2g − 1 − µ(E)� 
�#��# ��""���
���� ���� ���B�����* ���#� ��# [E] �∈ M a

X � C��	� h1(E(a − 1)) > 0 ��# /*
-���� #�����* ����� ������ � ������1��� ���"���� α : E → ωX(1 − a)� 
$ E ��



������ ����� �� �����	 ������� ��

�������/�� ���� '� 	��	��#� ���� µ(E) � µ(ωX(1− a)) = 2g − 1− a� ���� �
	�����#�	�����

C��	� ��� "�������� a �$ -�	����  	�� /� ������# �$��� ���� H� J��� ���
a := 2g − d

r ��# '� ��� #���� C�'�1�� ��� ����� ����1�� �� M a+k
X (r, d) \

M a
X(r, d) 	����� /� "��������3�# /* ��� �
� ��#��� �"�	� /�	���� ���* ���

��� �������/���
;� ��� ��� ���# �������/����* ��1�� ���� �� � ���������� ��#��� �	�����

;� ��� ����� ���# '� #� ��� �/���� ��� ��#��� �"�	� �$ ��� 1�	��� /��#���
/�	���� '� ��� �� ������	��# �� ��� �������/�� �����

+�#� 2�
!����� 
% ��� ,
��� �!��� MX(r, d)�
�� MX(r, d) �� � ������ ��#�	�# "��J�	��1� 1�����* �$ #�������� r2(g−1)+1�
 � ��� �������� ��	�� �$ MX(r, d) �� ��� ��� �$ ��� �������/�� /��#��� '��	�

��� ��� ���/��� 
� "����	���� MX(r, d) �� ������ �< r ��# d ��� 	�"�����
+����� ������ � ������ ��	�"���� �� ���� ����> H��� g = 2 r = 2 ��# d ��
�1�� ���� MX(r, d) �� �������,

�� ��� ��" ��#�	�# /* ��� ���������� E �→ det(E) ��1�� ���� �� � ���"����
det : MX(r, d)→ Picd(X)� ��� 6/�� det−1(L) �� #�����# /* MX(r, L)�

%� =�� L1 ��# L2 �� Picd(X) ����� ������ +��� 	�����	���*, �� ������"����
MX(r, L1) ∼= MX(r, L2)� ���� MX(r, d) �� � MX(r, L) 6/�� /��#��
�1�� Picd(X)� �����$��� �� ��#������# MX(r, d) �� �� ������ ��?	����
�� ���#* MX(r, L)�

�� ��� I�	��# ����" Pic(MX(r, L)) �� ��6���� 	*	��	� ��� ��"�� ���������
�� 	����# ��� ��������3�# Θ ���� /��#���

+�(� ��� S9�D�;���	�� 
% ��,������ ��	����� 
� ������� �� #��	��� ���
�������/�� 1�	��� /��#��� '��	� ��� ��� ���/��� ����� 1�	��� /��#��� ��� 	����#
"��"���* �������/�� /��#���� ��� �
� ������ ���� �'� "��"���* �������/��
"����� ��� �#����6�# �$ ��� 	������ �$ ����� ��/��� �������	� �� ��� �������/��
��	��� 
$ E �� �� ��������� �$ �'� �������/�� ����1�� E′ ��# E′′ �$ ��� ����
���"� ���� ��� 	������ �$ ��� ��/�� ���� 	������� ��� ���1��� ��������� E′ ⊕E′′�
��� �������� �B��1����	� �������� '��	� ������� E �� ���� #���	� ��� �� 	����#
��� S��B��1����	�� R��� ���� ��* �������/�� 1�	��� /��#�� �� S��B��1����� ��
� #���	� ��� �$ ���/�� 1�	��� /��#��� �$ ��� ���� ���"�� ��� ��#��� �"�	�
MX(r, d) "��������3�� S��B��1����	� 	������ �$ �������/�� 1�	��� /��#����

��  
	������
	 
% ��� ,
��� �!��� *��
�� ���

���� H� "��"��� �� ���������1� 	������	���� �$ ��� ��#��� �"�	� '��	� #���
��� ��� ��� �
�� C�'�1�� '� ��� �� ���� ����� ��1������ ��� 	���������	��



�� �� ����

��#�� /* #���� ��� ���� 	������	���� 	�� /� $���# �� =�������N ����	�� T5���#U�
-�� ���� ��� ������N� ����	�� T����U $�� � �������* #�<����� "����������� ��#
�� ��������� �$ ���� 	������	���� �� ��� ��#��� �"�	�� �$ 1�	��� /��#��� ��
����/���	 ���$�	��� ���� 	������	���� �""���� �� �1��* ��#��� �"�	� '��	� ��
	������	��# ����� �
� �� '� "���� ��� ����>

8�� G×Y → Y /� � ����" �	���� �� ��� �	���� Y ��# Y
π ����� Z := Y//G

��� �
� B�������� H� ��""��� ���� G ��� 	����	��# ��/���� 8�� L /� � /���
"���� $��� ��# ��"�� ���� /��#�� �� Z� H� ������ ���� π∗L �����#� �� � ����
/��#�� M �� Y � -�""��� ���� ��� ��	����� {si}i=0,...,N ��������# L ��# �����
"��� /�	.� {ti}i=0,...,N �������� M �� ��� �������/�� ��	��� ���� '� �/����

� �������� ���"���� Y
(t0:...:tN ) �������� PN � -��	� '� #�# ��� ������ ���� L ��

1��* ��"�� Z �� ��� ��� ����� �$ ���� ���"���� /�� ��� -���� $�	����3������
���� ��	� '� ��#������# ��� �
� B������� Z ��# �� ��"�� ���� /��#��

'��� ��� ���/�� ��	����� '� 	�� ��1� � $������ 	������	���� �$ ��� ��#��� �"�	��
��� ��� "�������# ���� $�� ��� ��#��� �"�	� �$ 1�	��� /��#��� �� �� ����/���	
	��1� �� /���# �� ��� ���/�� ��	����� �$ ��� ��������3�# Θ����� /��#�� '��	�
	�����"��# �� 1�	��� /��#���� ����� ��	����� �"�� � ������ �*���� �� ��� �"�	�
�$ ��� G���1������ ��	������

���� �< �D�;���	� %
�,����
	� %
� ��,������.� � 	������� ����$
E �� �� ����#�	�/�� 	��1� X �� �������/�� �$ ��� �$ ��� $����'��� �B��1�����
	��#������ �� �����6�#>

+�, E �� ������� $��� ��# $�� ��� F ⊂ E '� ��1� µ(F ) � µ(E)�
+��, =�� ��� B�������� E → G �$ "�����1� ���. '� ��1� µ(E) � µ(G)�
+���, =�� ��� F ⊂ E '� ��1� χ(F ) · rk(E) � χ(E) · rk(F )�
+�1, =�� ��� B�������� E → G ��� ��� χ(E) · rk(G) � χ(G) · rk(E)�
+1, ����� ������ � ������1��� 	������� ����$ F �� X '��� H∗(X, F ⊗E) = 0�
+1�, ����� ������ � ������1��� 	������� ����$ F �$ ���. r3(gX − 1) �$ X ��	�

���� ��� 	��������* ����"� �$ F ⊗ E 1������(1)

��#� ����
	� 
% ��� $�	����=�� Θ �	� ��	��� ���
����� �
 ;���
�
��	����� H� 	����#�� ���� ��� ���1����� $����* �� ��� X��� �	���� Quot �$

(1)=!� ���4 ������� � &�� ������ �& ����� ��  ���� �$�� .� ��� (� ��� ���� (# ���4 ��� �
�!� ���� �& � ������ ������ ��� (# r � ���� �& � ����� �& ����� ����



������ ����� �� �����	 ������� �	

-�	����  � ���� ����� '� 	����#�� ��� ���"�����

Quot×X
p ��

q

��

X

Quot

��# ��� ����� ���	� ��B���	� 0 → ker(π) → p∗F π→ G → 0 ��#�	�# /* ���
���J�	���� π� 8�� G /� � ���. r3(g − 1) 1�	��� /��#�� �� X '��� µ(G) =
(g− 1)− d

r '��	� �����6�� h0(G(−a)) = 0� H� �/���� � ���� ���	� ��B���	� ��
Quot>

0→ q∗(ker(π) ⊗ p∗G)→ q∗(p∗F ⊗ p∗G)→ q∗(G ⊗ p∗G)→
→ R1q∗(ker(π)⊗ p∗G)

γ→ R1q∗(p∗F ⊗ p∗G)→ R1q∗(G ⊗ p∗G)→ 0 .

��� 	��#����� h0(G(−a)) = 0 ��"���� ���� q∗(p∗F ⊗ p∗G) = 0� ���� '� 	��
	��"��� ��� ���.� �$ ��� �'� 1�	��� /��#��� A1 := R1q∗(ker(π) ⊗ p∗G) ��#
A0 := R1q∗(p∗F ⊗ p∗G) /* ��� &�������&�	� ������� �� �/���� ���� γ ��
� ���"���� �$ �'� 1�	��� /��#��� �$ ��� ���� ���. R� ���� '� �/���� �
��	���� θG := det(γ) �� ��� ���� /��#�� OQuot(ΘG) := ΛRA0 ⊗ (ΛRA1)−1� 
�
�� ��� �� #�?	��� �� ��� ���� ��� ���� /��#��� ΘG ��# ΘG′ ��� ������"��	 $��
det(G) ∼= det(G′)� =����� � #���������� ���� 	����#����� ���* /��#��� Gi '��	�
	���	�#� '��� G �� ��� �������#��	. ����" K0(X) ��# 6���� ������"�����
O(ΘGi) ∼= O(ΘG) '� �/���� $�� ��	� �$ ��� 1�	��� /��#��� Gi � ��	���� ��
O(ΘG)� =��� "��� +1�, �$ (�(� �� $����'� ���� ��� /��� ��	�� �$ ����� ��	�����
�� ���	��* ��� �����/�� ��	�� ���� ��� ��� �$ ��� ����1�� "��������3�# /* Quot
'��	� ��� ��� �������/���

��(� ��,!
��;�. �	� S9�D�;���	��� C�1��� ��� �/�1� ��	����� ��#
��� ��$�������� �/��� ��� ��#��� �"�	� '� 	�� �/���� MX(r, d) /* ��� 	���
����	���� "�����# ��� �� (�(��� C�'�1�� ��� ��"������ �$ ��� Θ����� /��#��
	�� /� ���# �< $��� ��� $����'��� ������ �$ =��������

���
��,� ���( 	 T5���#U� 2�� E  � ������ �� $�����  �	���� �	 X × C
����� C �� � ������ ���1����$� ���$�: #������ ���� ��� ��� ��	���� ���	� η ��
C ��� X  �	��� Eη �� ������� ��: ���	 ��� �������	� ������

?�@ ��� Θ ��$���� ΘC �	 ��� ���$� C �� �C����$�:
?��@ �� ΘC = 0; ���	 ��� X�$�����  �	���� ���������'��  � C ��� S��"��$���	�:

=�� �� ���* "���$ �� ��� ���. �'� 	��� ��� ��% �� ��� ������N� ����	�� T����U�
���� ������� ���������� ���� ��� ���"���� 	������	��# ����� ��� ��	����� �$
O(ΘG) 	�� #���������� #�<����� S��B��1����	� 	������� +I����/�* �$��� -����



�
 �� ����

$�	����3������, C��� '� ����� ��� ��� $�	� "�����# ��� �� -�	����   ���� ���
��/�	���� Quot(E) �$ ��� X��� �	���� Quot �� 	����	��#�

)�%���	���

!L��/�% /� -����)� ' $��9�� G�9��)��� ��) (��B����� ����������� �	 ��"������
*��	 � +�//�-� ��1 �� �,�'�0.1

!L2/�%  � -���� & �� ������ ' !������������ ������ ���)���� ;���� �
����������� ���1 �*/� $(������������� >�< ?��	� �//�� 6 8��� �������
=��)��� � ����������1

!2�//% /� ��� ' K���� ����������� �� ��)�� �(����� *��	 �� ����� 	�
+�///-� ��1 �� �,�'���1

!���0�% +� ���"��� ' *������� ��������� ������ #���9���� )�� ��������	
��) ���� ����J��9���� >��� L����� ���) �:� $(������������� ������
�/0�1

!���00% � /������� � ������ � �� ��"������ �������� 3�� � ������ 9 �1
�1 �������1 6����� �� ���������� $��)��� >�1 �/� �������� G������ 
������ ��������� >1N1� �/001

!>�<�.% &� �� 0�(����� ' ���� ����� � � ��� ������� �� ���� ������� ;���

������� �� L��)������� =������� H������� �� ���������� ��) �� ����
���1 ��� ;��� 
������� �� L��)������� =�������� ���9� � �/�.1
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��� ������	
�� ����� �� 5*	+�
��������� ��������� �������

����� ���� ��		
� ,��� ����	 ��0��

�, P1

� ��#���
������������� 
������ )�� G������M� ����� ��������1 �� ����� �����
������ • ������ � ��������������
�����

�������� � =� � &�" # �& �� �� ������ �& �!� ���7�����  ��� �����!�� $�! �  ����
������������� �& �� �� �� ������ $� �������� � �����  �� ������� �&  ��� �#���"�� .�� %���
����(� � ��!�"� ��# � �  ��� �#���" �� �!� (��� �& �!� &�" #� �� ����# �!� "������"#
�& �!� ���� ���  ��� �#���"� ��� ��� ��� ������ �� �!� ���� �� ������ �� �� ���( �"�

�� ��� ��$���� 	;���� ���
� !�
���,

8�� G /� � 6���� ����"� ��� ������� ������ ���	� ��	���
 $�� G ��.� ���
$����'��� B�������> #��� ����� ����� � ������� ������ ��������� K �$ ��� 6��#
Q(t) '���� ������ ����" �� ������"��	 �� GK +�� ��������� K/Q(t) �� 	����#
������� �$ Q �� ����/���	���* 	����# ����#� K�, 
$ ��	� �� ��������� ������ ����
'� ��* ���� G ��� � ������� ���������	� 	��� Q(t)�� �* C��/���N� 
���#�	�/����*
������� � "�����1� ���'�� �� ���� B������� +$�� � ��1�� ����" G, ��1�� �
"�����1� ���'�� $�� ��� ������� ��1���� ������ "��/��� +$�� G,� -�� T����U
��# T6:���U�

<���"(�� �*�!� �����



	� �� ����	�

-� $�� ���* � $�' 	������ �$ 6���� ����"� ��� .��'� �� ��1� � ������� �����
�3����� �1�� Q(t)� =�� ������	� �� �� ������1��* ���* �� �����3� ��� �/����� ����"�
��# #���#��� ����"�� ���� �$ ��� ������	� �� ��� &
�I ��� /��� 	��	����#
'��� ��� 6���� ���"�� ����"� /�	���� ����� �� � 	��"���� 	�����6	����� �$ �����
C��/��� ��� ���'� ���� ��� �*������	 ��# ����������� ����"� ��1� ������� ���
���3������� =����'��� �#��� �$ ���*� =���# ��# ����"��� ��� �"���#�	 ���"��
����"� ��	�"� $�� M23 ��1� /��� �����3�#� ��� ��������� ���"�� ����"� ���
��� ����"� �$ 8�� �*"� ���� ������ �� "��J�	��1� ����"� �1�� 6���� 6��#�� =�� �����
����"� ����� ��� /��� � #������	 "������� �� ��	��� *����� =�� ������	� �� ��
��' .��'� ���� ��� �"�	��� ���"��	��	 ����"� PSp2n(q) ��1� ������� �����3��
����� �$ q < n ��� T�6��U ��# T3)��U� -������ ���������� ���# $�� ����� ������
�$ ���"�� ����"� �$ 8�� �*"�� 
� �* ���. 
 ��"�����# 	������ �����#� '��	�
���# �� ��� $����'��� ������� +J���� '��. '��� ��	���� 5���'����� T3/�#U,�

���	�� 
� ��� ������ ������ PSL2(p2) ��$� � ������� �����'����	 �$�� Q(t)
�� p �≡ 1, 4, 16 (mod 21):

��� ���* ����� 	���� '���� ��� ����" PSL2(p2) �� .��'� �� �#��� � �������
�����3����� �1�� Q(t) ��� $�� p �≡ ±1 mod 5 /* � ������ �$ =��� T5��+U ��#
$�� p �≡ ±1 mod 24 /* � ������ �$ -����� T���#U�

�� 6����
	 
% �
��� �.���,�

8�� k ⊂ C /� � ��/6��# �$ ��� 	��"��� ���/���� 8�� L/k(t) /� � �������
������ ��������� '��� ������ ����" G� 
� 	�����"��#� �� � 6���� ������ 	�1��
f0 : X0 → P1

k '���� X0 �� � ������ "��J�	��1� ��# �/�������* ����#�	�/��
����/���	 	��1� �1�� k� 8�� t1, . . . , tr ∈ P1

k #����� ��� /���	� "����� �$ f0 ��#
��� U0 := P1

k−{t1, . . . , tr}� -�""��� �����1�� ���� ��� ����" G �� � ��/����"
�$ GLn(K) '���� K �� � ���/�� 6��#� ���� ��� ������ 	�1�� f0 : X0 → P1

k

��1�� ���� �� � �	��� ���
 V0 �$ K�1�	����"�	�� �� U  �� $����'�� ��� ������
	�1�� f0 ��#�	�� � ���J�	��1� ����" �������"���� ρ0 : π1(U0)→ G� &����#���
G �� � ��/����" �$ GLn(K) ��# ���	� ρ0 �� � ������ ��"����������� �$ π1(U)
'� 	�� /���# � ��	�� �*���� V0 �� U0 '���� ����#���* ��"����������� �� �B���
�� ρ0�

��� ������ 	�1�� f0 	�����"��#� �� � k��������� "���� [f0] �� � 	������ Q�
1�����* H = Hr(G) 	����# ��� ������� ���� $�� G������� 	�1��� �$ P1 '��� r
/���	� "������ ��� 1�����* H �� ������ ��# �$ #�������� r − 3� F�#�� ����
�##������� �*"������� +�� �$��� ��"��	��� H /* � 6���� 	�1�� H ′ →H , �����
������ � $����* f : X → P1×H �$ G������� 	�1��� �1�� H �$ '��	� ��� 	�1��
f0 �� ��� �"�	����3����� �� ��� "���� [f0]� 
$ ���� �� ��� 	��� ���� ��� $����* f
��1�� ���� �� � ��	�� �*���� V �� U ⊂ P1 ×H +��� 	��"������ �$ ��� /���	�



����� ������� �	����� �	�� ������ ����	� �� P1
	�

��	�� �$ f,� �* 	������	���� ��� ��	�� �*���� V0 �� ��� ������	���� �$ V �� ���
6/�� �1�� [f0] �$ ��� "��J�	���� U → H � H� 	��� V � �������	� �$ ��� ��	��
�*���� V0 �1�� ��� /��� H �

8�� p /� � "���� �#��� �$ K ��# ��� Kp #����� ��� 	��"������ �$ K �� p�
7�	��#��� 6�����* ���* pN� '� ��* ������ ���� G �� 	�������# �� GLn(Op)
'���� Op �� ��� ���� �$ �������� �$ Kp� 8�� j : U ↪→ P1×H ��# π : P1

H →H
#����� ��� ������� ��"�� H� �����# V ⊗ Op �� � ��	���* 	������� M���� ����$
�$ Op���#���� �� ��� M���� ��"����* �$ U ��# #�6��

W = R1π∗(j∗V ⊗ Op).

���� W �� � ��	���* 	������� ����$ �$ Op���#���� �� H '���� ����. �� ���
"���� [f0] �� ��� ��� �����	��� �	�	
	�	�� ��	�� �$ ��� ��	�� �*���� V0 '���
	��?	����� �� Op� H� 	��� W ��� ��� �����	��� �	�	
	�	�� �$ ��� 1��������
V �

-�""��� ���� ��� C��'��3 �"�	� H �� � �������� 1�����* �1�� Q ���� ���
$��	���� 6��# �$ H �� ������"��	 �� Q(t1, . . . , tr−3)� ��� ��	�� �*���� W ��1��
���� �� � ������ ��"�����������

ηp : Gal(Q(t1, . . . , tr−3)) −→ GLm(Op).

8�� η̄p #����� ��� ����#��� ��"����������� �$ ηp '��� ������ ��� ������� ������
����" �1�� ��� 6���� 6��# kp = Op/p� =�� �""��	������ �� ��� ������� ��1����
������ "��/��� ��� ���. �� ��' �� #�������� ��� ����� �$ η̄p ��# �� 6�#
��� '������ η̄p �� ������� �� ��� +� ��"��������� �$ Gal(Q(ti)) �� ������� �$ ���
����� �� �B��� �� ��� ����� �$ ��� ������	���� �� Gal(Q̄(ti)),� 9��* �$��� ���
��"����������� η̄p �� ��� +�� 	����� /� ���'� �� /�, ������� /�� ��� ����	����#
"��J�	��1� ��"����������� �� ��������

������� �� 8�� G := PSL2(7) × Z/3 ��# K := Q(
√−3,

√−7)� ����� ��
� $����$�� ��"����������� G ↪→ GL3(K)� �����1�� ��� C��'��3 �"�	� H =
H4(G) ��� � 	����	��# 	��"����� '��	� �� � �������� 	��1� ���� ��� $��	����
6��# Q(t)� 
� 	�����"��#� �� G������� 	�1��� �$ P1 '��� ����6	����� �$ �*"�
(2, 2, 3, 3)� 8�� p /� � "���� �#��� �$ K '��� ����#�� 	����	�������	 p > 7� ���
����� �$ ��� ������	���� �$ η̄p �� Gal(Q̄(t)) �� � ��/����" �$ GL2(kp) '��	�
	������� SL2(kp) �� � ��/����" �$ ��#�� 3� 
$ p #��� ��� �"��� 	��"�����* �� ���
��������� K/Q ���� ��� "��J�	��1� ��"����������� ����	����# �� η̄p �� �������
��# ��� ����� �� �B��� �� PSL2(p2)� ���� ��1�� ������� ��



	� �� ����	�

)�%���	���

!K=,,% �� +���(����� & �� 
����� ' 6� �������� �� F��J ��) �� �((������
�� ��� ������ ����� (��9���� �� ������	
 ������ �� +*,,,-� ��1 0� �0�'
�/.� 6�������� �����)� � ����� ����� 1

!K3,�% �� +���(�����	 & ��  �(��� ' *,,�� (��(���1
!L�.�%  � -��� ' =�)� �� Aut(PSL2(p

2))� p ≡ ±2 (mod 5), p �= 2� ���
���	���
�� ��� ������ ���� ������ ����� �������� !"�# $���#	
%� "���� �����
��� & +"��9�)��-� "��9�)�� G��1 ������ �/.�� ���'��01

!��//% /� ����� & �� �� ���$�� ' '�(���� )���	� ������� $(����� �������(��
� ����������� $(������������� ������ �///1

!$�,�% �� ����� ' =�) 9��) ��9�� ������) �� PSL2(p
2) ��) ���� ��(�� ����(��

*���% +���� �� !,& �� +*,,�-� ��1 *� *��'*.*1
!;�//% �� ����1�� & �� ,2����� ' ���)��9���� ��(��� � Spn(K)� 6�(����

�� ����� ����� +���������� LH� �//0-� H��)�� ����1 $��1 H������ >���
$��1� ���1 *�0� "��9�)�� G��1 ������ "��9�)��� �///� *�.'*�.1

!�Q�/0% �� ,2����� ' )���� �� )���	� ������ "��9�)�� $��)�� � 6)�����)
����������� ���1 ��� "��9�)�� G������ ������ "��9�)��� �//0� 6�
����)�����1
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������ ��� ��������	� 2��9��)��G������M� J� ������ G���� )�� H�)�� 0�
�,,// ������ ������ • ������ � ������������
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�������� � �� ������ �� ������ ���� �� � �!� ���!"��� ���������� �!���# �� ��"����%��
>!"��� ?�������

�� �	��
����
	

��� 	������ �$ ���� ���� �� /���# �� J���� '��. '��� A�C� �������� A�
� ������
��# A� 2������

�� �
�;��
	� H� ��� ���������# �� ���.���1 �����* $�� 	��"�	��6	������
�$ ����	��"�	� -������ 1�������� '���� ��� ��� ����*��	�� #��� ���� �� ��B����#
$�� ���������	 �������	���� �����* �� �������� -�	� � �����* ���� /� � ������
���3����� �$ ��� �����* �$ C� ������ ��# !� -���M T�
���U ���	� ��� ��������	
�����	� ��1� ������� ������������� '��� ���"�	� �� ��� /���#��*� ;/���1� ����
��� �������	� �$ ��	� � �����* �� �����#* ���# �� ��� $����'���

<���"(�� ���!� �����



	� �� �#��

���� ���� �
	C������@ ��� 	������ ���������� �	���������	 	�� ��� ��
#������ $�������� ��� ����	������ ��$�	  � ����������� ����$���$�� �� L���	����	�:

I��	��� $����������� �$ ���� "������"�* ��� ��1�� /* -� 2�#�� $�� -������
1�������� �$ �*"� O(2, n) T1���#U /* 2� 2����� $�� ��� ��#��� �"�	� �$ �/�����
1�������� Ag T1G��U ��# /* 9� ������� ��# 5� &������ $�� $������� �$ +����,
�/����� 1�������� T�)��U� A���� '��. �$ ��� ����" "��1�#�� �1�#��	� $�� �����
	��J�	����� +��� T&1�#U T&&�1�#U T&�11�U T&�11�U,�

�� )�;�* 
% �$��� �,�	�
	�� ���4��
; ���
�.

C��� '� 	����	� ���� �$ ��� /���	 "��"������ �$ ������ #���������� ���.���1
�����*� =�� ���� #������ ��# "���$� '� ��$�� �� T�
���U� H� ��� π : X → Spec Z
/� �� ���������	 1�����*� =�� ���"��	��* '� ������ ���� X �� � "��J�	��1�
������� �	���� L�� �1�� Spec Z '���� ������	 6/�� �� ������� H� ��� d =
dimZ(X)� H� '���� Zp(X) $�� ��� $��� ����" �$ p�	�#���������� 	*	��� �� X �

� �� � $�	� ���� $�� ��	� Z ∈ Zp(X) ����� ������ � ����� 	������ gZ  ���� �
	������ ���� �����6��

ddc gZ + δZ = [ωZ ],

'���� δZ #������ ��� 	������ �$ ����������� ����� Z(C) ��# [ωZ ] #������ ���
	������ ����	����# '��� � �,

�� $��� ωZ � ���� ��� $��� ����" �$ ���������	
	*	��� ��

Ẑp(X) = {(Z, gZ) |Z ∈ Zp ��# gZ � ����� 	������ $�� Z}.

� 	������� ��� ��/����"

R̂at
p
(X) = {(div(f), g(f)) | f � K1�	���� ��# g(f) � 	�����	�� ����� 	������}.

=�����* ��� p��� ���������	 !��' ����" +�� ��� ����� �$ ������ ��# -���M, ��
#�6��# /*

ĈH
p
(X) = Ẑp(X)

/
R̂at

p
(X).

-��� �$ ��� "��"������ ���>
���� ����� ������ �� ���������� ������ ��"

ĈH
d+1

(X)

π∗
��

ddeg

����������������

ĈH
1
(Spec Z)

∼ �� R.



�	�������� ����	������� ����	� 	�

���� ��1�� � ���"���� �$ ���������	 1�������� ���� ����� ������ � "����
$��'��# +$�� "��"�� ������	���* ������ ���"����� ���*Z, ��# � "����/�	. $��
��� ����	����# ���������	 !��' ����"��
��#� 7�	� ��������� ���� /��#�� L ���� � "��� L = (L, ‖ · ‖) 	��������� �$

� ���� /��#�� L �� X ��# � �,

�� ��������� �����	 �� ��� ��#�	�# /��#��
L(C) #�6��� � 6��� ���������	 !���� 	���� ĉ1(L) ∈ ĈH

1
(X)�

��(� ����� �� �� ���������	 �������	���� "��#�	�

ĈH
p
(X)⊗ ĈH

q
(X) −→ ĈH

p+q
(X)Q,

��1�� /* (Y, gY ) ⊗ (Z, gZ) �→ (Y · Z, gY ∗ gZ)� ��� ����� ���# ��#� ��� �� /�
�������# '��� Q ���	� ��� 	������	���� �$ Y · Z ��1��1�� K������*� 
� �� B����
��	���	�� �� ���' ���� ��� ���� "��#�	� gY ∗ gZ = gZδY + gY ωZ �� '����#�6��#�
��+� ����� �� � ������ "������

Zp(X)⊗ ĈH
d−p+1

(X) −→ R,

��1�� /* Z ⊗ α �→ htα(Z)� 
� "����	���� �$ α = ĉ1(L) ���� htα(Z) = htL(Z) ��
���� ��$���# �� �� ��� =������� ������ '��� ���"�	� �� L�

#�  
�
,
�
$��� ����,���  �
* $�
�!�

H� /���L* #��	��/� ��� ���������	 !��' ����"� "�������# �� T&�11�U�
��� ���� �#�� �� �� ��"��	� ��� ����� �B������ ddc gZ + δZ = [ωZ ] /* �
	���������	�� �������� cl(gZ) = cl(Z) �� � �����/�� 	��������* �����*�

&�	��� ��� �����"���� ���� X(C) �� 	��"�	� �����$���

gZ ≡ [gZ ] mod im ∂ + im ∂

$�� � #�<�������� $��� gZ '��� ����������	 ������������� ����� Z(C)� 
� "����	��
��� gZ �� �� ������� �$ ��� 5������ ����/�� D∗

log(X \Z, ∗) �$ ������ #�<��������
$���� �� X \Z '��� ����������	 ������������� ����� ��� /���#��*� R�' ��� 6���
.�* �/���1����� #�� �� A� ������ T&���0U �� ���� '��� ���"�	� �� ��� �������
������"�����

H2p
(
D2p

log(X, p), D2p−1
log (X \ Z, p)

) ∼= H2p
Z,D(X, p) ∼= H2p

Z (X, R)

'� ��� ��� �#����6	������

cl
(
(ωZ , gZ)

)
=̂ cl(Z)=̂δZ ,

���� ��� 	��������* ����" �� ��� ��##�� �� ��� 5������ 	��������* ����" '���
��""��� �� ��� ���� 	*	�� ����	����# '��� Z� ��� ��	��# .�* �/���1����� ����
#�� �� A� ������ �� ���� �� �� "����/�� �� �����"��� ��� ���� "��#�	�

gY ∗ gZ = gZδY + gY ωZ



	� �� �#��

�� � "��#�	� �$ ����	���# ������1� 	��������* ����"�

Ĥ2p
(
D2p

log(X, p), D2p−1
log (X \ Y, p)

)⊗ Ĥ2q
(
D2p

log(X, q), D2q−1
log (X \ Z, q)

)
−→ Ĥ2p+2q

(
D2p+2q

log (X, p + q), D2p+2q−1
log (X \ (Y ∩ Z, p + q)

)
R��� ���� ���� �����"�������� ����'� �� �� ��"��	� ���* �$ ��� ����*��	�� �#���
������ ���# �� ��� "���$ �$ ��� '����#�6��#���� /* ��������	�� �#���������


�����# �$ ��� ����$ 	��"����� U �→ D∗
log(U, ∗) ��� 	���# 	����#�� �����

����1�� �$ 	��"������ H� 	��� � ����$ �$ 	��"����� ���� ��	��1�� 	������ $��
	*	��� ��# K1�	����� �������� '��� ���� ���# 	��"���/����* �����"����� +���
T&�11�U 8���� ��)�, �� ���������	 	��"��� �� X � ;�� �$ ��� ���� �������
�� T&�11�U ��* /� �����# �� $����'�

���	�� ��
� ��$�	 �	 ���������� ������9 C ∗(·, ∗) �	 X; ���	 ����� �9���

���������� !��� ������ ĈH
∗
(X, C ) ����� ���������� ��� ��������  � ��� ��	��

������ �	� ������������$� ���������� �� C ∗(·, ∗):

� �� ���'� �� T&���0U ���� ĈH

∗
(X, Dlog) ∼= ĈH

∗
(X)�

(� ����,���  �
* �	$� *�� !��9�
$9�
$ %
�,�

H� ��� π : X → Spec Z /� �� ���������	 1�����* �� /�$���� 
� �##����� '�
6� � #�1���� D ⊂ X(C) '��� ������ 	��������� 8�� Z /� � 	*	�� �� X ��#
D∗
$%&(X \ Z) /� ��� 5������ ����/�� �$ "���������� $���� '��� ���"�	� �� Z�

C��� � "���������� $��� η '��� ���"�	� �� Z �� � ������ #�<�������� $��� ��(
X \ (Z ∪ D)

)
(C) ��	� ���� η ∂η ∂η ��# ∂∂η ��1� ����������	 �������������

����� Z ��# ������� ������������� ����� D� H� ��1�

���	�� ��
� ��� ������������� ���������� !��� ��	�

ĈH
∗
(X, D���)Q =

⊕
p

ĈH
p
(X, D���)Q

�� � 	�	 ���$��� �9��	���	 �� ĈH
∗
(X)Q:

��� ���������	 !��' ����" ĈH
∗
(X, D$%&) �� �� ��������� ���	� Dlog �� �

��/�	��"��� �$ D$%&� -��	� "���������� $���� '��� ���"�	� �� ∅ ��� �������/��
����� �� �� ���������	 #����� ��"

d̂eg : ĈH
d+1

(X, D$%&) −→ R.

��* ���� /��#�� L �� X �B��""�# '��� � ����������	���* �������� ���������

�����	 �� L(C) '��� ���"�	� �� D #��������� � 	���� �� ĉ1(L) ∈ ĈH
1
(X, D$%&)



�	�������� ����	������� ����	� 		

���� �� 	����# ��� 6��� ���������	 !���� 	����� H� ��1� �� ���������	 �������	�
���� "������� ����� �� ���� � ������ "������� ���� "��	����* �$

Zp
U (X) = {Z ∈ Zp(X) |Z(C) �������	�� D "��"���*},

���� ����� �� � '��� #�6��# "������

Zp
U (X)⊗ ĈH

d−p+1
(X, D$%&) −→ R,

��1�� /* Z ⊗ α �→ htα(Z)� 
$ α = ĉ1(L)d−p+1 ���� ���� ������ �� ���� ��$���#
�� �� =������� ������P /�	���� ��� "����	���� 	��� X = Ag L = M ��� ����
/��#�� �$ ��#���� $���� '��� ��� I�������� �����	 ��# p = d *���#� ���	��* ���
��#���� ������ �$ �/����� 1�������� �� �� '�� ���# /* =������� �� ��� "���$ �$
��� ���#��� 	��J�	�����

=�����* '� �����. ���� �$ ��� ���������	 1�����* X �� � 	��"�	��6�# -������
1�����* ���� X �� �� ���������	 1�����* ��	� ���� X(C) = Γ \G/K '���� Γ �� �
#��	���� ��/����" �� ��� �������"���� ����" �$ � /���#�# �*������	 #�����
G/K D = X(C) \ (Γ \ G/K

)
��# L �� �� �������"��	 ���� /��#�� �B��""�#

'��� � G(R)���1������ �����	 ���� ��� ������� �$ T&�11�UT&�11�U �""�*�

� "����	���� ���* ��"�* ���� d̂eg

(
ĉ1(L)d+1

)
�� � '����#�6��# ���/��� R��/���

�$ ���� �*"� ��� 	����# ���������� �	���������	 	�� ��� �� X �

� �� .��'� ���� ��� ��������	 �������	���� ���/��� $�� ��	� L ��� ��1�� /*

�"�	��� 1����� �$ L�$��	����� ��# 3��� $��	������ ��� �/�1� 	��J�	���� �� ����
��� ���������	 �������	���� ���/��� $�� L ��� ����������* ��1�� /* ���� �"�	���
1����� /�� ��' �$ ��� ����������	 #���1���1� �$ ��� ���� L�$��	����� ��# 3���
$��	������

+� '<!��� ��������
	�

��� �/�1� �����* ��� /��� "��1�# �� /� �""��	�/�� �� ��� $����'��� 	�����

+��� �
����� ���;��� =�� ���"��	��* '� 	����#�� ��� ����"��	 ��#��
��� 	��1� π : X(1) → Spec Z ��# ��� ���� /��#�� �$ ��#���� $���� M k �$
'����� k �B��""�# '��� ��� I�������� �����	� 
� �� '��� .��'� ���� X(1)(C) =
SL2(Z) \ SL2(R)/ SO2 ��# ���� ��� ���/�� ��	����� �$ Mk(C) ��� �������"��	
��#���� $���� �$ '����� k� 
� �))0 ��� ������ ��# ��#�"��#����* ���� A����
���� "��1�# ��� $����'���

���	�� ��
� T1?���U 2�� ζQ(s)  � ��� 0����		 '��� ��	����	; ���	 ���
���������� ���� �	���������	 	�� �� �� ��� ��	�  �	��� �� ������� ����� ���� ���



	
 �� �#��

.�������	 ������ �� ��$�	  �

d̂eg
(
ĉ1(M k)2

)
= k2ζQ(−1)

(
ζ′Q(−1)
ζQ(−1)

+
1
2

)
.

+��� 2�
����� 
% ,
����� ���;��� H� 	����#�� ��� ���������	 �����$��#
H = X(1)×X(1) ��# �� �� ��� ���� /��#�� �$ /����#���� $���� Lk = p∗1M k⊗
p∗2M k �$ '����� k� ���� $��	��������* ��# ��� "��1���� ������ ��"�*

���	�� ���� T&�11�U ��� ���������� ���� �	���������	 	�� �� �� ��� ��	�
 �	��� Lk ��  ��������� ����� �	 H �� ��$�	  �

d̂eg
(
ĉ1(M k)3

)
=

k3

2
ζQ(−1)

(
ζ′Q(−1)
ζQ(−1)

+
1
2

)
.

+�#� ������ ,
����� ���%����� 8�� K /� � ���� B��#����	 ���/�� 6��#�
H� '���� OK $�� ��� ���� �$ ��������� ��� 	��"��� ���$�	� SL2(OK) \ H2 ��
	����# ��� C��/��� ��#���� ���$�	� ����	����# �� K� 8�� SL2(OK) \H2 /� �
	��"�	��6�# #���������������� �$ ��� ������ ���� ��� #��	�������� DK �$ K ��
� "���� 	�������� �� 1 ��#��� 4� �� ���� �������� '� ������ ���� ����� ������
�� ���������	 1�����* π : H → Spec Z ��	� ���� H(C) = SL2(OK) \H2� 
� ��
��� .��'� '������ ��	� �� ���������	 �����$��# ������ C�'�1�� �$ '� 	����#��
	������ 	�������	� ��/����"� �$ SL2(OK) ���� ����� ������ ��	� ���������	
�����$��#� �1�� 	������ ��/����� �$ 	*	������	 6��#��

���	�� ���� T&&�1�#U F	��� ��� � �$� ���������	� ���������	; ��� ������
����� ���� �	���������	 	�� �� �� ��� ��	�  �	��� M k �� 5�� ��� ������� �����
�	 H �� ��$�	  �

d̂eg
(
ĉ1(M k)3

)
= k3ζK(−1)

(
ζ′K(−1)
ζK(−1)

+
ζ′Q(−1)
ζQ(−1)

+
3
2

+
1
2

log(DK)
)

,

����� ζK(s) �� ��� (���
�	� '��� ��	����	 �	� DK �� ��� ��������	�	� �� K:

)�%���	���

!���F,�% �� �������	 �� ���)�� /�� & 4� '5� ' �������)� (��)����
��) �������� ���������� ����� �� 2�9��� ��)���� ��������� *,,��
��#������������$%�� �����1

!��FF�% �� ���)�� /��	 �� '����� & 4� '5� ' 6������� ������������
������� ��� �������(�� ������ 9��)���� � (��(������1

!��FF9% � @� ������������ �������� "��< ����� ���(����
���	&�������������������'������������������������1



�	�������� ����	������� ����	� 	

!�F,�% �� �� ������� & 4� '5� ' 
�������� �� �������(�� �����D� ��������
��������) �� 2������ )������ ���	 ����	 !��	 -�	 +*,,�-� ��1 ��� �0.�'
��*/1

!���/�% �� �� ���)�� ' 6������� "��< ���� ��) K������������� ��������
�� � �	 ��"������ *��	 � +�//�-� ��1 *� ���'���1

!FT,�% '� '2���� ' 6 2�J�9���� (��(�������� (���(�� � 6��	���� �����
��� � *,,�� ���(��� N�����1

!F�),�% �� '���� ' $(���� � ���� ��) )�������� �� #������� ������ *,,��
������)�� �� ��� �$=
 <��	���( �� �(���� ������ �� =��	� H�������
�� �((���1

!F��,�% 4� '5� ' �������J�) �������� ���������� ���9���� �	 !����
��"�#	 ����	 ��� +*,,�-� *,/'*�01

!�=,*% ,� ������� & +� 
������� ' "��B������� ��� ��� )A��A�� ��������
�C��� )�� �������� L )D6��� ��� ������ �A������ ����	 !��	 /���	 

+*,,*-� ��1 ��0� ���'�*:1

!$��/*% �� ����6 ' /������� � ������� "������� "��9�)�� $��)�� � 6)�
�����) ����������� ���1 ��� "��9�)�� G������ ������ "��9�)���
�//*� 3�� ��� �����9������ �� K1 69�������� N1�L1 ������ ��) N1
F�����1
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�������� � '��� "��� � ��� ��!�"�� ��%��� � ���"� �&  ���� � ��(�� $!�! �����(� �!�
���� ����� �& �!� (�� �������� �& ������ >!"��� ������� �& @A' �#�� �$�! ����!���
 ��� ����������� =!� �!��& �& ����(# �#� �� � � �!��& �� �!� ����� %(�� $!�! �������
�&��"���� �(��� �!� ���� ������ >��� �!� ����� %(�� �& �  ��� "��� ��� (� ����%��
$�! � ���� �& >�!�(��� ������� � �� �B�� C�� �����#� �!� ����� �& 6��(���� �� �!�
�!��& �& ����(# �#� �� � �� � �"��� � �!� .$�!���:��4� � ��(��� =!� ���B����� �& �!�
� �"��� $�! ������� �� �!� /�-!����'��-�� (��� �!�$ �� ��������� ������� $!�! ����
�� �!� ��� !���� (� �����(�� ��"(������  #� ��� $!�! �� �!� ��!�� !��� � �� ���� �� �!�
��!�"� ��# �& ������ ����������� �& >�!�(��� ��  � $�! ������� >�!�(��� ������� � �!�
�B�� C�� �����#� =!� � 7��� $��4 $�! =!�"�� :�����

�� 3�>	�
	 ��� �
4���	 �
�����

8�.��� ��#���� /��	����/�� #�� -���������@��� #�� �	���	���� &�#�.����
��'����� -�������9�����@���� -�� ���# ���� �� ������ �������� ����/�� #�6�����
��# #���� '�������	� ���	���� 3� 1�������� ��� #�� ����"��	���#�� -�������
9�����@���� 5�� ������� #�� ��.���� ��#���� '��#� ���'�	.��� 1�� &�"�"���

<���"(�� ���!� �����




� �� �'	� 

#� A��� E��. ��# ��#���� +����� T)H��U $:� 5������ ��# '������ 8��������1���
'����,�

���� 3�� �	���� 5���� H�� 6������ ���:���	�� E����� 0 < r < n ��# /�3���
	���� ��� e1, . . . , en #�� -���#��#/���� 1�� Qn

p � =:� i = 0, . . . , n− 1 ��� Λi =
〈p−1e1, . . . , p

−1ei, ei+1, . . . , en〉Zp ⊆ Qn
p � H�� ��/�� ���� ���� ������.����

· · ·Λ0 ⊆ Λ1 ⊆ · · · ⊆ Λn−1 ⊆ p−1Λ0 ⊆ · · ·
5�� ��.��� ��#��� Mloc ��� #�� Zp�-	���� #�� #�� $�����#�� =��.��� #��������>
7���� Zp�-	���� S ��#��� '�� #�� ����� #�� 
�����"���.������ .��������1��
5�������� #�� =���

Λ0,S �� Λ1,S �� · · · �� Λn−1,S
p �� Λ0,S

F0
��

��

��

F1
��

��

��

· · · �� Fn−1
��

��

��

F0

��

��

3� '�/�� Λi,S = Λi ⊗Zp OS ��# '�/�� Fi ⊆ Λi,S ��� ��.���$����� Os���#��
1�� &��� r ��� #�� ��.�� ��$ S ��� #���.��� -�����# ����

&���	���' 
�
� ;<��/�� ��� #����� =��.��� ����@	���	� #�������/��P Mloc ���
��� �/���	��������� F�����	���� �� ����� I��#�.� 1�� ����������	���� 
��
p ��1������/�� ��$ S �� ���# #�� �//��#����� 3'��	��� #�� Λi,S ���� 
������
"������� 
� #����� =��� ��� #���� #�� ���3� =������ (Fi)i #��	� F0 /�������
��# #��'���� ��� #�� �������	�� =���� Mloc

Qp
���$�	� ���� ����������	�� ��#

���/����#��� ����� :/�� Qp�

&������� 
��� E�� 
����������� /����	���� '�� #�� =��� n = 2 r = 1� H��
��/�� Λ0,S

∼= O2
S ��# Λ1,S

∼= O2
S ������� #�� �� #�� 5�6������ ����/����

����� 1�� Λi ��# /����	���� #���� #�� $�����#� 5�������>

O2
S

„
p 0
0 1

«
�� O2

S

„
1 0
0 p

«
�� O2

S

F0
��

��

��

F1
��

��

��

F0

��

��


� ����� �<���� F���/��� #�� �	���	������� -���������@� #�� �"�3������ =����
.����� '�� F0 ��� #�� 1�� ����� 9�.��� #�� =���

(
1
x

)
��3������ F�����

��#�� ��# F1 ��� #�� 1�� ����� 9�.��� #�� =���
(

y
1

)
��3������ F������#��

/��	����/��� 5�� ��#������ #��� #�� ���# 1�� F0 �� F1 ��������� ��� ���$���



������ ������� ��� �����	�"��	���(��� 
�

#��� #�� ����	���� xy = p ��# ��� #�� ��#������ #��� #�� ���# 1�� F1

�� F0 ��������� ��� �������� '�� yx = p� H�� ����� ����> #�� �"�3����� =����
#�� ��.���� ��#���� ��� �� #����� =��� #�� 9���������� 1�� 3'�� "��J�.��1��
����#�� #�� ��	� �� ����� I��.� �����1����� �	����#���


� ����������� =��� .��� ��� #�� ��.��� ��#��� �� @����	��� H���� #��	�
����������	������ /��	����/��P #���� ���# �/�� ����/��	� .��"��3������ 1���
T�:���U�

���� 3�� �.,!��4����� 5���� H�� #�6������ ��	� #�� $�����#� 9�������>
-�� 0 < r ���� ���3� E��� ��# ��� n = 2r� 5�� �*�"��.���	�� ��.��� ��#���
��� #�� �/���	�������� F�����	���� #�� �������� ��#���� 3� r ��# n = 2r #��
#�� $�����#�� =��.��� #��������>

Msympl(S) =

{(Fi)i ∈Mloc(S); ∀i ��� Fi → Λi,S
∼= Λ̂2r−i,S → F̂2r−i )� >����99�)���}.

C��� /�3��	���� ·̂ #�� OS�5��� ��# #�� 
�����"����� Λi,S
∼= Λ̂2r−i,S ��� #��

#��	� #�� �*�"��.���	�� =��� 〈·, ·〉 ��� 〈ei, ej〉 = 0 〈ei, e2r−j+1〉 = δij  1 ≤
i, j ≤ r ����/����

5�� 5�����@��/�#������ /����� ���� #��� F0 ��# Fr ����� ������" ���# ��#
#��� F2r−i #��	� Fi /������� ��� +0 < i < r,�

H�� �� �������� =��� ��� #�� �/��� =��.��� #�������/�� ��# #�� �������	��
=���� ��� ������

��#� &�=���	$ =� ��,���96����I��	� 8�.��� ��#���� /��	����/�� #��
-���������@��� ��'����� ��#���� 1�� -�������9�����@��� 1�� I78��*" ���

'������R�1�������.���� H�� ������������ #�� �� ���$�	����� ����"��� �@���	�
#�� #�� �*�"��.���	��� ���""� GSp2r�




� �� �'	� 

5�� -�������9�����@� ��� �� #����� =��� #�� $�����#� ��#������ +'�� 6������
N ��� (p, N) = 1,>

A (S) = {(A0 → A1 → A2 → · · · → Ar, λ0, λr, iN);
• Ai �/���	��� -	���� #�� 5�������� r :/�� S

• Ai → Ai+1 
������� #�� ;�#���� p

• λ0, λ1 "���3� I�������������� 1�� A0 /3'� Ar

• iN R�1�������.��� ���������/ 1�� p,

�� #� #�� 9��.������

A0 → A1 → · · · → Ar
∼= A∨

r → A∨
r−1 → · · · → A∨

0
∼= A0

����#� p · idA0 ����}
��� ����� 2���� A0 → · · · → Ar �������� '�� ��� 5�������

H1
dR(A0/S) H1

dR(A1/S)�� · · ·�� H1
dR(Ar/S)��

ω0

��

��

ω1

��

��

�� · · ·�� ωr

��

��

��

+���� /�3��	���� ωi ⊆ H1
dR(Ai/S) #�� C�#���=����������,� H�� #�6������ ���

��� Zp�-	���� W #��	�

W (S) = {(((Ai)i, λ0, λr, iN) ∈ A (S), ψ); ψ : (H1
dR(Ai/S))i

∼= �� (Λi,S)i },
��# /�.����� ��� 5������� 1�� Zp�-	������

A W
Φ�� Ψ �� Mloc ,

'�/�� Φ ���$�	� #��	� 9�������� #�� 
�����"������ ψ ����/�� ��� ��# #�� ���#
����� I��.��� ����� Ψ ����/�� ��� #��	� #�� 1�� #�� C�#���=������������ �����
#�� 
�����"������ ψ ��#�3����� =������ 1�� F�����@���� �� #�� ������.����
(Λi)i� 5�� �//��#��� Φ ��� ��� ������ ����� #�� ������� �?��� ���""���
�	���� #�� �������"������ #�� ������.���� (Λi)i ��# ��� C��$� #�� �����
��� 1�� �������#��	. ��# ������� #�� ����/ ���"��	���� /����� #��� #��
5�$���������� ����� �/���	��� 9�����@� /������� ���# #��	� #�� 5�$��������
��� #�� C�#���=���������� .��� ��� 3����� #��� #�� �//��#��� Ψ ����� ����
������� ���� ����� #��� M�������.�� �� J�#�� I��.� #�� �"�3������ =���� A
��# Mloc ������"� ���#� =:� 5������ ����� T)H��U� 5�� ��.��� ��#��� ��� ����
��3������ #�� ����	��� -���������@��� '�� ����� ��#��� #�� -�������9�����@�
��# ��� .��� ����"��	���#� �������� :/�� #�� ��.��� ��#��� ��$ #�� ��#���
#�� -�������9�����@� :/���������



������ ������� ��� �����	�"��	���(��� 
�

&������� 
��� 2����� '�� ��	� ������ 3��:	. ��$ #�� =��� r = 1 n = 2�

� #����� =��� /����	���� '�� #�� ��#������ ����"���	��� 2��1�� ��� R�1����
����.��� �� p 1�� �*" Γ0(p)� 7� ��� /�.���� #��� #�� �"�3����� =���� #�����
��#������� #��	� 9��.��/�� 3'���� ��#��.��1�� �� #�� ��"��������@��� I��.�
��� ��������P �� #����� I��.��� �	����#�� ��	� #�� /��#�� 2��1�� �����1������
8�.�� �� ����� #����� -	�����"��.�� ��� #�� ��#������ ���� �� #�� ��� #��
���/� ������� '�� #�� ��.��� ��#��� �� #����� =��� +����,�

�� &�=���	$ =�� �E	�	 5��$$�	;����I�

7�� ��#���� 2������ �� #�� ��.��� ��#���� �� ���:���	��� H���� ��$������
��# #�� ���� �:�3��	� ��� 3�� -��#��� ����� 7�����	��$��� ��� #�� #�� �?���
=������1�����@��


� $�����#�� /��	��@�.�� '�� ��� ����� ��$ #�� �������� =����

���� 3� �E	� �����,�		���� �	� �� �E	� 5��$$�	;����I�� -�� k
��� 2��"�� ��# ��� G = GLn� H�� 6������ #�� ������F�������""� B #�� �/����
5����	.������3�� ��# #�� ��������� ����� T #�� 5������������3���

5�� �?�� ����������	��Grass ��� ��� ��#�-	���� :/�� k #�� ��	� #�6������
�@��� ��� #�� $"B	�X������� G(k((t)))/G([[t]])� C���/�� '��# G(k((t))) ��� ��#�
-	���� :/�� k ��$��$���� +����� T&7�(U T5���#U,�

��#��������� ��/�� '�� ���� ��#����� ���	����/��� #�� �?��� ����������
�	���P ��� R ���� k�����/�� �� ���

Grass(R) = {L ⊂ R((t)) ������ :/�� R[[t]]}.
H�� ��/�� ���� -�����63������

Grassk =
∐

µ )�*� ��!&+�

G(k[[t]])tµG(k[[t]])/G(k[[t]]).

H�� �	����/�� Qµ = G(k[[t]])tµG(k[[t]])/G(k[[t]])� 5�� �/�	����� ����� -�������
��� 9���������� 1�� -����� ������� ����

Qµ =
∐
λ≤µ

Qλ,

'�/�� ≤ #�� :/��	�� "�������� ;�#���� ��$ #�� ����� #�� #��������� 2��
��'�	��� /�3��	�����

5��'������� /����	���� '�� #�� �?�� =������1�����@� Flag� 5���� ��� �/���
$���� ��� ��#�-	���� :/�� k #�6����� ��� #�� $"B	�X������� G(k((t)))/B '�/��
B ⊆ G(k[[t]]) #�� -���#��#�
'������F�������""� /�3��	����> B ��� #�� F�/��#
1�� B ����� #�� I��J�.���� G(k[[t]]) −→ G(k)� H�� .����� B ��	� /��	����/��
��� #�� -��/�������� #�� -���#��#�������.���� (λi)i λi = t−1k[[t]]i ⊕ k[[t]]n−i ⊆




� �� �'	� 

k[[t]]n� [����	� '�� $:� #�� �?�� ����������	�� �@��� ��	� #�� �?�� =������1��
����@� ��� ��#������ /��	����/�� �@���	� ��� #�� ��#������ #�� 1�����@�#��
��� "����#��	��� ������.������ =:� ���� k�����/�� R ����

Flag(R) = {(Li)i; L0 ⊂ · · · ⊂ Ln−1 ⊂ t−1L0 ⊂ R((t)) 1������ ������.����}.
H�� ��/�� ���� -�����63������

Flag =
∐

w∈fW
BwB/B.

+C��� /�3��	���� W̃ #�� ��'������� �?�� H�*�����""�� H�� �	����/�� Bw =
BwB/B� 7� ��� #��� B ������"� 3�� �?��� &��� #�� 5�������� �(w)
+8@��� 1�� w �� #�� ��'�������� �?��� H�*�����""�,� =����� ����

Bw =
∐
v≤w

Bv,

'�/��≤ #�� �������;�#���� /�3��	����� 5�� �/�	��:��� Bw '��#�� ��� +�?��,
-	��/����9�����@��� /�3��	���� ��# ���# ��#��	��#����������� "��J�.��1� 9�����
�@����

H�� .����� #�� =������1�����@� ��	� �� ��#���� H���� ������63������ -��
#�3� N − #�� F�/��# #�� ���"������� &�#�.��� #�� �����:/��������#�� ������
F�������""� 3� B ����� #�� I��J�.���� G(k[t−1]) −→ G(k)� H�� ��/�� #���

Flag =
∐

w∈fW
N −wB/B.

H�� �	����/�� Bw = N −wB/BP #�� Bw ���# .���� -	������ ���#��� ���
��#�-	������� 7� ���� #���

Bw =
∐
v≥w

Bv,

���/����#��� ��� �� =��� �(w) = 0 #�� �/�	����� Bw ���� ���3� E��������
�����.��"������ #�� �?��� =������1�����@��

=:� v, w ∈ W̃ ���� Bw ∩Bv �= ∅ ����� #��� '��� v ≤ w ��# �� #�����
=��� ��� dimBw ∩Bv = �(w)− �(v)�

&���	���' ��
� 
� ��'����� ��Q 1�������� ��	� #���� /��#�� -�����63������
��� ���� ����#� �� '�� �� #�� ��'�����	��� =������1�����@� #�� -�����63������
��� #�� #��	� #�� ;�/���� ����� #�� ���������""� ���������� ��# #�� ;�/����
����� #�� �����:/��������#�� ���������""� ��#��������� ����/�� ���#� 
���
/����#��� ���� #�� ����� �����"��	���� ������� 1�� 2�3�#�� ��# 8��3��� ��



������ ������� ��� �����	�"��	���(��� 
	

#����� -���� ��	� $:� #�� ��'�����	�� =������1�����@�� 
� =��� #�� ��'����
��	��� =������1�����@� ������ #�� 5���� ���:���	� ����$��� ���$�	��� ��� /�� /���
#�� -�����63�������� #�� -����� ���$�	� �?�� &@��� ���#P �� =��� #�� �?���
=������1�����@� ���# #�� -����� Bw �/�� ��� ��#�-	�������

���� '	� 6�����$�,�	���	$ ��� �
4���	 �
������ 7� ��������� ����
5�$�������� 1�� GrassQp ��	� FlagFp

 #�� ������ ��� L�	��� ��#�-	���� X

:/�� Zp ��� �������	��� =���� GrassQp ��# �"�3������ =���� FlagFp
� =:� #��

����������	��� =��� ����� T�B��U $:� #�� =��.������.��"��$��� ����� T����U�
��� Mµ /�3��	���� '�� ��� #�� �	��������������	��� �/�	����� #�� E���� Qµ ⊆
GrassQp �� X� 5��� ��� ��� Zp�-	���� #����� �������	�� =���� ����#� #��
�/�	����� 1�� Qµ �� GrassQp ��� ��# #����� �"�3����� =���� ��� B���1��������
F�����	���� 1�� FlagFp

����

� #�� �"�3������ =��� #��� µ �����	��� ���� 1�� #�� =��� (1, . . . , 1, 0, . . . , 0)

��� �������� '�� ����#� #�� �/�� #�6������ ��.��� ��#��� 3��:	.� +5�/�� ���
r #�� ��3��� #�� 1 �� µ�, F� #�� ���3������ ���� ��� ��	� ���:���	� #��
5�6������ #�� ��#�-	����� X ���	����� +#��� ��� �� �/�� �<����	����	�,� 
��
������ ��� �� �/�� ���	�� #���.� 3� ����� #��� ��	� #�� �"�3����� =���� #�� ��.����
��#���� ��� �/���	��������� F�����	���� �� #�� �?�� =������1�����@� :/�� Fp

���/����� �@���� 5�� �//��#���

Mloc ⊗ Fp −→ {(Li)i ∈ Flag; tλi ⊆ Li ⊆ λi $:� ���� i} ⊆ FlagFp

(Fi)i �→ (Li)i,

'�/�� Li #�� F�/��# 1�� Fi ����� #�� I��J�.����

λi −→ λi/tλi
∼= Λi,Fp

/�3��	���� /��#�� Mloc ⊗ Fp ������"� ��$ ��� �/���	��������� F�����	����
1�� Flag �/�

������� #����� 7��/������ ��# #�� ������� #�� =��/������-"�������� .���
��� #�� $�����#� ������� /�'����� +����� T�:���U,�

���	�� ���� (�� ���'����� 8���� ��� ��
���	 ������� ��� ��� ����������������
���� (�������	��� �������� #��� ����3�����*��	 �	� ����� ����'����: (�� ��
���
������ Mloc ��� >��� + �� Zp: (�� ������'� ��	 %����	�	��	 ��� ���'�����	
8���� ��	� 	����� ��� �����	���	 #�	�������*��	; ���� �	� ���	���� !���	�
��������:





 �� �'	� 

#� 3� ����� ��� 	����. �.����

5�� ���/� #�� ����/* 	*	��� RΨ = RΨ(IC(Qµ)) ��� ���� N���/�N ��$ #��
�"�3������ =���� #�� ��.���� ��#���� #�� 
�$���������� :/�� #�� -���������@���
.�#����� +����� �������� ���#��� �� ��	� �� ���� +B�@B��1�������, ���#��	��
"��1���� ���/�� 5����� ��	����	��� I��.� '��#�� '�� �� $�����#�� �/�� ����
$�	� ����������� 5� #�� �������	�� =���� 1�� Mµ �� ����������� ��	�� ����� ���
'��#�� '�� #�� ����/*�	*	����=��.��� RΨ ���� ��	�� ��$ #�� .�������� ���/�
�� ���#��� ��$ #�� -	�����.��"��� #�� �������	��� =����� 
� =��� #�� ���
�"�:����	��� ��.���� ��#���� ��� #�� �������	�� =���� ���:���	� ����� ����� ��
#��� #�� -	�����.��"��� �� #����� =��� ���$�	� #�� +�����$����, .�������� ���/�
����,

5�� ���$�	��� ������#����� 1�� RΨ ��/�� #�� =��� IC(Bw)[�(w)](−i) ���
i ∈ Z� C��� /�3��	���� IC(Bw) #�� +��	�� 1���	��/���� ��# ��	�� ���'�������,
-	�����.��"��� #�� -	��/���1�����@� 3� w� H�� ��/�� ����

RΨss =
⊕
w

⊕
i

IC(Bw)[�(w)](−i)⊕m(w,i)

$:� ��'���� ��	���������1� ���3� E����� m(w, i)�
H�� '����� ���� ���	����/��� #����� �����"��3��@��� m(w, i) ����/���
5� Tr(Frq, RΨx) /�.���� ��� +��� #�� 2���'��3�9�������� /�'����� 1��

��������* T����U ��# C�����\R�] T�B��U, ��# Tr(Frq, IC(Bw)x) #��	�
��� 2�3�#���8��3����I��*��� ����/�� ��� ������ ��	� #�� m(w, i) #��	� �/�
�������#� 
�#�.���� ��	� #�� 8@��� 1�� w ��"��3�� �����	����� +�����#���� ���
#�� �� $��� ����� =@���� ��� ��� C��$� ����� !��"����"�������� #��	�$:��/���,

&������� ��
� 
� ����������� 5���$��#�=��� #��� µ = (1, 0, . . . , 0) ��� Mµ

��������/��� &�#�.���� ��# �� ����

m(w, i) =
{

1 $:� i = 0, . . . , �(tµ)− �(w)
0 ������


� ����������� ���# #�� �����"��3��@��� '�������	� .��"��3������P ����� T���(U
$:� '������ ����"�����

���	�� ���� � ����∑
i

m(w, i)qi = (−1)�(tµ)Tr(Frq, H
•
c (Flag, RΨ⊗ IC(Bw))).

-�� ������� F� #�� ������� 3� /�'����� +��# �� :/�����"� ������ ����
���� ����� -��� 3� ��/��, ���� ��� 3��@	��� ������ #�6������ '�� ����� #��
-	�����.��"��� IC(Bw) 3� 1�������� ��� #��� �	��������	� ��� Bw .��� -	����
���#��� ��� ��� ��#�-	����� ��� .��� �/�� ���� ���/� ��$ Flag #�6������



������ ������� ��� �����	�"��	���(��� 


#�� #�� ��':��	���� 7�����	��$��� ��� ��#�� ��� ��#��	��#����������� X���
������� ��'����� �<���� ����� #�� =������1�����@� /����	�����

5�� '������� /���	�� ��� 3�� ��'��� #�� $�����#� ������� 1�� 2�3�#��
��# 8��3��� +#�� �� T17��U ������� �/�� #��� ��� �� ��#��	��#������������
=��� /�'����� '��#,�

���	�� ���� � ����

Tr(Frq, IH•(Bw ∩By)) =
∑

i

dim IH2i(Bv ∩By)qi = Qv,y(q).

C��� /�3��	���� Qv,y #�� ��1���� 2�3�#���8��3����I��*��� 3� v ��# y� ���
/��	��� #��� �� #�� ������� #�� �������� ��� ��#��	��#����������� -	������
1��.������ 5����	� /������� ��� ��	� 3�� ��'��� #�� �������� 1�� 2�3��
#�� ��# 8��3��� #�� -	�����.��"��� IC(Bw)� =:� 5������ ����� T���(U�

-	��������	� �������� '�� ��	� #�� $�����#�

,�	����	 ���� 8+� ��� 	��������	���	��� #������ Bτ ⊂Mµ ⊗ Fp ����∑
i

m(τ, i)qi = (−1)�(tµ)Tr(Frq, H
•
c (Flag, RΨ))

=
∑

i

dim IH2i(Qµ)qi.

=:� #�� �����#����������� -������ �������� '�� ���� ���� ���� ���$�	�� ���	�����
/��� #�� �����"��3��@���P �� ���# ���$�	� #�� -	������������E����� #�� �������
�	��� =���� +�����#���� ����� #�� E���� Qµ #�� �� 2������� V�� ���:���	��� H����W
��$����� �� #�� �?��� ����������	��� :/�� Fp,� 5�� ��� ����$��� /����.���'���
��� ��� 3�� ��"��3���� ����	����� #�� �����"��3��@��� '�� �/�� ����#����� ����
���� �/�������#�� 
�#�.���� ��	� #�� 8@��� 1������ ��# $�����	� 3�� ����	��
���� #�� �����"��3��@��� #�� ����#������������ -������� ���� ��#���� /������
.����� ���� #���� ���� �� ��'����� -���� #�� .��"��3��������� �����"��3��@���
���#�

)�%���	���

!�H/:% �� ��������� & �� .��$�� ' "�������� 9���	� ��) �������J�) �����
��������� ���	 ����	 &���	 ��� +�//:-� ��1 *� �.�':�/1

!L��,�% /� -����)� ' 6���9��� ���( ����(� ��) ��)�� �(���� �� 9��)���� �	 ���	
����	 
�	 '���
) � +*,,�-� ��1 �� :�'0.1

!��,�% +� /����)��� ' "���������� �� ������� �������� � ��� �U�� 2��	� ����9��
�� ����9 � ����� ������	 ����	 ��� +*,,�-� ��1 *� *��'*.,1



� �� �'	� 

!�2,:% 4� /2��$ & �� �� ����� ' ;�� N��)���2���)�� ����� ��� ����9 � ����
�� ���� $����� ������� ��) �U�� P�� �������� *,,:� (��(��� �����
��#��&���������(���( 1

!�Q�,�% 4� /2��$ ' @� ��� P������ �� ��)��� �� ������ $����� ������� �� �#H�
� (�� ����	 ���	 ��� +*,,�-� ��1 �� 0./'�*�1

!2>,*% �� ����� & �� �� 0)7 ' >���9 � ���� ��� ����� ��)��� �� ���� $�����
�������� ������� ����	 ��� +*,,*-� ��1 *� ���'��,1

!FH.,% +� '�$��� & /� .��$��) ' $���9��� ������� ��) ������A )���� �
������� �� ��� H�(���� �(������ +����1 $ �(��1 ���� ����1� G��1 2�<��
2�������� 2�<�� �/�/-� ����1 $ �(��1 ���� ����1� 444�
� 6���1 ����1
$��1� ����)����� =1
1� �/.,� �.�'*,�1

!=S/0% �� 
�1�1��� & �� 8�� ' &��� ������ �� p� �������� "����� 6����� ��
���������� $��)��� ���1 �:�� �������� G������ ������ ��������� >N�
�//01
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������	�
 �������� D;������ 	
 ,	
	��

���������	�	�

�� .*� /*�
G������M� #����� L� 0� ��������	� :���� #����� ������ 
������ � ����������������
�������

�������� � . ������ � %��� �!���������� ��� �� �& �!� �!���# �& D�"��� ���

�� �	��
����
	

8�� Y /� � 	����# 	�#�������� c ��/1�����* �$ ��� ������ C 1�����* X ��# ���
Z /� ��� �������� ��	�� �$ Y � 5����� /* DX ��� ����$ �� #�<�������� �"�������
�� X � 
� T&1��U ��*����.� ��# 2����'��� ���' ��� �������	� +��# ���$������,
�$ � ���B�� ��������	 DX ��#��� L = L (Y, X) �����$*��� ��� "��"������

L |X−Z
∼= H c

Y −Z(X − Z, OX−Z)

H 0
Z (L ) = H 0

Z (L ∗) = 0,

'���� ��� ���� ����#� $�� #�����* �$ ��������	 D4��#���� ��# H i
Y #������

��� ������ #���1�# ��	����� '��� ��""��� �� Y � ��� "���$ �$ ���� ������ ��

<���"(�� �5��� �����



� �� �������

������ $����� ��# ���� #�����* �����* $�� ��������	 DX4��#����� =�������
���� ���* ���' ���� L (Y, X) �� ��� ���B�� ���"�� ���$#��� ��������	 DX4
��#��� �������� '��� H c

Y (X, OX) �� X−Z� ���� ������ �� �/�����# /* ���'���
���� L (Y, X) 	�����"��#� 1�� ��� &������4C��/��� 	�����"��#��	� �� ��� ���
�����	���� �������* 	��"��� πY �$ ��##�� "��1�����* '��	� /* 	������	����
�� ���"�� ��# ���$#���� ��� ����� 	������	����� ��	� �� ��������	��* #�����*
��# ��� &������4C��/��� 	�����"��#��	� 	��"�����* ���* �� 	����	�������	 3���
4 �� ����*��	 ��	���B��� �1�� �$ ��� �� ����	�� ���� �� ����� ������� �� ��.>

/��� ��!!�	� % X � ��>	�� 
;�� � >��� 
%
!
��;� ������������J

-���'��� ���"�������* ��� �������	� �$ � ���B�� ���"�� DX4��/��#���
L (Y, X) 	�� /� "��1�# ������ ��#�"��#����* �$ ��� 	����	�������	� ��� .�*
�����#���� 4 ��� "���$ �$ '��	� �� 	����	�������	 #�"��#��� ������ 4 �� ����
H c

Y (X, OX) ��� 6���� ������ �� � DX4��#���� ���� �� ���������# /* �����
����	��* �� 	����	�������	 0 ��# /* T7.��0 ������� ���U �� "�����1� 	����
�	�������	 ���"�	��1��*� ��� ����� �����#���� �� ��� $�	� ���� �$ Y �� ������
���� H c

Y (X, OX) �� DX4���"��� ���� 	�� /� ���� ���	� ��� ������ ��#���
	�����"��#� 1�� 2����'���N� �B��1����	� +'��	� ���#� ��#�"��#����* �$ 	����
�	�������	, �� ��� DY 4��#��� OY  '��	� �� ���"���

���	�� 
� 2�� X  � � ������ k4$������ �	� ��� Y  � � ������ �������� �� �� �
$������ �� ������	���	 c: ���	 H c

Y (X, OX) ��� � �	�"�� ������ DX4�� ������
L (Y, X): 8����������; L (Y, X) ������ ���� H c

Y (X, OX) �	 X − Sing Y :

.����� H���� Z = Sing Y ��# #����� ��� ��	������ i : X − Z −→ X � -��	�
H c

Y (X, OX) ��� 6���� ������ �� � DX4��#��� �� ��� ���� ���"�� ����3���
DX4��/��#���

L ⊆H c
Y (X, OX) ⊆ i∗H c

Y −Z(X − Z, OY −Z).

�* �#J�������� �$ i∗ ��# i∗ ��� ��	������ 	�����"��#� �� �� ��	������

0 �= L |X−Z ⊆H c
Y −Z(X − Z, OY −Z)

-��	� ��� ������ ��#��� �� DX4���"�� �� $����'� ���� '� ��1� �B�����* �� ���
���� �B������� -��	� ���� ���#� $�� ��* ���"�� ��/��#��� �$ H c

Y (X, OX) ���
���� �������� ���'� ���� ��* �'� ��	� ��1� ���3��� �������	���� ���� ���*
��� �B����

���� �������	� "���$ ��1�� 1��* ������ ��$�������� �/��� ��� 	��	���� ����	�
���� �$ L (Y, X)� 71�� +�� ��"�	����*, �� 	����	�������	 3��� �� ��"��	���* #��
������� L (Y, X) �� #�?	���� ��� /��� ������� �� ���� 	��� ��� #�� �� 9������
T6��+U $�� Y � 	��"���� �������	���� '��� �� �������# ����������*�



����	������� �������� D,������� �� ������ ���	����	����� �

��� ���� 
% ��� 	
�� *�� �� �
	���	�� *�� �<!����. �����,		$
L (Y, X) 	 !
��;� �������������

��� �������* �� �� ��/������� ��� DX4��#��� ����	���� /* ��	��"�������
��� �	���� �$ ��� =��/����� �� H c

Y (X, OX)� 
� ����� '��#� +����#��� �� ���
&������4C��/��� 	�����"��#��	�, '� ��"��	� ��� #� &��� ��B���	� /* ���
�����4-	������ ��B���	��

��� ������ '�* ���� �� "����/�� �� ��� 	���� �����������" /��'��� �� 	����# �	��
OX [F ]4���������� ��# DX4����	����� #��	��/�# �� T7.��0" &��#" '1��U�
������ ����� �� ��	� ���� 	�� /� ���# �/��� ���� ����������� 	����	���� 
 ���*
��� ��#�* ��� 	����B���	� �$ �� �����* ���� L (Y, X) �� �B����* '��� 	����	�
����3�# /* /���� ��� ���B�� ���"�� ���� OX [F ]4��/��#��� �$ H c

Y (X, OX)� ���
���� �$ ���� ���. �� ����	����# �� $����'�>

�� =���� 
 ��1� � /���$ �����#�	���� ���� OX [F ] ��#���� 4 �� $�	� ���� ��
�?�� 1������ �$ �� '��	� '��� ��?	� $�� ��� "��"��� �$ ���� ���.�

 � -�	��#�* � ��	�� #��	��"���� �$ L (Y, X) �� ��1�� �������� �� �� � ���
�����* �$ ����� 	������� -��"��	��* 	������� $�� H c

Y (X, OX) ��� #���1�#�
�� =�����* 
N�� #��	��� �� �""��	����� �� 	��1�� ��# ������� ��' ��� �������

��� ��/�##�# �� 7������ ��# 2����N� &������4C��/��� �*"� 	�����"���
#��	� �� "�����1� 	����	�������	�

�� &��4$�
�	� 
	 R[F ]�,
�����

8�� R #����� � ������� ��	�� ���������� k4����/�� �$ #�������� n ��# ��� k
��1� "�����1� 	����	�������	 p� =�� �� �#��� I �$ ������ c #����� ��� B�������
R/I /* AP ���� ��� #�������� �$ A �� d = n− c�

��� ?� ������@ 8�� �	��� ��� �� R �:�: ��� ���� ��" ���#��� ��	� �������
�� ��� p�� "�'�� '� #�����# /* F = FR� ��� ����	����# ��" �� X = Spec R
�� #�����# /* ��� ���� ������ F = FX � ��� "���/�	. �$ � R4��#��� M /* F e

�� F e∗M = M e ⊗M '���� M e #������ ��� R − R4/���#��� '��	� ��� ���
������ ��$� R4����	���� '������ ��� ����� R4����	���� �� 1�� F e�

��������� �� �� R[F ]4������ �� �� R4��#��� M �������� '��� �� R4������
��"

ϑ : F ∗M = R1 ⊗M −→M.


$ ϑ �� �� ������"���� ���� (M, ϑ) �� 	����# � �	�� R[F ]4�������

�* �#J�������� ��� ��"� ϑ ∈ Hom(F ∗M, M) ��� �� ���������� 	�����"���
#��	� '��� ��"� FM ∈ Hom(M, F∗M) �:�: FM �����6�� FM (rm) = rpFM (m)�



� �� �������

�����$��� �� R[F ]4��#��� �� ������� /�� � ��#��� �1�� ��� ����	��������1�
����

R[F ] =
R〈F 〉

rpF − Fr
,

'���� F �	�� �� M 1�� FM � ���� ��� 	������* �$ R[F ]4��#���� �� ��� 	����
���* �$ ��$� ��#���� �1�� ���� ���� R[F ]� ��� 	������* ��"��	��� ��� 	������*
�$ ��������	 DR4��#���� �� 	����	�������	 p �� ���� 	������ �� ��� ��������
�� &	����� ��	������ �	�� R[F ]4�������� �* ������� �$ 8*�/�3��. �� ��� ���
$����'��� #�����/�� "��"������>
� 
� �� �� �/����� 	������* 	����# ��#�� .������ ��# 	�.������ �� ��� 	����

���* �$ ���� R[F ]4��#�����
� ��� �/J�	�� ��1� 6���� �������

R�' 
 ��1� ���� ����"��� �$ 6�����* ��������# ���� R[F ]4��#���� ��"�������
���� Hc

I (R) �� ��	� � ��#��� +�� $�	� ��� ��	�� 	��������* ��#���� ���,�
�� R �����$ 1�� ��� ������� ������"���� R1 ⊗R R ∼= R ���#��� r ⊗ t �� rtp

��# 	��1�����* r �� r ⊗ 1� -��	� R �� 6�����* ��������# �����#* �� ��
R4��#��� �� �� 6�����* ��������# �� �� R[F ]4��#����

 � � ��	���3����� Rf �$ R �� �� ������� f ∈ R 1�� ��� ������� ��" R1 ⊗
Rf −→ Rf � ��� ��1���� �� ��� ��" rs−1 �→ sp−1r ⊗ s−1 '��	� �� �� /�
������� �$ �� Vrs−1⊗1W ��.��� �� 	���� ���� �� �� �� ��1����� 71�� ������
Rf �� ��� 6�����* ��������# �� �� R4��#��� �� �� ��������# /* f−1 �� ��
R[F ]4��#���� A��� �/���1� ���� F e(f−1) = f−pe

� ���� Rf �� � 6�����*
��������# ���� R[F ]4��#����

�� ��� ��	�� 	��������* ��#���� Hi
I(R) �$ R '��� ��""��� �� �� �#��� I

	�� /� 	��"���# 1�� ��� ^�	� 	��"��� ����	����# �� ���� ����������
(f1, . . . fr) �$ I� ���� ^�	� 	��"��� 	������ �$ 6���� #���	� ���� �$ Rf N�
+f = "��#�	� �$ ���� fiN�, '��� ��"� ��	���3����� ��"�� ���� �� �� �
	��"��� �$ 6�����* ��������# ���� R[F ]4��#����� -��	� ��� 	������* ��
�/����� +	����# ��#�� ��.��� .������ ������ ��# B��������, �� $����'� ����
Hi

I(R) �� � 6�����* ��������# ���� R[F ]4��#����
!��	��� �� ��� $����'��� 	������	���� �$ L(A, R) +���� ��� �/1���� �?�� �����
���� �$ ��� �/�1�, '��� ��� 	��	�"� �$ � ��	������ �$ � ���� R[F ]4��#���� 
�
�� � $����* ���"�� �#�� ��*��� ���� ��1�� � ��" β : M −→ F ∗M +��� �������
���, ����� �� � ���� R[F ]4��#��� �� ���������� ���� �� 	������	��# �� $����'��
������� ��� =��/����� "�'��� �$ ��� ��" β ���� � #���	� ����� �*����

M
β−−→ F ∗M

F∗β−−−−→ F 2∗M
F 2∗β−−−−→ F 3∗M · · ·

��# #�6�� M �� /� ��� ����� �$ ���� �*����� R��� ���� ���	� F ∗ 	�������
'��� #���	� ������ F ∗M �� ��������* ������"��	 �� M �����$ +����������* ���



����	������� �������� D,������� �� ������ ���	����	����� �

���� ����� �*���� #�6��� /��� M ��# F ∗M , ���� 	������ ��� ����	���� �$

� ���� R[F ]4��#���� �� �� ����"�� 	����#�� ��� ��" β : R
·f−−→ R = F ∗R

��1�� /* �����"��	����� /* f ∈ R ��# 	��	. ���� ��� R[F ]4��#��� ��������#
/* ���� ��" �� Rf �

#�  
	������
	 
% L(A, R) 	 !
��;� ������������

��� 	������	���� �$ L(A, R) ⊆ Hc
I (R) �� /* 6�#��� ��� ��������� �� � ����

R[F ]4��#��� �� J��� #��	��/�#� =�� ���� '� 6��� #��	��/� � ��������� $�� Hc
I (R)

�� $����'�� ������ ���� (R, m) �� 	��"����� ���� ��#��� 	������ � �������
R[F ]4��#��� ����	���� ���� �� � ��"

R1 ⊗R Hd
m(R/I) −→ Hd

m(R/I)

'��	� �� ��#�	�# /* ��� "��J�	���� R/I [pe] −→ R/I ��#�� ��� �#����6	�����
�$ Re ⊗R Hd

m(R/I) '��� Hd
m(R/I [pe])� �� ���� ��" �""�* ��� ������ #�����*

$��	��� ( )∨ = Hom( , ER/m) '���� ER/m �� �� ��J�	��1� ���� �$ ��� ����#��
6��# �$ R� ;�� �/����� � ��"

β : Hd
m(R/I)∨ −→ (R1 ⊗R Hd

m(R/I))∨ = R1 ⊗R Hd
m(R/I)∨

'��	� ��� 	�� ��� �� ��	����� � ���� R[F ]4��#���� R��� ���� /* ��	�� #�����*
Hd

m(R/I)∨ = Extc(R/I, R) ��� ��B���	� #�6���� ���� ���� R[F ]4��#��� ��

Extc(R/I, R) −→ Extc(R/I [p], R) −→ Extc(R/I [p2], R) −→ . . .

'���� ��� ��"� ��� J��� ��� ���� ��#�	�# /* R/I −→ R/I [p] +��� �B���� /��	.���
#����� =��/����� "�'��� �$ ��� �#��� ���� �� ��� �#��� ��������# /* ��� p��
"�'��� �$ ��� �������� �$ I,� ��� ��� ����#��# '�* �� #�6�� Hc

I (R) �� �� ���
����� lim−→Extc(R/In, R)� -��	� ��� =��/����� "�'��� I [pe] �$ I ��� 	�6��� '�����
��� "�'��� In �$ I �� $����'� ���� ��� �/�1� ����� �� J��� Hc

I (R)� -������3���
'� ��1�

Hd
m(A)

( )∨−−−−→ Extc(R/I, R)
F "!&-&%�&�−−−−−−−−→ Hc

I (R)

��# ���� �'� ���" "��	��� �� #�����# /* ( )∨F � 
� ��#�� �� 	������	� L(A, R)
��' '� ��� ��� �������� .��'��#�� �/��� Hd

m(A)� 
� "����	���� '� ��� ���
$����'��� ������ �$ -���� T�,�0U�

���	�� �� Hd
m(A) ��	���	� � �	�"�� ��9���� ������ R[F ]4�� ������; ���

	����  � 0∗ �	� ������ ��� ����� 	������ �$ 3���: 8����������; A = R/I ��
F4�����	�� �� �	� �	�� �� 0∗ = 0:



� �� �������

F �����������* �� ��� 6���� 	����	�������	 ������ �$ ��1��� �������� ������
��������� ��� ��/��#��� 0∗ 	�� /� ��"��	���* #��	��/�# �� 	��������� �$ ���
η ∈ Hd

m(A) ��	� ���� ����� �� c ∈ R +���3���, '��� cF e(η) = 0 $�� ��� e� 0�
R�' �� �� 	���� ��' �� "��	��#� -��	� 0∗ �� ������� ��� B������� Hd

m(A)/0∗

�� ���"�� �� �� R[F ]4��#���� �""�*��� ������ #�����* $����'�# /* ������� ��
��� ��������# ���� R[F ]4��#��� '� ��� ��� $����'��� "�	�����

Hd
m(A)

����

( )∨F
���������� Hc

I (R)

Hd
m(A)/0∗ �������� L (A, R)

S

�� J����$* ���� � 	���$�� ��1���������� �$ ��� $��	��� ( )∨F ��� �� /� ��#���
��.��� 
� ��� 	����� �$ '��	� �� ����� ��� ���� �� �� �� ���	� $��	��� $��� R[F ]4
��#���� �� ���� R[F ]4��#���� '��	� ���#� � ���"�� 	�6���� R[F ]4��#���
+��	� �� Hd

m(A)/0∗, �� � ���"�� 6�����* ��������# ���� R[F ]4��#��� +��	� ��
L(A, R),� 
� ������* ��� �/����� ��� $����'��� ������

���	�� �� ��� �	�"�� ������ �	�� R[F ]4�� ������ �� Hc
I (R) �� ��$�	 ��

L(A, R) = (Hd
m(A)/0∗)∨F .

!�	��"��	���; �� A �� F4�����	��; ���	 Hc
I (R) �� ������ ?�� � �	�� R[F ] ��# ��

� DR4������@: 8����������; Hc
i (R) �� ������ �� �	� �	�� �� 0∗ �� �		��������

 � ���� ����� �� ��� 8�� �	���:


� ��� ������� �/�1� 
 ������# ��� 	��� ���� R �� 	��"����� ��� �������
	��� 	�� /� �/�����# $��� ���� /� � ��#�	���� �������� 4 '��	� �� ��� �������*
��������$��'��# #�� �� ��� $�	� ���� ��� 	��"������ �$ � #����� ����� ��� /�
� #������ ����� ��	���	�� #�?	������ ������ ��� �������/���

(� �!!����
	 �
 �,�	�
	 �

F���� ��� �/�1� ������ ��� �/����� � 	��"���� 	����	����3����� �$ ��� ����
"��	��* �$ Hc

I (R) �� ��� 	��� ���� R/I �� ��� #����������� ���� �� � 6����
	����	�������	 ������ �$ ������� �$ -�I� -���� T�,��U ��# S�.������ TK�4��U�

��	����	� �� 2�� A = R/I  � � �	�4����	���	�� ����� �����	 ���� R �������
�	� F4&	���: ���	 Hc

I (R) �� DR4������ ?�"��$: �	�� R[F e]4������@ �� �	�
�	�� �� A �� �	� ��	��:



����	������� �������� D,������� �� ������ ���	����	����� 	

I�����# ���� $��	��* Hc
I (R) �� ���"�� �$ R/I ��� ���* 	��" ������������� ��#

Hc
I (R) �� ��� ���"�� �$ R/I ��� � ��#��
���� ���� ������ ���� $�� 	��1�� L (A, R) �� #��	��/�# �� ��� ���� '�* ��

"�����1� 	����	�������	 �� �� �� �� 	����	�������	 3��� �� ����'��� ������#����

� ������ #��������� ��� ��"�	�� ���� L (A, R) /���1�� �����6	����* #�<�����
#�"��#��� �� ��� 	����	�������	�

=�� ����"�� 	����#�� ��� �#��� I = (xy − zw) ⊆ R = k[x, y, z, w]� ����
A = R/I �� ��� 	���#����� ���� �$ ��� 	��� �1�� P1×P1 '��� ��� ���* ��������
"���� /���� ��� 1������ ��� ��	���3����� �$ A �� ��� 1����� �� F4���������
�����$��� ��� ������� �/�1� ���' ���� H1

I (R) �� ���"�� �� � DR4��#��� ��
6���� 	����	�������	� R�1��������� �� 	����	�������	 3��� ��� ��#��� H1

I (R) ��
��� DR4���"�� ���	� ��� ����������-��� "��*������ �$ xy− zw �� (s−1)(s−2)
��# �����$��� ��� �� �������� 3��� �$ ���� ���� −1� ���� ���'� ���� ��� DR4
��/��#��� ��������# /* (xy − zw)−1 ∈ H1

I (R) #��� ��� 	������ (xy − zw)−2�
�����$��� Hc

I (R) ��� � "��"�� DR4��/��#��� ��# �� �����$��� ��� DR4���"���

+� ',���
	91�	  
����!
	��	��

=�����* ��� �� "���� ��� ���� ��� ��"��	����� �$ ��� DX4��#��� ����	�
���� /* � ���� OX [F ]4����	���� �� ��� ���#* �$ L (Y, X) ���/��� ��� �� "��	�
L (Y, X) �� 6���� 	����	�������	 �� ��� 	������ �$ � &������4C��/��� �*"� 	���
���"��#��	�� ���� ��	� � 	�����"��#��	� ������ �� ��	��� '��. �$ 7������ ��#
2���� T'1��" '1��U '���� �� �B��1����	� +�� ��� ��1�� �$ #���1�# 	���������,
�$ ��� 	������* �$ 6�����* ��������# ���� OX [F ]4��#���� ��# ��� 	������*
�$ 	������	��/�� Fp4����1�� +�� ��� M���� ����, �� #�1���"�#� H����� ���� 	���
���"��#��	� ��� ���"�� ���� OX [F ]4��#��� L (Y, X) 	������	��# ���� #���
��#��# 	�����"��# �� 	������ ��##�� ���������� �� ��� 	������	��/�� Fp4�����

=�� 3��� 	����	�������	 ��� &������4C��/��� 	�����"��#��	� ������� �����
����	 DX4��#���� �� 	������	��/�� ����1�� �$ C41�	����"�	�� /* ����� �$ �
1��� ��������3����� �$ #� &��� �����* �:�: �� �� ��������1��* ��"�����	�� �����*
'��� 	��������* ��1��� �� #������ 0, . . . , 2d '��� d ��� #���������


� "�����1� 	����	�������	 ��� 7�������2���� 	�����"��#��	� ������� 6�����*
��������# ���� OX [F ]4��#���� �� 	������	��/�� Fpe

4����1�� �� X
� 1����* ����
�����3��� ������-	���*�� �����* '��	� ���������* �� � 	������� �����* ��# ���
	�����"��#��� 	��������* ����1�� ��1� �� #��������� �" �� d+1 +1�� ��� ������
-	������ ��B���	�,�

���� ��������� �� ��� ����"�� �$ 	��1�� �/�1� ���� ��1�� ���� ���� '�*
'� ��1� ��������� /��'��� 	����	�������	 3��� ��# "�����1� 	����	�������	 ���*
�� #�������� ���� ��	���� #��������� #_� �� ��� ���* 	��� '���� 2d = d + 1�
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!�F.�% ��%.� �������� &�� '����(��� ' F�J�)���H��J�� ���B������ ��) �����
���� � ������ ������	 ����	 �� +�/.�-� ��1 �� �.�':�,1

!��,�% �� ���!��� ' ;�� D���)��� ��������� �� R[F ]���)����� 3����	 ����	
����	 
�	 ��� +*,,�-� ��1 :� �0:�'�00. +���������-1

!#F//% �� ������ & �� '��� ' =�����'2�9��� ������(��)���� ��� ��� F �
�� �����1 
� �///� �� �((���1

!#F,,% � =�����'2�9��� ������(��)���� ��� ��� F ��� �����1 

� *,,,� �
(��(������1

!H �/�% /� .��9�$�� ' F ���)����5 �((������� �� ����� ��������� ��) D�
��)���� � ������������ p > 0� �	 !���� ��"�#	 ����	 �
� +�//�-� 0�'��,1

!$�..% �� &� ����� ' ;�� ��(�� D���)��� ��������) �� ��� ���������� ������� 
���(��� ��� � ����� �� (���� ������� �	 &��� ����	 ��"���� �� +�/..-� ��1 ��
*.�'*/:1

!$�/�% '� �� ����� ' F �������� ���� ���� ������� ����������� ����	 �	 ����	
��
 +�//�-� ��1 �� ��/'�.,1

!��.�% '� ,���� ' 
���������� ������� D���)��� �� ����� ���(���� ��������
���� <�� ������) ����������� ������	 ����	 �� +�/.�-� ��1 �� �,�'��:1

!?�	/.% �� ��������� ' =��)��� ��) )V������� �(������� �� �������� ���� ����	
�	 
� +�//.-� ��1 *� �,�'�:�1
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�� ����� �� **	���
��������� ��������� �������

����.��	� ����� ,�� ����	���
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�� ��%<*
���������	�
������ ��� ��������	� ���������� �� K������ ����� ������ 
������ � ���������	��
����	����

�������� � =!� � � �!��� ������ �� 7��� $��4 $�! 8�3� ����!���� ��� 8� '���� � $!�!
$� ��� � "�� �& �;������ ������ � ��(��� &��" "� �� � �� # �����!"� �� � ��(��� �#� ���
���� � ������ 4�� �& ������

�� &��4$�
�	�

���	� ��# 2`ab +T&1�(U T&�
�0U, ��1� � /�����$�� 	��#�#��� $�� ��� 	����
���* �$ ����# ���� ����1�� �1�� � 6��# F �� ����� �$ ����/���	 	*	���� ���� "���
	����* ���* 6��� "������# ��� #�<�������� ���#�# ����/�� ����	���� �� ���	�N�
�������� 	*	�� 	��"��� T&�
��U �� � C�"$ ����/�� 1�� ��� /�� 	������	���� ��#
���� ���. ��� ��#�	��"���/��� �� ��� 3����� 	��������*� ��� ��������� �/J�	�
��� ��� ����	���� �$ � 	�8�� ����/�� ��# ��� 	���"������������ �����# ��	������
��� ����# ���� ����1�� �1�� F �

<���"(�� �+�!� �����



��� �� �����


� ��#�� �� ��1� �1�#��	� ���� ���� 	������	���� *���#� � ���# 	��#�#���
$�� � 	������* �� �/�1� ���* '��� �$ 	����� �/����# �� ���' ���* �$ ��� ���
"�	��# "��"������ ���� ��� #����#�� �� /���	 "��"������ ��� ���#� �����3�����
$��	���� ���� ��� 	������* �$ ����# C�#�� ����	����� ��# ��� ��� �$ M���� ��"�
������������� ���� ��B��������� ��1� �����#* /��� ��� �� ���	� ��# 2`abN�
������� '��. ��# $���������� ���* ���'�# ���� ��� 	�� ����/�� �� ����� 	����
���* � 	���� �$ V���#����*W �/J�	�� '��	� /���1� ���	��* �� ��� ��B����# $���
"��*��������� ����1���

R�' �������� ��� "��*��������� ����1�� ��� �����#* ��"�	��# �� V#���	�W
� ��� �$ ����	���� +��.� ��� V����1�	 	��������*W, �� ���� ��1�����# 	������*
���* #� ��� ��1� ��� 	��"���� ����1�	 "�	����� 
� �� 	��	�"�����* ��	� ����
�����$�	���*���# "������/�* ��1�� � "�	���� '��	� �� ��	� 	����� �� /����
	��"������� ��.� ��� "���� �$ 1��' �$ ��������� ��# ���	����1 +�� '��	� ���*
"�������� � V����1�	 8�� ����/�� �1�� � 6��#W, ��# �� 	����#�� ����1�� ����	��#
�� �������� "��*���������� +��� T�
	U $�� � '����� �$ ��$�������� �� ����,
'���� ��� ������ 	�� /� #�6��# 1�� �� �������# ��������� ����� ��������� $���
#�6�����* � ������ 	���� �$ �/J�	�� ���� ��� 	�����	�� "��*����������> '���� �� ��
.��'� ���� ��� �������# ��������� +�$ � 	������ �*"�, ��� ��"�����/�� /* �����"��
"��*���������� ��� 	�����"��#��� ��������� $�� ��� ����� "��*���������� ���
�� �� '����.��'�������#* '���� �� #����� %�

�� )������


� �* ���. 
 �������# � ������ ���"�� 	��/��������� ��	�"� ����� �����# �����
'��� #�	�������� /* '��	� ��� 	�� 	������	� ����/���	 	*	��� �� ��� ���	��2��3
	������* 	�����"��#��� �� �����"�� "��*����������� 
� $�	� ��� 	�� #�6�� �
#�<�������� ���#�# ����/�� +5��, �� ����� ����� ��# ��� �/����� � ��" �$
5��N� $��� +"��*������� ��, ����� �� ����/���	 	*	���� ���� ��" 	�� �	�����*
/� ��$��# �� � ��" �$ ��� 	�����"��#��� V/�� 	������	��#W C�"$ ����/���� H�
�����. ���� ����� ����� ��� 	�����* ������# �� '��. �$ ���	����1P �� ��� ���
���# ���* ��� 1��* �������	��� �$ ��� +���������#, ����� ���# �� T�
	��U ��#
�� ��� ����� ���# ���* ��� ������# �� ��� #���#��� 8�� ����/�� T�
	��U�

��� �	���� 	����	���� �� �����"�� "��*���������� ������ $��� ����	������ ��
�������� �� ��� ����	����# ����/���	 	*	�� '��	� ����� ��� �� /� "��	����* ���
#�6���� �������� �$ �����"�� "��*����������� ���� �������� 	���� �/��� '���
'� ��#�$* +��# 	�� �����, ��� �����# ���# /* ���	� ��# 2`ab $�� ��� C�#��
�����3����� �$ ����� ����/���	 	*	����



�����	��� ������ ���

#� '<�,!��@ ��� �
���� �
$����,

H� ���������� ��� �/�1� ���������� �� ��� ���"���� ����"�� ��� ���	����#
#��/�� ���������� 8�� F ⊂ C /� � 6��#� ������ ��1� � "��������3�# ����/���	
	*	�� 	�����"��#��� �� ��� #���������� Li2(a), a ∈ F  /* ��� ����� �$ ��� ��"

ϕa : P1
F −→ (P1

F \ {1})3 ,

t �→
(
t, 1− t, 1− a

t

)
,

'���� /���#��* �� ��� ����	����# 	*	�� 	��"��� 	������� �$ ��� ������ ����

(a, 1− a) ∈ (P1
F \ {1})2 .

���� ���� �� �������	��� �$ ��� #�<�������� $�� dLi2(a) = Li1(a) dLi1(a)� H�
#����� ��� ����� �$ ϕa /* [t, 1 − t, 1 − a/t]� 
� � ������� '�* '� 	����#�� ���

"��������3�# 	*	�� +'��� "�������� t,

Ca,b :=
[
1− t, 1− ab

t
, 1− b

t

]
,

'���� /���#��* 	������� �$ ����� ����� +��	� ��� ��1�� � "���� �� (P1
F \ {1})2,

+�,
[
1− ab, 1− b

]− [
1− ab, 1− 1

a

]
+

[
1− b, 1− a

]
.

H� 	���� ���� �� 	�����"��#� �� ��� ��� �� ���������

Li1,1(a, b) =
∑

0<m<n

am

m

bn

n
(|a|, |b| < 1, a, b ∈ C),

��# ��� /���#��* ����� �� +�, ��� �������	��� �$ ��� #�<�������� �$ Li1,1(a, b)
'��	� �� ��1�� /*

dLi1,1(a, b) = Li1(b) dLi1(a)− Li1(ab) dLi1(
1
a
) + Li1(ab) dLi1(b) .

���� $������ "��1�#�� 6��� �1�#��	� ���� Ca,b �����# "��* ��� ���� �$ ��� #��/��
����������

��� '����.��'� �#�����* �������� ��� #��/�� ��������� ��# ��� #����������

Li1,1(x, y) = Li2

( 1− x

1− y−1

)
− Li2

( 1
1− y−1

)
− Li2(xy) ,

$���# /* ���	����1 ��# E����� ���#� $�� ��� 	�����"��#��� ����/���	 	*	���
Cx,y C(1−x)/(1−y−1) ��	� �/�1� +�� ����� V�" �� ��'�� ��#�� �����W ��# V��#���
/���#�����W,� ���� �##� �1�� ���� �1�#��	� ���� Ca,b �����# /� 	����#���# ��
� 	*	�� ��"��������� ��� #��/�� ����������



��� �� �����

��� ����	����� ���������* �$ ��� #�<�������� �$ Li1,1(a, b) ��# �$ Ca,b �������
� 	����� 	��/��������� ����	���� '��	� 	�� /� ����/���# �� "���� ���1�����
�����> � 	���#����� 1 − x

y �$ Ca,b ��* �� ��	�#�# /* � #���	��# �#�� '���
1����	�� #�	�����# /* x ��# y '��� x, y ∈ {1, t, ab, b} �� ��� ����	� ��# ��#
���"�	��1��*� ��� ���� τ(a, b) 	�����"��#��� �� Ca,b 	�� /� #��'� �� $����'�
+'� ����. �$ ��� �#�� ��#����� �� ��1�� �� 	������	��	.'��� #���	���� ��������
$��� ��� ���� �#�� '���� ��� ���� 1����� �� ��	��	��#,>

τ(a, b) =

•��������

••

•�������

•�������
••

1

abb

t

H� 	��� ��	� ����� ���� "�����# "���� ����� '��� � ��" $��� ��� ��������
1����	�� ���� � ��� R $�� ����� R����� ������ H� ��1� #�6��# �� T��7�U �
#�<�������� �� ��� $��� ���#�#�	��������1� ����/�� ��������# /* R�#�	� ������
��� #�<�������� $�� ��	� � ���� 	������� �$ � ��� �1�� ��� �#��� �$ ��� ���� �$
	�����	����� �$ ��� ���� ����� �� �#�� '��� ��� 	����	� ����� ��� ������ �$ �
	�����	���� ���# ��� /� � ����> �$ ��� �#�� �� �������� ���� '� ��� � ��������
�� ��	� ����� '���� 	������ ����	����� ��� ��������#� �� �� ����"�� '� �/����
$�� ��� #�<�������� �$ τ(a, b) '���� R = F×������ ��� '�#�� �������� ��
��#�	��� ����	��������1��*���� ��"�������

•��������

•

1

ab

∧
•��������

••

1

b

−
•��������

••

1

ab

∧
•��������

••

ab

b

+
•��������

••

1

b

∧
•��������

••

b

ab

'���� ����� 	�����"��# "��	����* �� ��� ����� ����� �� +�,�

;�� �$ ��� ���� ������� �� ��� $����'���>

���	�� 
� 2�� F  � � &���: ����� �� � ��� �� ��C���	���� ������ ���� ���
���� ��� ���� �� ��	������  � ��	���� F×����� ����� �� ��� �	� �	 ���� ����
������ �$�� F :

C��� � ���� �� 	����# ��	���� �$ ��� ��� #�	�������� �$ ��� �������� �#��� ���
�������* #�<������



�����	��� ������ ���

!�		����	� ��� ���� ���� ����� Ca,b �� �	 �������� �	������: ��� ���� ������
'�* '� 	�� ����. �$ ��� �/�1� 	*	�� Ca,b �� ��� 	*	�� 1������ �$ ��� #��/��
��������� �� ������� ��� ����	����# "����# ��������� ����� �� �� �������# #�<���
������ ���#�# ����/�� /���# �� 	*	��� '��� /��� ����/���	 ��# ���� "���������
�� '��	� '� 	�� '���� Ca,b �� � /���#��* �$ ������� 	*	�� βa,b ��*� +���� "���
	����* ���� �� ���* ���� ��#��� #�	��"���/�� 	*	��� ��# ��� ���#� �� �""�* ���
/�� 	������	���� �� '��	� ��� ����	����# V/�� 1������W �$ Ca,b 	�� /� /���#�#
V�� ��� ����W ���� '���� '� ��� ��� '��.��� ��#��� #�	��"���/�� 	*	����, 
$
'� ��������� βa,b ������� ��� ����#��# 1����� $��� $�� ��� ��/���� �"�	� ����
�$ ��� ����� ��1� 3��� '���� ��� ���* ���� '��� "����* ���� "��������� ��1��
��� �������# �������� ∫

0�x1�x2�1

dx1

x1 − (ab)−1
∧ dx2

x2 − b−1
,

'��	� �� ������� ���� ���� ��� �������� ��"������� $�� Li1,1(a, b)�

5����� �����: � ������� #��	��"���� �� � $����� ��� �$ ���1����� ����� '��� �
6��# #�	������� �� ��� �������� 1����	�� 	�� /� ��1�� $�� ��� �����"�� ���������
Li1,...,1(a1, . . . , am) �� �������� 
$ ��� '���� �� �����# �� $������ �� �����"��
�������������� +���� '���� ��� ��#�	�� �� Li∗ ��� ������� ���/���, ���� �� ��
�""��"����� �� �����#�	� ����� '��� �'� �*"�� �$ �#����

=�� � ������ �����#�	���� �� ��� �������� 
 ��$�� �� ��� ���� T��7�U '����
��� V����W 1������ �� �� T��7�U� R��� ���� ��� ����� ��1�� ���� ��� �������*
#�<����� $��� ��� ���� �� ����� "�"���> $�� 	��"������ '��� ��� �������# ���
������� ����� �� �� ���� 	��1������ �� #��' ����� �"��#� #�'� '��� ��1����#
#�	���������

)�%���	���

!�F/:% �� ���!� & �� ':;< ' ���) ;��� ������� ���	 � ����	 '() ��� +�//:-�
��1 �� ���'0,�1

!���.0% �� ���!� ' 6���9��� � ���� ��) ����� K������ � � �	 �� ����	 �� +�/.0-�
��1 �� *0�'�,:1

!���/�% � H������� �� ���) ������� 6���9��� ������� W$���� "��J �//��
����1 $ �(��1 ���� ����1� ���1 0*� 6���1 ����1 $��1� ����)����� =
� �//��
�*/'��/1

!��H�% �� /�)�	 �� �� /�!����� & �� .��� ' ����(�� ���������� �����
9��� � ���� ��) ������ � (��(������1

!��H9% � ����(�� ���������� �����) ����� ��) ����9��� � ����� � (��(����
���1



��� �� �����

!���% �� �� /�!����� ' ����(�� (�� ��������� ��) ���) ;��� �������
��#��&����������� �)*1

!���//% � ����� ����(�� ������� �� ��)���� �������
��) ���(��� �///� ;��	 �� ��� 6�9��������� �����
���	&�������	��
����	����������	��	�����	��	���������1

!���,�% � ;�� )��)��� H� ����9��� ��) ����� � ������� �� π
(l)
1 (P1 −

({0,∞} ∪ µN ))� ���� ����	 �	 ��� +*,,�-� ��1 �� �/�':.�1



����������	��� 
������� ��������

��� ������	
�� ����� �� ��1	���
��������� ��������� �������

.��
���	� �, ��.	
5���� ��,�����	�


����

�� !��� �
������������� 
������� #��������1 0*� :.�:/ �������� ������ 
������ � ���������������
����������

�������� � =!� ��&��"���� ����� �& � &��"� �����"������ ����� �& !��!� n ���������
�� �%��� ��$�� �& �������  # D�� � �������� $!�! ��� ��%��� (# �!� ������ ����� �& �!�
������� ��&��"����� 3# �!� $��4 �& :���� ��� =�# ��� ��� 4��$� �!�� �!� �������  "�
�& �!� ������������ l���� ��!�"� ��# ������ ��� -�� '��� ���� ��� E��2����'��� ����
��������������� � �!� "�� � ������� �� ����# ������ 2������"���� ��� ������ � $!�!
�!��� D�� � �������� ��� ����� # ��������� ��� $!�! ����� �� ���������� �!� ��!�"� ��#
������ ������ �!� "�� � �������

�� �	��
����
	@ ��	���� !�
$��, �	� ,�	 !�
���,�

��� ������� "������ �� �� "��1� ���� ��� l��#�	 M���� 	��������* �$ 	������
#�$�������� �"�	�� �$ p�#�1���/�� ����"� +�� ��� ����� �$ &�"�"��� ��# E��. 	$�
T)H��U, �B��""�# '��� � ��1�� ����	���� �����3�� 8������#� 	�����"��#��	���
-�	� � ��'�� �$ #�$�������� �"�	�� +��#���# /* ��� ��1�� ����	����, �� �B��""�#
'��� �� �	���� �$ �'� p��#�	 ����"� G ��# J  ��# �� ��� 	��������* ����� ��
���� �� �	���� �$ ��� H��� ����" WF �$ ��� ��	�� ������	����#��� /��� 6��# F �

F���"(�� ���� �����



��� �� ��	����

��� ��"�	��# 8������#� 	�����"��#��	�� /��'��� ��� ��"������������ �$ �����
����� ����"� �����3�# �� ��� 	��������* ��* /� ��"�����# ��$������* /* ���
$����'��� �*"� �$ �#�����*

lim
−→
K

H∗
c (MK ⊗ F̄∧, Ql)cusp ” = ”

⊕
π ⊗ ρ⊗ σ ,

'���� π +���"� ρ ���"� σ, �� � ��"����������� �$ G +���"� J  ���"� WF ,
�	� ��	� � ������ "��#�	� �		��� �$ ��# ���* �$ ��� ��"������������ ��� ������#
/* 8������#� 	�����"��#��	��> ρ = L (π) σ = L (π)� ��� ����� �� ��.�� �1��
	��"�	���"�� ��/����"� K ⊂ G ��# MK �� ��� �"�	� "��������3��� #�$�����
����� '��� � ��1�� ����	���� �$ �*"� K�


� ��� $����'��� '� '��� �� $�	�� �� ��� �"�	��� 	��� �����* ��� #�$���
������ �"�	�� �$ ����#���������� $����� o���#���� �$ 6���� ������ n '����
o = oF �� ��� ���� �$ �������� �� F �

=�� n = 1 ��� 	������	����� ��# ���������� ��� � ��$���������� �$ 8�/�������
�����* ���� ��"��	�� ��	�� 	���� 6��# �����*�

��� 6��� 	��� �����* ��1��1��� �������* �� '��� n �� �B��� �� �'�� ��# ����
��� ����"�� '��	� �� /��� .��'� �� ��� 	��� '���� F = Qp '��	� �� �B��1�����
�� ���#* #�$��������� �$ � ��"���������� ����"��	 	��1� �� 	����	�������	 p� =��
�� ������� N > 3 '��	� �� "���� �� p 	����#�� ��� ��#���� 	��1� X(Npm)
"��������3��� ����"��	 	��1�� �B��""�# '��� � 5���$��# /���� $�� ��� ����" �$
Npm�������� "������ ����� �� � �"�	���������� ��">

sp : X(Npm)rig
Qp
→ X(Npm)Fp

$��� ��� ����	����# ����# �"�	� �� ��� �"�	��� 6/�� ��# ��� �"�	� Mm =
MKm �� ��� �� ���� 	���� ������� �$ � ��"���������� "���� �� ��� �"�	��� 6/��>

Mm = sp−1(supersingular point) .

!����� /�	. �� ��� ������� "������ '� '��� �� "���� ��� ���� '� �����*
#��� '��� ��� 	�����"��#��	� /��'��� ��"������������ �$ ��� p��#�	 ����"� G
��# J �

F����
	> H��� �����#� #� '� �����# �� ��� �� "��1� ���� ��� 	��������*
�����3�� ��� 	�����"��#��	� /��'��� ��"������������ �$ G ��# JK



������	��� �� �����"���� ����	������ ������ ��	

�	�*��> ���	� $������� �$ 8�$�	���3�9��#��� �*"� ��# 6��# "���� $��������

��� 8�$�	���3 ���	� $������ �����# ��"���� ��� ���	� �$ �� ��#����"����
�� ��� 	��������* �� ����� �$ 6��# "������ H��� ��.�� ��� ��������� #�?	���
�� ��� 	��� �� ���� ��� �"�	�� MK ��� �� ������� 	�� ������� +�� ��* �����/��
�����, ��# ���� �����$��� ��� ��� �� ��.� ���� �		���� ��� �""�����	� �$ �
 ��	���� ����� &����� ���* 	����#�������� ���' ���� ��	� � /���#��* ����
'��� ��#��# �""���� -� '� ��1� �� ����� ��� $����'��� "��/����>

• �� #�6�� ���  ��	���� ���� ��������	���* ��# �� ���' ���� ���� #�����/�����
�� ���������� �� ��� 	��"�#�� �"�	�����
• �� 	��"��� ��� ���/�� �$ 6��# "����� $�� ��?	�����* ���* ��#�����

"����� ��# �� ���' ���� ���� ��"���� ��#��# ���� ��� 	�����"��#��	� �� �����3�#
�� ��� 	��������*�

��� �""���	� �� ���� "��/��� 1�� � 8�$�	���3 ���	� $������ '�� 	�����# ���
�� � #�<����� 	��� /* =������� 	$� T5���(U� C�'�1�� $�� ��� 	�1������ �$ ���
5���$��# �*������	 �"�	�� 	����#���# /* =������� �� �����# ��� ���� ��� 	��
������	� �� ��#����"����� '��	� #� ��� ��1� 6��# "����� �� ��6���*� ���� ����
"��6�# ��� ��������� �$ ���� 	��� 	����#���/�*� 
� ��� 	��� ���#��# ���� ���
/���#��* ���� �� �� ������� ��� 3��� ��# �� �� ���� ��"�	� '��	� "������� �
��1���*�

�� ��� �!���� Mm

8�� X /� � ����#���������� $����� ����" �1�� F̄q ���� �� �B��""�# '��� ��
�	���� �$ o ���� '� ������ ��1�� � �������"���� o→ EndF̄(X) ��	� ���� ���
�	���� �$ o �� ��� ������� �"�	� �� ��1�� /* ��� ��#�	���� ��" o → Fq ⊂ F̄�
-�	� �� �/J�	� �� 	����# � ������ o������� �1�� F� �����1�� '� ������ ����
X �� �$ F ������� n ������� ���� ��� .����� �$ �����"��	����� /* � �� � 6����
����" �	���� �$ ���. qn �1�� F�


� �� .��'� ���� $�� ��	� n ∈ Z>0 ����� ������ � $����� o���#��� �$ F �������
n �1�� F ��# ���� �� �� ���B�� �" �� ������"���� T3�0(U I��"� ��( ����

8�� C /� ��� 	������* �$ 	��"���� ��	�� ���������� ônr�����/��� '��� ����#��
6��# F� =�� m ∈ Z≥0 ��# h ∈ Z '� 	����#�� ��� $��	��� M

(h)
m �$ #�$���������

�$ X �� ����/��� �� C  '��	� ��� �B��""�# '��� � B�����������* �$ ������ h ��



��
 �� ��	����

��� �"�	��� 6/�� ��# '��� � 5���$��# ��1���m�����	����� �* 5���$��# T3�0(U
I��"� %�� ���� $��	��� �� ��"�������/�� /* � ������� ��	�� ���� R

(h)
m  '��	� �� �

6���� L�� ����/�� �1�� ônr[[u1, . . . , un−1]] '��	� �����$ ��"������� M
(h)
0 � H� "��

M (h)
m = Spa(R(h)

m , R(h)
m )− V (�)

��#

Mm =
∐
h

M (h)
m .

����� ���� ������ '��� �����#�	�# ��# ���#��# /* &� C�/�� '�� ���� #��
6��# M���� 	��������* $�� ��	� �"�	�� 	$� T�����U�

��� ����" �$ B�������������� �$ X �� �B��� �� ��� ����" B× �$ ����� �$
� 	������ #�1����� ����/�� �1�� F '��� ��1������ 1

n � ����� �� �� �	���� �$
GLn(o) × B× �� ��� �"�	�� Mm ��# ���� �	���� �����#� �� �� �	���� �$ ���
����" GLn(F )×B× �� ��� 	��������* ����"�

H∗
c = lim

−→
m

H∗
c (Mm ⊗ F̄∧, Ql) .

#� ��� 8��D���97�	$��	�� �
����!
	��	��

8�� π /� � ��"��	��"�#�� ��"����������� �$ G = GLn(F )� 
� �� .��'� ����
π �� ��#�	�# $��� � +6�����#����������, ����#�	�/�� ��"����������� λ �$ ����
�"�� ��/����" Kπ ⊂ G ���� 	������� ��# �� 	��"�	� ��#��� ��� 	����� �$ G�
C��	� '� ��* '����

π = c�IndG
Kπ

(λ) .

��� 	����	��� �$ π �� � ��	���* 	������� $��	���� �� ��� ��� �$ ����"��	 �������
�������� �� G +���� ����� '���� 	����	�������	 "��*������ �� ��"���/�� ��#
����#�	�/��, ��# $�� ��	� �� ������� g ∈ G '� ��1�

χπ(g) =
∑

g′ ∈ G/Kπ

(g′)−1gg′ ∈ Kπ

χλ((g′)−1gg′) .

=�� π �� �/�1� ��� ��"����������� ρ = J L (π) �� 	����	����3�# /* ���
$����'��� �#�����*� 8�� g ∈ G ��# b ∈ B× /� ������� ����"��	 �������� '��� ���
���� 	����	�������	 "��*������� ���� ��� $����'��� 	����	��� �������� ���#�



������	��� �� �����"���� ����	������ ������ ��

χρ(b) = (−1)n−1 · χπ(g) .


� ��� $����'��� '� ������ $�� ���"��	��* ���� Kπ = �ZGLn(o) ���� λ(�) =
id ��# ���� ��� ������	���� �$ λ �� Km = 1 + �mMn(o) �� ���1����

H� "�� V (π) = HomG(H∗
c , π) ��# Γ = GLn(o/�m)� H� 6� � ������� ����"��	

������� b ∈ B×� ���� �� �� ���* �� ��� ����

tr(b |V (π)) =
1

#Γ

∑
γ∈Γ

tr((γ, b−1) |H∗
c (Mm/�Z)) · χλ(γ−1) .

���	�� 
 ������ %
�,�����

tr((γ, b−1) |H∗
c (Mm/�Z)) = #Fix((γ, b−1) |Mm/�Z) + βm(γ, b−1) ,

����� βm(γ, b−1) ��� ��� �������� ����∑
γ∈Γ

βm(γ, b−1) · χλ(γ−1) = 0 .

���	�� � �5<�� !
	� %
�,����� 2�� gb  � �	 ��� ��	1����� ����� ������
���	��	� �� b: ���	

Fix((γ, b−1) |Mm/�Z) = n ·#{g ∈ G/�ZKm | g−1gbg = γ−1} .

���	�� � �8��D���97�	$��	�� �
����!
	��	���

V (π) = (−1)n−1 · n ·J L (π) .

���� $����'� �����* $��� ��� "��1���� �������� ��# �� ��"�����# �� #����� ��
T����U� �� �����#* "�����# ��� �/�1� ��� ���� "��/��� �� "��1��� � ���	�
$������ �� ��� $�	� ���� ��� �"�	�� M

(h)
m ��� ��� 	��"�	�� H� '��� �.��	�

/���' ��' �� 	��"�	��$* ���� �����/* ��.��� �����"����� ��� ������ �$ ���
/���#��* �����



��� �� ��	����

(�  
,!���>���
	� �	� �
�	�����

=��� ��' �� '� #��" ��� �""�� ��#�� �$ ��� �"�	�� M
(h)
m ��# #����� /* Mm

��� �"�	� ���� '�� "��1�����* #�����# /* M
(0)
m � ��� ���� 	��1������ �""����

�� ��� 	�����"��#��� $����� �	������

5����� /* Xuniv ��� ���1����� $����� o���#��� �1�� M0 ��# $�� ��* m ≥ 1
���

ϕuniv
m : (�−mo/o)n → Xuniv [�m]

/� ��� ���1����� ��1���m�����	���� �� Mm�

=�� ��* m ≥ 0 '� 	����#�� ��� �#�	 �"�	��

Mm = d(Mm) = Spa(Rm, Rm)− V (mRm) .

R��� '� ��� ����� �� ������$* ��� �"�	�� Mm �� ���� Mm �� ��� ���B�� �"��
��������

R��� ���� Xuniv ��#�	�� � ��#�1���/�� o���#��� �� M0 '��	� '� #����� /*
Xuniv [�∞]� =�� h = 0, . . . , n − 1 ��� ∂hM0 /� ��� ��/��� �$ "����� x ∈ Mm

��	� ���� ��� 	����	��# "��� �$ (Xuniv ⊗ κ(x))[�∞] ��� F ������� h� ;�� ���
M0 = ∂0M0� =�� � #���	� ������# A � (�−mo/o)n ��� ∂AMm /� ��� ��/���
�$ "����� x ∈Mm ��	� ����

ker(ϕuniv
m : (�−mo/o)n → (Xuniv ⊗ κ(x))[�m]) = A .

��� $����'��� ������� �������3�� ��� "��"������ �$ ����� 	��"�	��6	�������
=�� ���� #������ ��# 	���������	�� 	����B���	�� ��� T����U�

���	�� ��
�@ )	� ��	 ������ � ������� ������ �� ���������� � = u0, u1, . . . , un−1

��� ��� ����� �������� ��	� R0 ����� �������	�� ��� ��	���� M0; �� ���� ���
�������������	  � � �	 ��� �	�$����� ������ o������� �� ��$�	  � � ����� ������
?�	 � $���� �� T @ �� ��� ����

�T + u1T
q + u2T

q2
+ . . . + un−1T

qn−1
+ T qn

+ . . . .

��@ 8�� �	� h = 0, . . . , n − 1 ��� ����� ∂hM0 ������� ��� ��������� �� �	
�	������ ���� ����� ���������� ��

Spa(R0/(u0, . . . , uh−1), R0/(u0, . . . , uh−1))− V (uh) .



������	��� �� �����"���� ����	������ ������ ���

���@ 2�� m ≥ 1 �	� ��	���  � Rm ��� ��	� �������	��	� ��� ��	���� Mm: 2��

ϕuniv
m : (�−mo/o)n → mRm

 � ��� �	�$����� ��$���m����������: (�	���  � e1, . . . , en ��� ��	�	����  ����
�� on: ���	 ��� �����	��

ϕuniv
m (�−me1), . . . , ϕuniv

m (�−men)
���� � ������� ������ �� ���������� �� Rm:

�$@ 8�� �	� m ≥ 1 �	� �	� ������ �����	� A � (�−mo/o)n �� ��	
 h
?�$�� o/(�m)@ ��� ����� ∂AMm ������� ��� ��������� �� �	 �	������ ���� �����
���������� ��

Spa(Rm/aA, Rm/aA)− ∪A′�AV (aA′) ,

����� A′ ⊂ (�−mo/o)n ��	� ������� ��� ������ �����	�� �� (�−mo/o)n

�������� ��	���	�	� A; �	� aA �� ��� ����� �� Rm ��	������  � ��� ϕuniv
m (a) ���

a ∈ A ?���� ��� A′@:

$@ ��� ������� �� ∂AMm �� ��� ��� �� ��� ���	�� x ∈Mm ���� ����

ker(ϕuniv
m : (�−mo/o)n → (Xuniv ⊗ κ(x))[�m])

��	���	� A: )	� ���

∂AMm � Spa(Rm/aA, Rm/aA)a .

)�%���	���

!K��:% ,� /� +��"��′� ' #��(�� ��)����� ���	 
�	 '-	
	) 
������ +�/�:-�
�/:'0*�� 0�01

!L��/:% /� -����)� ' ;�� ����� ������� ��) K�����′)D� �((�� ����(����� ����
����	 �	 	� +�//:-� ��1 *� :0�':.�1

!2�9/0% 
� ��9�� ' %���� ����"� � ��"� �������� ��������� �� � �� �������
6�(���� �� ����������� #�,� L��)�1 ��<�� & $���� ��������<��� �//01

!=S/0% �� 
�1�1��� & �� 8�� ' &��� ������ �� p� �������� "����� 6����� ��
���������� $��)��� ���1 �:�� �������� G������ ������ ��������� >N�
�//01

!$���% �� �����!� ' ����)���� �� H�9��;��� )��������� �(����� � (��(����
���1

!$��9% � @� ��� N��C����H������)� ������(��)���� �� ��� ��������� ��
��� H�9��;��� )��������� ��<��� �� �((��� � ���4���2��1
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����1�	 C�#�� �����* �� 	��	����# '��� ��� �����"�������� �$ "���	�"��� ��#
	������	����� $��� C�#�� �����* �� ��� ����1�	 '���#� 
� ���� ���� '� '���
������� � ������ �"�	��� 	������	���� $��� C�#�� �����* �� 	����# ����� C�#��
����	����� ��# ���� �.��	� ��� ����1�	 ��1�������� �� '��	� �� ������ �$ ����
	������	���� 	�� /� 	�����# �1���


� ��� 6��� "��� '� '��� ��"���� ��� "��� C�#�� ����	���� �� H1 �$ � ������
"��J�	��1� 	��1� �1�� � 6��# �$ 	����	�������	 0�

���� '� '��� ���. �� 1��������� �$ ����� ������� $��� � ����#��# $����* �$
����"��	 	��1��� H� ������� '��� ��""��� '��� ��� C�#�� ����	���� '��� ���

F���"(�� ���� �����



��� �� ���� ����

��#��� "�������� ���� �� ��6���*� H� #��	��/� ��� 	�����	�� ��������� �$ ���
��#���*��� /��#�� �1�� ��6���* ��# ��� "����/�� ����� ����# C�#�� ����	�����
�� ��� 6/�� �1�� ��6���*� ���� '��� /� � �.��	�* #��	��"���� �$ -	���#N� 	���
����	���� T���0#U �$ ��� ����� ����# C�#�� ����	���� ����� "�������� �"�	��
�$ C�#�� ����	������ H� '��� ��� ��"���� ��� ���� ����/���	 	������	���� �����
����# C�#�� 	��"����� '��	� '�� 6��� #��� /* -����/���. T���0�U�

=�����* '� #��	��/� ��� $��	������ ��������� �� '��	� ��� �������� �$ �����
C�#�� ����	����� �����* ����� ����1�� '��� /� #�6��#�

�� �
�$� ����������

���� 3�>	�
	�� 8�� k ⊂ C /� � 6��#�

8�� n ∈ Z� � ?����@ Q�5���� ��������� V �� ������ n ��&	�� �$�� k 	�������
�$ � Q�1�	��� �"�	� VB � k�1�	��� �"�	� VdR � #�	������� C�#�� 6�������� F •

�� VdR ��# � 	��"������ ������"���� VB⊗C ∼= VdR⊗kC ��	� ���� ��� ��#�	�#
6�������� �� VB ⊗C �����6�� F pVB,C⊕F qVB,C = VB,C $�� p + q = n + 1 '����
��� /�� #������ 	��"��� 	��J������� �� � 	��"����6�# Q�1�	��� �"�	��

� ��9�� Q�5���� ��������� V ��&	�� �$�� k 	������� �$ � Q�1�	��� �"�	�
VB  � k�1�	��� �"�	� VdR �� ��	������� '����� 6�������� W • �� VB ��# VdR �
#�	������� C�#�� 6�������� F • �� VdR ��# � 	��"������ ������"���� VB⊗C ∼=
VdR⊗kC 	��"���/�� '��� ��� '����� 6��������� ��	� ���� $�� ��* n ��� ��#�	�#
C�#�� 6�������� �� WnV/Wn−1V #�6��� � "��� Q�C�#�� ����	���� �$ '�����
n�

���� '<�,!���� 8�� k /� �� �/�1� ��# C/k � ������ "��J�	��1� ���������
	���* ����#�	�/�� 	��1�� ���� ��� C�#�� ����	���� �$ '����� � �� H1(C(C)top, C)
	������� �$ VB = H1(C(C)top, Q) VdR = H1

Zar(C, Ω•
C/k) ��#

F pVdR = Im(H1
Zar(C, Ω≥p

C/k)→ H1
Zar(C, Ω•

C/k))

�������� '��� ��� ����#��# ������#� &��� 	��"������ ������"�����
-� F 0VdR = VdR F 1VdR = H0(C, Ω1

C/k) F 2VdR = (0)� ��� ��" F 1VdR →
VB,C +"��� �$ ��� 	��"������ ������"����, �� ��#�	�# $��� ��� "������

H0(C, Ω1
C/k)×H1(C(C)top, C)→ C

(ω, γ) �→
∫

γ

γ∗ω.



���	�������� �� ������� ����� ����	� � ���

#� ���	���� %�,�. 
% ���!�� ���;��

8�� k = C ��# H ��� �""�� ���$ "����� =�� ��* τ ∈H ����� �� ��� 	��"���
����"��	 	��1� Eτ '��� 	��"��� "����� C/Λτ  '���� Λτ �� ��� �����	� 〈1, τ〉Z ⊂ C�
��� Eτ ��� "��� �$ �� ����*��	 $����* E →H �

����� ��� ��1���� '�*� �� #��	��� ���� $����* �� �"�� "���� �$ H /PSL2(Z)
/�� '� ��� ���* ���������# �� '��� ��""��� $�� τ → i∞� -� '� ���. �� ���
	�����	���* #��	��#�# $����* ��

{�τ > 1}/
(

1 1
0 1

)Z ∼= D∗ = {z ∈ C | 0 < |z| < 1}
+��� ���� ������"���� �� 1�� ��� ��" τ �→ e2πiτ · e2π,�

��� Q�C�#�� ����	���� �� H1(Eτ (C), C) 	������� �$ Vτ,B = H1(Eτ (C), Q) ∼=
Λ∨

τ,Q Vτ,dR = Vτ,B ⊗ C ��# /* ��� ���� �����. �$ -�	����  ��� ��/�"�	�
F 1Vτ,dR �� ��1�� /* ��� C�1����# ������ $��� �� Λτ '��	� ���#� 1 �� 1 ��# τ ��
τ +���	� ���� � 	�����	�� ��������� �$ H0(Eτ , Ω1

Eτ /C) �� ��1�� /* ��� #��	��#�#
dz,� 
� "����	���� $�� ��* τ ���� ��/�"�	� �� ��� ���������

=�� 1��*��� τ ��� Vτ,B $��� � ��	�� �*���� L �$ Q�1�	��� �"�	�� �� D∗

'��� ����#���* �"������
(

1 1
0 1

)
� ��� F 1Vτ,dR #� ��� $��� � ��/�*���� �$

��� 	��"����6�# ��	�� �*���� /�� ���* $��� � �������"��	 ��//��#�� �$ ���
1�	��� /��#�� V := L ⊗ Ohol

D∗ +���� #��� "��� ���� �""��"����� 	��#������ ��
	����# � $�������	 �� 5���� ����������,�

(� ��� 7,� ,<�� �
�$� ���������

8�� ��� ��������� /� �� �� ��� "��1���� "������"��

;�� .��'� +T3��0�UT���0#U, ���� ����� ��� 	�����	�� ���������� Ṽ ��#
F 1Ṽ �$ V ��# F 1V �� ��� '���� ���� #��	 D� 
� ��� 	��� V �� J��� ���
1�	��� /��#�� '��� 	������� 6/�� C∨ ⊗R C '���� '� 	����#�� ��� 6��� C ��
� 	������� 2�#���������� R�1�	��� �"�	� ��� 1��*��� �����	�� Λτ ������� ����#�
�$ �� ��# Ṽ �� ��� 	�����	�� 	������� "������������ ��� ��//��#�� F 1V ���
6/��� 〈1∨ + τ · τ∨〉C '���� (1∨, τ∨) �� ��� #��� /���� �$ ��� /���� (1, τ) �$
��� R�1�	��� �"�	� C� ��� 1∨ + τ · τ∨ �� ��� 	�����	�� ������� �� C∨ ⊗R C
	�����"��#��� �� ��� �#�����* �� F 1V ���� �����#� �� � 	������� ��//��#���

R�' ��� '��. �$ -	���# -����/���. ��# ������ ������� ���� V0 := Ṽz=0

�������� '��� ��� 6�������� F • � '����� 6�������� ����	����# �� ��� ���������



��� �� ���� ����

�$ ��� ����#���* �"������ ��# ���� 	���	� �$ Q��������� ����	���� +'��	�
#�"��#� �� � 	���	� �$ � ����1�������� ������� 1�	��� �� 0 ∈ D, #�6��� �
����# C�#�� ����	���� ��� �� 	����# ����� ��9�� 5���� ��������� �$ ��� ��1��
1�������� �$ C�#�� ����	����� �� ��� $����* �$ 	��"��� 1���������


� ��� 	��� ��� '����� 6�������� �� ��1�� /* W−1V0 = (0) W0V0 = 〈1〉⊥C 
W1V0 = 〈1〉⊥C  W2V0 = V0� ��� 	�����"��#��� ����# C�#�� ����	���� �� � ����
����# C�#�� ����	���� �� ��������� �$ Q(−1) /* Q(0) ��� ��������� 	����
#�"��#��� �� ��� 	���	� �$ �������� ����	�����


� $�	� � /����� '�* �� ���. �� ��� ��������� +6��� ��������# /* 5������
�� T3����U, �� �� ����. �$ ��� ����� ����# C�#�� ����	���� �� ������� �� 6/���
����#� � ����� 1�������� �$ ����# C�#�� ����	����� �� ��� "�����# ������� �"�	�
�$ D �� 0� 
� ���� ������� '� '��� 	������	� � ����1�	 ���������

+� ��� ,
�;� ����	$

8�� C /� � ������ 	��1� �1�� k � 6��# �$ 	����	�������	 0 ��# x0 ∈ C(k)� 
�
����� ���.� '� '��� #��	��/� �����������# 	���������DM(X) �$ ����1�� ����	����#
�� 1�������� X �1�� k "��������� ���� ���# "��"������� ��� ����� ����1� $��	���
'��� ���� /� � $��	��� L : DM(C \ {x0}) → DM(T ◦

C,x0
) ���� � $��	��� '��	�

����	����� �� � ����$ �� ��� �"�� 	��1� � ����$ +'��	� �� �� $�	� ���"����� '���
���"�	� �� Spec(k), �� ��� "�����# ������� �"�	� �� x0� H� '��� ��* �� #��	��/�
"��"������ �$ ���� $��	��� �� ��� �$ ��� $����'��� ���.��

)�%���	���

!K���,% &� +���)� ' %2������  �04���������� 5 ����� ���"������ �4"������� $(������
������� ������ �/�,1

!K��.,% � H� ���B������ )� 3��1 

� ����	 $����� %�� �� 
��	 &���	 ����	
+�/.,-� ��1 �*� ���'*�*1

!$����%  � �!���� ' ������� �� 2�)�� ���������5 ��� ���������� �� ��� (���)
��((��� ������	 ����	 �� +�/��-� *��'��/1

!$���0% �� ����9��� ' H��� �� 2�)�� ����������� ������	 ����	 �� +�/��7�0-�
��1 �� **/'*��1
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� ��>)�%%
������������� 
������� ���������1 ���� ��,�� �Q������� ������ 
������ � ���������
������������

�������� � �� �0� �� �!� ������ ����& �& 9��� ��G� ���7������ (# ,!H� �����

�� L��� 1�������	$�4:�!��

E��� #����� �/�	������ ��� �� #�� ����� 1�� ���O�����	�� ��/����� T���#�U
��# T���#�U 3�� !�������9�������� #��3�������� #�� ��	� ���/�@���� 1��
#�� �"�3������ !�������	��� ����	���� ��� ����.������� &�������� :/�� 2�����
��������.��"�� ��<����� �������

-�� p ���� $���� ������#� I���3��� ��#

K := Q(ζ + ζ−1), ζ �= 1 ���� p�� 7�������'��3��

#�� ������� ������ ����.��"�� #�� p��� 2������������.��"��� -��

G := Gal(K/Q) ∼= (Z/pZ)∗
/{±1}

F���"(�� ��!� �����



��
 �� ��������

#�� ���������""� 1�� K :/�� Q� ����������	� '��#�� '�� ��	� #�� 1�����
2������������.��"�� ��# ����� ���������""�

K̃ := Q(ζ), G̃ := Gal(K̃/Q) ∼= (Z/pZ)∗

/����3��� -����

OK = Z[ζ + ζ−1] ��# E := O∗
K

#�� &��� #�� ���3�� E����� �� K ��# #����� 7�����������""�� ��'��

C := 〈±ζn − ζ−n

ζ − ζ−1
: n = 2, . . . ,

p− 1
2
〉 ⊆ E

#�� F�������""� #�� 	*	�������	��� 7�������� �� K� ��� #�� ����*���	���
2������3���$����� $���� 3'�� #��� #�� =�.������""� E/C ��# #�� 2�������
���""� Cl(K) #�����/� ;�#���� ��/��� 7� ��� �/�� ��	�� /�.���� �/ ��� ���
�/���	�� ���""�� ����� ������"� ���#� ��� Z[G]���#��� ���# E/C ��# Cl(K)
J�#��$���� ��	�� ����� ������"�P ��� �����/���"��� ��� p = 62501� 5������ #�3�
6�#�� ��	� �� T/����U Y0���


� H������� ��� q ���� I���3��� #�� p(p − 1) ��	�� ������ 5�� $�����#��
&������� 1������	�� #�� q�-*��'��������""�� 1�� E/C ��# Cl(K) ��� Z[G]�
��#���>

(��) 
�
 ����	� ���� T�����U�� �	��	����	; ��	 α ∈ Z[G] �		�������
(E/C)q−Sylow: (�		 �		������� α ���� Cl(K)q−Sylow:

��������� 
��� γ ∈ Z[ζ] ���Q� q�����*� $���� �� ��� ν ∈ Z[ζ] ��/� ��� γ ≡ νq

(mod q2)� Cq ⊆ C /�3��	���� #�� ���""� #��J������ 	*	�������	�� 7��������
�� K #�� q�"���@� ���# +��� 7������� 1�� Z[ζ],�

H��� q #�� ;�#���� (p−1)/2 1�� G ��	�� ����� ��� #�� ���""������/�� Fq[G]
:/�� #�� ��#��	��� 2��"�� Fq ���/���$�	� '�� ��/�� ���� ���� E��������

Fq[G] =
⊕

i

εiFq[G] ��� ε2
i = εi,

�� #�� #�� =�.����� εiFq[G] ���$�	� +��# #���� 2��"��, ���#� 7���� #�� #�/��
��$������#�� 
#��"������� εi ∈ Fq[G] ���

ε0 :=
2

p− 1

∑
σ∈G

1 · σ ∈ Fq[G].

5���� E�������� �@Q� ��	� ���#����� 1�� Fq 3� #�� ���3�� q��#��	��� E����� Zq

��$���P '�� ��������

Zq[G] =
⊕

i

ε̂iZq[G] ��� ε̂2
i = ε̂i.



�	���������� ��

��� #����� ��3��	������� .����� '�� J��3� #�� ��������#�� Cq/Cq #�� q�
"���@��� 	*	�������	�� 7�������� ��#��� q��� I����3�� 	*	�������	��� 7���
������ ��� #�� �/�� /����	������ ��������#��� (E/C)q−Sylow ��# Cl(K)q−Sylow

1������	���>

,�	����	 
��� 7�		 ��	�� ��� � ���	 ��������	��	 ����	�� εi ∈ Fq[G]
��	 ����� Cq/Cq �		�������; ��		 �		������� �����	 2��� ε̂i ∈ Zq[G] ������
(E/C)q−Sylow ��� ���� Cl(K)q−Sylow:

������� H�� 3����� ��� ����� #�1��������������� #��� ε̂i #��� (E/C)q−Sylow

����������P #�� &��� $���� ��� #�� -��3 1�� �������
���������� ε̂i ���������� (E/C)q−Sylow ��	��� 5��� ��/� �� ��� η ∈ E

#����� 2����� �� ���# 1��

(E/C)q−Sylow
ε̂i−→ (E/C)q−Sylow

����� ��# #��� ;�#���� qn n � 1 ���� 5�� /�#����� ���������� ηqn−1
/∈ C

#� �� ηqn

/∈ Cq ��# ��#��������� ηqn ∈ C ���� ����� ηqn ∈ Cq '��� ηqn

��� q��
I����3 ��$ J�#�� =��� q�"���@� ���� ������ #�6����� ηqn

���� ��	�����1���� 2�����
�� Cq/CqP #���� ����� �� ���# 1�� εi '��� η �� ���# 1�� ε̂i ������ H�� ��/�� �/��
���������� #��� Cq/Cq 1�� εi ���������� '��#P #����� H�#���"��	� /�'����
#��� (E/C)q−Sylow #�	� 1�� ε̂i ���������� '��#�� �����

�� H��  �����	96��,���	$

5����� �/�	����� '��� ���O�����	�� ��'��� #�� !�������9�������� 3����#���
�� ����#3:��� '��#����/��� 5�� -	�'��"��.� #�� 5���������� ����� ��$ #��
���������� ��� #�� ����/����	��� E������������ �� T���#�UP #�� ����*���	���
����� '��#�� ���� ��� .��"" ��'@����

!������ 1�������� �0%% #��� 32 − 1 = 23 #�� ���3��� 8����� #�� ����	����

+�, xp − 1 = yq

��� ���:���	��� E����� x, y ��# I���3����� p, q ���� -	��� �0�� 3����� 9� ��
8�/����� T7��+�U #��� (1) .���� 8����� ��� q = 2 ���P :/�� ���#��� A����
�"@��� /�'��� 2� !��� T1
 �+U #��� 32 − 1 = 23 #�� ���3��� 8����� 1�� (1)
��� p = 2 ����


� $�����#�� '��# ����� 1����������3� #��� (x, y, p, q) ���� 8����� #�� !����
����	��� ����	���� (1) ��� 3'�� 1�� R��� 1���	���#���� ���3�� E����� x, y ��#
3'�� 1���	���#���� ������#�� I���3����� p, q ���� 5���� 9��������3��� '��#
�	����Q��	� 3�� H�#���"��	� $:����P #���� ��� #��� #�� !�������9��������
/�'����� 4 ��# ���� ������/���� E'��	������������ '��#�� 3� �������� :/��
#�� ����� ������



��� �� ��������

��� /��	��� #�� -*������� #�� �/�� ����	���� 9��������3���> -�� /���/�
�������� '��� '�� (x, y, p, q) #��	� (−y,−x, q, p) �����3���

5�� -�������� @����� #�� .������	��� �����#�� 3�� F������	���� #�� =���
����	��� 9��������> 5�� ���.� -���� 1�� (1) '��# ��� I��*��� $�.���������P
#�� =�.����� ���# #��� +����3�, ������$���# ��# �:���� #���� ���/�� +����3�,
q�� I����3�� �����

-	��� ��� I��*��� :/�� Z 3��$@��� xp − 1 �� #�� /��#�� =�.����� x− 1 ��#
xp−1 + xp−2 + · · · + 1� 5�� ��.��#��	�� ����������� 3���� #��� #�� ���Q��
���������� ������ #����� /��#�� E����� ��� 1 �#�� p ���� .���P #���� /��#��
=@��� '��#�� 4 '�� /�� #�� =������9�������� 4 ��� =��� 
 ��# =��� 

 /�3��	�����
!������ T ��+#"  ����U /�'��� #�� =��� 
 #�� !�������9�������� ��# 3�����
#����

(��) ��
 � ������ ������ � �� � ��	'� -����	 a �	� b; �+� ��� �����	���
�����

x− 1 = pq−1aq,
xp − 1
x− 1

= pbq �	� y = pab.

A��3� ��/����� '�� �� p��� 2������������.��"�� Q(ζ)� ��� I��*��� :/��
Z[ζ] 3��$@��� xp − 1 ����� �� 8�����$�.�����P #���� ���# ������ 3� �/�� '��#��
+����3�, ������$���#� ��� !������ &������� $���� #��� ���	��

,�	����	 ���� (�� 5��������� (x−ζ
1−ζ ) ⊂ Z[ζ] ��� q�� .���	' ��	�� ������ a ⊂

Z[ζ]:

7�� .������	��� &������� 1�� H��$���	� /����� #��� #�� =������	�� 9�����
���� ��� 7�"����� p ��� #��� $���	� ���� .��� '��� p2 ��� ������ 1�� 2p − 2
���P �� #�� =���� '��#�� '������ 2�������� '�� p2|3p − 3 p2|5p − 5 ��'� /��
'������ 
� #�� ��/��� T���#�U .����� ���O�����	� ���/����#��� ��� @����	���
2�������� $:� #�� !�������9�������� 3�����>

(��) ��� ���M������ ������ q2|x �	� q2|pq − p:

�������
�''�� 5�� ���������""� G̃ #�� 1����� p��� 2������������.��"��� Q(ζ)
�"������ ��$ #�� 2���������""� Cl(Q(ζ))� H�� ������ �� #��� α ∈ Z[G̃] #��
���3� 2���������""� ����������� H���� #�� 1������ 2�������� ��/� �� #��� ���
ν ∈ Z[ζ] ��# ���� 7������ η ∈ Z[ζ]∗ ���(

x− ζ

1− ζ

)α

= η · νq.



�	���������� ���

�/�� x−ζ
1−ζ = −ζ−1(x−ζ)

−ζ−1(1−ζ) = 1−ζ−1x
1−ζ−1 P ��#�� '�� #��� ������3�� ��# #��� ��� #��

R����� �����"��3����� �������� '��

(1− ζ−1x)α = (1 − ζ−1)αη · νq.

9�� #����� ����	���� 3����� '�� ��� .��"��� .��J�������� �/P #�� ���$���

+ , (1− ζ−1x)α − (1− ζx)α = (1 − ζ−1)αη(νq − (±ζ?ν̄)q),

#��� η ��# (1− ζ−1)α ������	���#�� ��	� 1�� ����� .��"��� .��J�������� J�'�
���� ��� �� ����� =�.��� (±ζ?)q> η̄/η ��� ���� 8���� ��( �� T/����U ����
7�������'��3�� ��# ����� �� Q[ζ] ���� ��� �� ���� 2p�� 7�������'��3�� ��# #����
��	� q�� I����3 ����� 2p��� 7�������'��3��� F�# (1− ζ−1)α ������	���#�� ��	�
1�� ������ .��J�������� (1− ζ)α ��� �� #�� =�.��� (−ζ)α #�� '��#���� q��
I����3 ����� 2p��� 7�������'��3�� ����

A��3� /����	���� '�� ������ ����	���� + , modq� 8��� !������ ���� p|y ����
��� -*���������:�#�� ��	� q|x� ���� ��� #�� ���.� -���� mod q ����	� 1α−1α =
0� 7��� ��� ��	� #�� ��	��� -���� #��	� q ����/��� 5�� ��	��� -���� ��� �/�� 4 /��
��$ ���� 7������ ��#��� q 4 5�<����3 3'���� q��� I����3��� C��� '��# ��� ���
���	. /����3� #�� ��	� �$��� ���� &���� �"����� '��#>

%���� ���� #�	� uq �	� vq 
�	����	� modq; ��		 ��	� uq �	� vq �����

�	����	� modq2:

+=:� u, v ∈ Z �@Q� ��	� #����� 8���� '�� $���� /�'�����> ��� uq ≡ vq mod q
$���� ��� #�� .������ =������	��� -��3 u ≡ v mod q ���� v = u + d · q� ���
#�� /������	��� =����� ����/� ��	� #�����

vq = uq +
(

q

1

)
d · q +

(
q

2

)
(d · q)2 + · · · ≡ uq mod q2.

5����� �������� �@Q� ��	� ��$ #�� =��� u, v ∈ Z[ζ] 1�������������� �����
T���#�U�,

���� ��� #�� ��	��� ��# #���� ��	� #�� ���.� -���� 1�� + , ����� #��	� q2

����/��� 5��	� H��� ���������� α +��� C��$� #�� -��3�� 1�� -��	.��/�����, .���
��� #����� �/������ #��� x #��	� q2 ����/�� ����

R�� ���3�� '�� #�� !������	�� &������� x − 1 = pq−1aq ���� ��#��� q
��#�3���� ��� ��	� 3� −1 = aq #��� x ��� J� #��	� q ����/�� ��# pq−1 ≡ 1 mod q
���� .������ =������	��� -��3� ���� ���# #�� /��#�� q��� I����3�� −1 ��# aq

.�������� modqP ��� 8����  �% $���� #����� −1 ≡ aq mod q2� ���� ��#�3����
��	� ������ !������	�� &������� ��#��� q2 3� −1 ≡ pq−1 · (−1) mod q2 ��#
#���� 3� p ≡ pq mod q2�

��� /��	��� #��� #�� ������������� /����� �*�������	� �� p ��# q '���

��/����#��� ��/�� '�� J��3� ���� #�� �������� 7�������������	��	� q2|pq − p



��� �� ��������

��# p2|qp − q� R�� '��# #���� -*������� ��/��	��� ��#�� '�� ���� 7���
�	��@�.��� q < p ���������


� �""��#�� � 1�� T���#�U '��# ��� ����*���	��� �����#�� +��.���
8�����$����� �� 8���������� T&�40�" &�40#" &�40+U ��# ��������� 1��
��J#���� T�C0�U, /�'����� #��� p < q2 ������ ����� 
��/����#��� ��� p ����
��	�� .�������� 1 ��#��� q2� �/�� p ��� ���� H��$���	����#������ ���� q��
I����3 modq2P ��� 8����  �% $���� #��� p ��	�� .�������� 1 ��#��� q ����

5���� ��$:���� p ��# q J��3� #�� 9��������3����� #�� ������ �/�	������P '��
/����3�� #�� #������ R������� '������

�	��������� ���� E���� ���� �������������	 �	�����	 �	 K ��	� q�����*�;
�: �: Cq �= C:

������� ���������� Cq = C� -��

C̃ := ζZ · C = 〈±ζ,
1− ζn

1− ζ
〉 ⊆ Z[ζ]∗

#�� ���""� #�� 	*	�������	��� 7�������� �� 1����� 2������������.��"�� K̃ =
Q(ζ)� H��� ζ ���� q�� I����3 ��# #���� ������� q�"���@� ��� ���# #��� ���� ����
7������� ��� C̃ 4 ���/����#��� ���� 1−ζn

1−ζ 4 q�"���@�� 5�� H��$���	����#������

�� -��3  �� /����� #��� p =
∏p−1

n=1(1 − ζn) �/��$���� q�"���@� ���� E�������
��"��3���� #�� #��� 1− ζn ��	� q�"���@� ��� $:� ���� n�

8��� /������	��� =����� ���� $:� ���� r

1− ζrq ≡ (1− ζr)q mod q.

H�� '�� ����#� ������� ��/�� ��� #�� ���.� -���� ���� q�"���@�P ��� 8����
 �% $���� #�����

1− ζrq ≡ (1− ζr)q mod q2.

R�� '@���� '�� ��� ��������� 
#��� m ⊂ Z[ζ] :/�� q ��# ���3�� Fq(ζ) :=
Z[ζ]/m� 8��3���� 2�������3 /�#����� #��� ζr ∈ Fq(ζ) $:� ���� r ���� R���������
1�� ���# #�� I��*����

(1− T )q − (1− T q)
qT

∈ Z[T ]

�� Fq[T ] ���� ���� ��� #����� I��*��� 1�� ���# q−1 ���#������ p 1���	���#���
R���������� 1, ζ, . . . , ζp−1 ∈ Fq(ζ)� 5����� H�#���"��	� 3� ������� �������
q < p /�'���� #�� �����"���� Cq �= C�



�	���������� ���


��/����#��� ��� #�� Fq[G]���#�� Cq/Cq ���� ��� �	���� F������#�� 1��
C/Cq� 8��3����� ��� �/�� ������"� 3�

⊕
i�=0 εiFq[G] #��� #�� �//��#���

Fq[G]
ε0Fq[G]

−→ C

Cq
, α �→

(
ζr − ζ−r

ζ − ζ−1

)α

��� ��� G�
�����"������ '��� r ���� I������1'��3�� ��#��� p ���� 5����
$���� #��� �� ����� 
�#�� i �= 0 ��/� $:� #�� #�� 
#��"������ εi ∈ Fq[G] #��
��������#�� Cq/Cq ����������� H�� 6������ ��� ���	��� εi�

(��) �� � εi �		������� ���� (x− ζ)(x − ζ−1) ∈ K∗/(K∗)q:

������� 8��� 2������� ��� ���������� #�� 8�$� ε̂i ∈ Zq[G] 1�� εi #�� q�-*��'�
��������""� #�� 2���������""� Cl(K)� 5���� ���������� εi #�� q�������� ��
Cl(K) ���/����#��� #�� 2����� #�� 
#���� aā ⊂ OK  '�/�� a ⊂ Z[ζ] #�� #��	�
2�������  � ����/��� q�� H��3�� #�� C��"��#���� (x−ζ

1−ζ ) ���� 5�� /�#�����(
(x− ζ)(x − ζ−1)
(1− ζ)(1 − ζ−1)

)εi

∈ E · (K∗)q

(K∗)q
.

5�� C��"��#��� (1−ζ)(1−ζ−1) ⊂ OK ����� :/�� #�� ����� 1��3'������ I���������
p 1�� Z ��# ��� #�����/ ��1������ ����� #�� ���������""� G� 5�� ;"�������
/�� ��$ q�� I����3�� 1�� Fq[G] ��$ #����� 
#��� $�.��������� #���� #��	� #��
��������������//��#��� Fq[G] → Fq� �/�� εi ��� ������������ 0� ���� ���
((1 − ζ)(1 − ζ−1))εi /�� ��$ q�� I����3�� ���� 7������P #���� $����

((x − ζ)(x − ζ−1))εi ∈ E · (K∗)q

(K∗)q
.

H��#�� '���� 2������� ��� ���������� εi #�� ��������#�� E
C·Eq  #� �� �� /��#��

E·(K∗)q

(K∗)q ��	� C·(K∗)q

(K∗)q �/� 5� εi �#��"����� ��� ����/� ��	� #����

((x− ζ)(x − ζ−1))εi ∈ C · (K∗)q

(K∗)q
.

8��� -��3  �� ��� x #��	� q2 ����/��� ���� ��� #�� ���.� -���� .�������� 1 ��#���
q2 ��# #���� ���/����#��� q�"���@� #� ��

((x − ζ)(x − ζ−1))εi ∈ Cq · (K∗)q

(K∗)q
.

�/�� ��	� 2������.���� ���������� εi ��	� Cq/Cq ��# #���� Cq·(K∗)q

(K∗)q � 5� εi

�#��"����� ��� $���� #�� �����"�����



��� �� ��������

R�� ��$��� '�� εi ∈ Fq[G] �� 3�

α+ =
∑
σ∈G

α+
σ σ ∈ Z[G],

#��� 0 � α+
σ < q $:� ���� σ ����� 7���"��	���# ��$��� '�� −εi 3� α− ∈ Z[G]�

H��� εi ������������ 0 ��� ��/�� α+ ��# α− ������������ h+q ��# h−q
$:� 3'�� ���:���	�� E����� h+ ��# h− ��� h+ + h− � |G| = (p− 1)/2�

H�� ��/�� ���� .������	�� Z�������� �//��#��� Φ : Z[G] → Z[G̃] #�� J�#��
σ ∈ G ��$ #�� -���� �� Z[G̃] #�� /��#�� F�/��#�� 1�� σ �� G̃ �//��#��� H��
���3��

α =
∑
σ∈G̃

ασσ :=

{
Φ(α+) $���� h+ � h−,

Φ(α−) ������

5��� ��� α ∈ Z[G̃] ������������ hq ��� h � (p− 1)/2 ��#

(x − ζ)α = ((x − ζ)(x − ζ−1))α±

��� ���� -��3  �( q�� I����3 ����� 7�������� ν ∈ K� C���/�� ��� ���������	�
ν ∈ OK � H�� 1������	��� J��3� ν ��� ����� #��	� I����3���������'�	.����
��3������ q��� H��3�� ��� (x − ζ)α�

-�� f(T ) =
∑

k�0 akT k ∈ K̃[[T ]] #�� I����3���������'�	.���� 1�� (1 −
ζT )α/q #� �� �������

f(T ) =
∏
σ∈G̃

∑
k�0

(
ασ/q

k

)
(−ζσT )k.

5���� I����3����� ��� 2��1�����3��#��� 1 #��� ��� '��# 1�� #�� ���������	���
&���� (1−T )−h ��J��������� H��� α �� ���# 1�� Φ ����� ���# #�� 2��?3������
1�� f ����� ���� ak ∈ K� 5�� R����� #�� ��������.��?3������

(
ασ/q

k

)
��#

#���� ��	� #�� ak ���# I����3�� 1�� qP ������� ���� qk+vq(k!)ak ∈ OK  '�/��
vq(k!) #�� 7�"������� #�� ���Q��� I����3 1�� q /�3��	���� #�� k! ������ 7���
.������� I����3 1�� q ���	�� ��	�� �� ak ���3 3� ��	��� #���

qkk! · ak ≡
(−∑

σ∈G̃

ασζσ
)k �≡ 0 mod q.


�#�� '�� T = x−1 �� f ������3�� �������� '�� ν = xh · f(x−1) ����

qh+vq(h!)ν =
∑
k�0

qh+vq(h!)akxh−k.

���� -�����#�� #�� ��	���� -���� ��� k < h ��'�� #�� ���.� -���� ���# ����
���3 ��# ����� #��	� q ����/��� 5�� -�����# ��� k = h ��� ���3 �/�� ��	��



�	���������� ���

#��	� q ����/��� 5����� $����

+�,
∑
k>h

qh+vq(h!)akxh−k ∈ OK \ {0}.

��#��������� ��/� �� ������ �/�	�@�3����� $:� |x| �� ������ 1�� p ��# q #��
��$ C**�� T�..�(�" �..�(�U 3��:	.������ 
� �""��#�� � 1�� T���#�U
'��# ���� #�������� �/�	�@�3��� /�'����� #�� ��"��3���� #��� #�� R��� 1��
+�, .������ ��� 1 ���� 5����� H�#���"��	� /�'���� #�� !�������9���������

)�%���	���

!��	�*% �� ����� ' 6 ����(���� �� ��� 9���)� ��� ����� ����� � ���������� ����
�����	 �� +�/�*-� ���'�*/1

!��	��% � 6 ����(���� �� ��� 9���)� ��� ����� ����� � ���������1 

� ����
�����	 �� +�/��-� ��'�01 +������ �����-1

!��	��% � 6 ����(���� �� ��� 9���)� ��� ����� ����� � ���������1 


� ����
�����	 �	 +�/��-� *:�'*�*1

!"����% ��  � �� ������� ' @� ��� �C����� ax−by = 1� ����	 �	 ����	 	� +�/��-�
��/'�0*1

!"��0,% � @� ��� �C����� ax − by = 11 

� &��	 ������ "� &����	 
�	 ��
+�/0,-� /�'�,�1

!2  0:�% �� ����2 ' X9�� )�� "���������� ���9���� ���	 6���	 3����	 
��	 � �
-	 	
 +�/0:-� �,1

!2  0:9% � X9�� )� �������� axn − byn = z ��) )�� "���������� ���9����
���	 ��� 	 
��	 ,���	 
��	 � � -	 ��� +�/0:-� �,1

!F� 0�% �� '� ='� ����> ' @� ��� K�(������ �C����� x2 = yn +1, xy �= 0� 
��	

����� �� +�/0�-� :��':0,1

!H�9�,% ,� �� .�9��)�� ' $�� �D�(���9��A �� ���9��� ������ )� �DAC����� xm =
y2 + 1� -��	 ���	 ����	 
 +�.�,-� ��.'�.�1

!��,��% &� ���?�����!� ' 6 ����� ���9�� ���� ������� ��� "������D� ���B������� �	
-����� 3���� 

 +*,,�-� ��1 *� **�'*��1

!��,�9% � ����� � ������� ���� ��) � (���� �� "������D� ���B�������
���(577<<<�����1���(�)��9���1)�7 (��)�7� ��������� 9�� �	 !����
��"�#	 ����	� *,,�1

!;��..% -� ����� ' @� ��� )��� ����� ����(� �� ���� �9���� ���9�� 8��)�� ���	
� ����	 '() ��� +�/..-� ��1 �� �'�.1

!;B�0% 
� ��*���� ' @� ��� �C����� �� "������� ���� �����	 �
 +�/�0-� ��1 *�
�/�'*,/1

!3��.*% .� ��  ����)�� ' ���� ����� � �������� 7�� �� ���) .� )�� ���)�
���� ;���� � ����������� $(������������� >�< ?��	� �/.*1
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1

8� ���%*�!�
������������� 
������ )�� G������M� �Q������� ���������1 ���� ��,��
�Q������� ������ • ������ � ����������
������������

�������� � ." ?������ $���� ��� A�&I!���� � �� ���"�����!� '��� ����	/�����������-
����(��� "� :�( �4 ��& ������ J��� ���� " $��� ���-$����� 6�  �


� H�������������  ���\ ��% ��/� �	� �� -������ :/�� ���������	�� �����
�#�� �� #�� 5������������������ ����� 9������ ��� �/���� ����� ��������� 5��
9������ ������ ���� 7��$:����� 3� #�� &��������� ������ 5����������� T���#U
���� '�/�� �	� 1����	�� ��/� �����	��� '����� ��	���.�� 3� 1��'��#��� 5���
���/ ���# ���� &�������� '���/�.���� ��# �� ��/� ��	� �	���� 7��$:�������
�� #�� =������������ 3� �� 8������ ����.�� :/�� ���������	�� 7���������������
T7����U ��# ������ ����/�.� 9������ T7��U #�� ���� 1��� ���� #��������� �/��
��	� ���� 9��.��������� 1��������3���

F���"(�� ���!� �����



��
 .� ��������

�� N	;��=*�$�� 1�����	4:�!�����
�� %?� 5�	4�
	�	4:�!��

-�� C/k=Fp
���� ������ "��J�.��1� ���������	� ����#�3�/�� 2��1� :/�� �����

��#��	��� 2��"�� +�� 9�����$ #�� 9������� '��#�� '�� ��	� /����/��� ����#�
.��"�� 3� �� C 3������� �/�� 3��@	��� ��� k = Fp,� ��� k(C) /�3��	���� '��
#�� 2��"�� #�� �������"��� =��.������ ��$ C�


� #����� -�������� /��	����/� #�� ������	�� &�3�"��3��@�������3 +$:� #��
-"�3���$��� ��1��3'������ 7�'����������, �/���	�� 2��"����'���������� 1��
k(C)>

(��) 
�
� ?����	����� 0�'����'��*�������'@(
�	��: ������	��	 ���
�����
�����	������

)
∼=−→

(
������������	 �	��: � �������
�	$��'������� ��������	��	 L|k(C)

)

C���/�� ��� #�� 
#���.���������""� #�6����� ���

Cl = k(C)∗\
∏
p∈C

′K∗
p/

∏
p∈C

Ô∗
p .

5�� .��� ��� ��	� ���������	� $����������>∏
p∈C

′
K∗

p/
∏
p∈C

Ô∗
p = ⊕p∈CZ,

#��� ��� #�� ���""� #�� 5�1������ ��$ C ��# ���� ��� Cl #�� ���""� #�� 5�1������
��#��� C��"�#�1������ #� �� #�� ���""� I�	C #�� ����#��/:�#�� ��$ C�

F� #�� ��	��� -���� ���������	� 3� ��.�@��� /����.� ��� #�Q ��#��	�� 7��
'���������� L|k(C) #�����/� ���# '�� 2��1�� C′ 3������� ��� ����� ���J�.�
��1�� �//��#��� C′ → C '�/�� L = k(C′)� F�1��3'����� 2��"����'����������
���# ����� ���	�� $:� #�� #�� �//��#��� C′ → C ���� D/���������� ����

5�� -�������� #�� ��'���� #�� &�3�"��3��@�������3�� ���> E� ����� 7�'��������
L|k(C) #�6����� ��� #�� C������"������ RezL|k : ⊕p∈CZ · p→ Gal(L|k(C)
#��	�> p �→ Frobp '�/�� Frobp #�� =��/����� �� #�� -����� p ��� +'��# ��
 � �/�	����� #�6�����,� R�	� #�� 5�	����.�������3 1�� !�/�����1 ��� #����
�//��#��� ���J�.��1 +#����� -��3 ��� �� #����� -�������� ��	�� �� �	�'�� 3� /��
'�����,� 5�� I��/��� ��� J�#�	� 3� 3����� #�Q C��"�#�1������ ����� #�����
�//��#��� ��	� R��� �/��/��#�� '��#��� 5���� ��	��� �	� 3��@	��� ��.�@���
'�� ��� #��� ��� ���������	��� �����#�� ���	�� �������� .��� +#����� ��'���
1�� 5������ ����� 3� �� �� T7����U,�



���������"��		�������� ��

�� '<4���@ O���� �
!
�
$� �	� 5�
��	

7��� �//��#��� π : C′ → C ���Q� D/���������� +⇔ π ��� M����, �����
#��� '��� π ����� ��� ����#������������ =����� ���� 
��/����#��� ���� $:� #��
5�<��������� π∗ΩC

∼= ΩC′ � 7��� D/���������� ���Q� ������:/���������� '���
# Aut(C′/C) = [k(C′) : k(C)] �����

=:� J�#�� I��.� Spec(Fq) = p ∈ C ��� #�� F�/��# π−1(p) ����� �����
D/���������� π ���� ���� ��#��	�� ����� 1�� I��.���> π−1(p) =

∐
qi =∐

Spec(k(qi))� F�# k(qi) = Fqri � =:� ���� ������:/���������� π ��� #��� ���
5�����������:�#��

Gal(Fqri /Fq) = StabAut(C′/C)(qi) ⊂ Aut(C′/C).

5�� ���""� Gal(Fqri /Fq) ��� �/�� ��� �����3��	������ 7������ Frob = ( )q
#����� ���# �� Aut(C′/C) ���Q� Frobp� H��� Aut(C′/C) .��������1 ��� ��
�@��� Frobp ��	�� 1�� #�� H��� 1�� qi �/ ��#���$���� ��� Frobp ��� /�� ��$
2��J������� /��������

�������#��	. #�6����� #�� G���� 8�	����	��������� $�	 C ���

π1(C) := lim
C′/C �����

Aut(C′/C)(= Gal(k(C)/0/k(C))).

+9����	��> F� #�� 8���� ��$ #�� ��	���� -���� ��	���� 3� #�6������ ��Q ���
'�� �� #�� ��"������ �����"��.�� '@���� #� �� '�� /����	���� C 3�������
��� ����� I��.� p = Spec(k) → C ��# ������ #�� 8���� :/�� ���� D/���
���������� (C′, p′) → (C, p) #�� #�� ����#"��.�� ��$�����#�� �//��#��� 5��
7���/��� ��� /�� ��$ 2��J������� ���/�@���� 1�� #�� H��� #�� ����#"��.����,

&���	���' ��
� 5�� C��'��3$����� 3���� #�Q :/�� ����� ����/����	� �/���
�	��������� ����#.��"�� k = k ���� π1(P1

k
) = 1� 7� ���� �����>

π1(P1
k) = π1(k) = Gal(ksep|k).

5�� 
#�� ��� ��� ����� #�� ���""� π1(C) ���� 5������������ 3� ���#������
5���� .��� ��� '�� �� #�� ��"������ ��� ��.���.�������� ���/�� ��$ C ���
�������	� �����"��������>

��������� ��
� 7��� G���� ��� � L ��$ C ��� ����/�� #��	� ���� �//��#���

{U 
��&−→ C} → ������

U �→ L(U) #�� ����� #�� #��	���� $�	 L + �� U

��� 7���	��@�.�����//��#�����> 3� ����� 5�������

V


��& ������� �� U

��&�������

C



��� .� ��������

+��� #��.� �� V ⊂ U, ��/� �� ���� �//��#���

L(U)→ L(V ),

�� #�Q #�� �//��#����� ��� 9��.�������� V ′ → V → U 1����@���	� ���#�
��Q��#�� ���� ���� 9��.��/�/�#������ ������> E� U1, U2 → C M���� ���

U1 ∩ U2 := U1 ×C U2 #�� ��� '��#�� M���� :/�� C� ��� #����� 5�6������ ������
#�� :/��	��� +3'��, ���/�������� �������

&��!�� �@ ����/�� ��� n−#������������ Q�−9�.�������(1) V ��# ����
5���������� ρ : π1(C)→ ��(V ) +3� �� V = Q�,� 5��� #�6����� J�#� �//��#���
U → C ���� �//��#��� π1(U)→ π1(C) ��# #���� .����� '�� ���� M���� ���/�
Lρ #�6������ ��� Lρ(U) := V π1(U)� +F� #�� ���/�������� 3� "�:$�� /�������
��� #�Q #�� �//��#����� π1(U)→ π1(C) ��J�.��1 ���# $:� 2��1�� C ��� #��
��	�� �	�'���,

&��!�� �@ =:� ����� I��.� Spec(k(p)) = p ��� ���� ���/� ��$ p #�����/�
'�� ��� ��#�� V ����� #�� ���������""� Gal(k(p)sep/k(p))�


��/����#��� .����� '�� �� #�� -�������� 1�� ����"��� � ���� #�� =���� L|p
#�� ���/� L /�� p #�6������ ��� #�� ��������#��(

V, Gal(k(p)sep|k(p))
)

=
(
V, Stabπ1(C)(p)

)
.

C����� .����� '�� �/����� #�Q '�� $:� C/Fp J�#� ���#����������� 5����������
χ : π1(C) → Q

∗
� '��#�� ��� #�� ���/� 3��:	./�.����� #��� χ(Frobp) =

(7����'��� 1�� Frobp ��$ L|p)�

5��� ����� ��� ��	� ��� �	�8�	
���	�	�7,���� ���> ��� ��#��� J�#��
���/� F 1�� Q� 9�.����@���� ��$ C #�� =��.���� trF : ∪n�1C(Fpn) → Q�

����/�� #��	� (p→ C) �→ trF(p) = Spur(Frobp, F|p) 3��

&���	���' ���� F���� #����� E���#���� '��# ��� f∗ $:� ���/�� #�� E��:	.�
3����� 1�� =��.������ ⊗,⊕ '��#�� 3� ·, + ��# �� ��/� ��� H��#�� +#��
'��# ���� �"@��� /�������,> #�� ������	����
�2�������'�#��������� ���� #�Q #��
=��.��� Rf! 3�� �//��#��� f! ��$ =��.������ '��# #�� #��	� #�� -��������
:/�� #�� I��.�� �� #�� =����� ����/�� ����

(1),�� 4��� ��� ���!���!�� ��I���� ��!� "� C�?�4������"�� ��(����



���������"��		�������� ���

#� 3�� �	;��=*�$� )�=!�
=�I��$����= %?� 5�	4�
	�	4:�!��
�$�
,�������� &�*���

-�� ��� ���� ���#����������� 5���������� ρ : π1(C) → Q
∗
� #�� =��#�����

������""� 1�� C ����/��� 5���� #�6����� '�� �/�� ���� ���#����������� ��.��
.�������� ���/� L := Lρ ��$ C�

H�� ��	��� ��� 3��@	��� ���� ���/� ��$ #�� &��� #�� �<�.��1�� 5�1������
��$ C  #�� 3�� =��.���� ρ ◦ RezL|K .�����"��#����� 5�� &��� #�� 5�1������
1�� ���# d ��� ����/�� ��� #�� �*�������	�� I��#�.� #�� 2��1�> 5�1d

&1 =
C(d) := (C×d/Sd)� H�� ��/�� ��$ C×d ���� ���/� ⊗d

i=1pr∗i L =: L�n� 5����
.����� '�� ��$ #�� �*�������	��� I��#�.� #�� 2��1� C(d) := C×d/Sd 1�� #��
�//��#��� sym : Cd → C(d) ���� ��.�� .�������� ���/� L(d) := sym∗(L�d)Sd

#�6������

&���	���' ��
� R�	� ����"���  ��� #���� ���/� #�� ����	��� -"��$��.����
trL(d) = ρ ◦RezL|K|Divd

eff
�

��Q��#�� ���# #�� =����� #�� �//��#��� C(d) → I�	d
C "��J�.��1� &@���

���� ��� +'��� π1(P1
k) = π1(k), #�� -"��$��.���� trL(d) ��$ #�� =����� .�������

��# #�� /�'���� #�� �/�� ������/���� -"�3���$��� #�� ������	��� &�3�"��3�
��@�������3��� 7� ���� ����� ����> 5�� ���/� L(d) ������ 3� ����� ��.���� AL�
-*���� ��$ I�	 �/ #�� 3�#�� #�� $�����#� 7�����	��$� ���>

=:� + : I�	 × C → I�	 ����/�� #��	� (L , p) �→ L ⊗ OC(p) ���� +∗(AL) =
AL � L� ���#�� $���� ��� ����������� &��������� :/�� #�� M���� =��#��������
���""��

(� '�����	���� 6�����$�,�	���	$@ ��
,�������
7�	$��	��91
����!
	��	=

=:� ����#�3�/�� n−#����������� ��.��� -*����� ��$ ����� 2��1� C ��/� �� ���
���� 9���������������� #�� ���������	��� 9������ #�� 2������.��"���������
#�� �	� ��	� .��3 ��#����� ��	����


� =��� 1�� 2��1�� :/�� ��#��	��� 2��"��� ��/� #�� 8������#� 2�����"���
#��3 #�� �� #����� -�������� 1�� 8�<����� /�'����� '��#� ���� ��J�.����(2)>{

���)1 ��)� Q��K����1
��� Gal(���(k(C)alg/k(C))

}
↔

{
���)1 K����1 π ��� ��n(Ak(C))� )� �
C∞

c (��n(k(C))\��n(Ak(C))) ���	�����

}
(2)F�� �(��� .���0 K�� L (�-��!��� �� �� �������� �� ��! !�� ��� ��� �� ���������
������! �������!����� ��M "�� �� �� �������� bZ ��� ��� �!�� �����4������ ����! Z
�����-��



��� .� ��������

R�� ��� π1(C) ��� X������� 1�� Gal(k(C)sep/k(C)) ��# #�����/ .����� '��
��$ #�� ���.�� -���� #�� ��������� #�� 5������������ 1�� π�&��

1 /����	���� #��
'�� '��#�� ��� n�#����������� ��.�� .�������� ���/�� ��<������

E� #����� ��������� .�����"��#���� ��$ #�� ��	���� -���� #�� ����� #��
5������������ #�� ���� =��.���� fπ ��������� #�� ����� ��n(

∏
p∈C Ôp) ��1����

��� ���� ���3 @����	� '�� �� =��� #�� 
#���.���������""� .����� '�� #����
=��.������ '��#�� ��� =��.���� ��$ #�� ����� #�� 9�.���/:�#�� 1�� &��� n
��$ C ��<������ 5�� &��� #�� 9�.���/:�#�� /�3��	���� '�� ��� Bunn ��#
��������>{

����#� ��#�� ��.�� .��������
Q� −���/�� ��$ C

}
↔


����#� 5����� π 1�� ��n(Ak(C)),
#�� 1�� ����� =��.����
fπ ∈ C∞

c (Bunn) ��3���� '��#��


C���/�� ��� #�� =��.���� fπ #�#��	� 	����.��������� #�Q ��� ���� 7����$��.�

���� $:� #�� ;"������� #�� C�	.������/�� ���� 5���� ;"������� ��	��� �	� ����	�
�� #�� ���������	��� -"��	�� #�6������ ��� ��� @����	� #�� 7�����	��$� #�� ��
7�#� #�� ��#������������ =����� $����������� '��#�> H�� #�6������ ����� '���
����� ��#������ +��� ����/����	��� -��	., #�� I���� 1�� 9�.���/:�#��� ��$
C "�������������>

Hecke1 :=

〈
(p, E ′ ⊂ E ⊂ E ′(p))

∣∣∣∣∣∣
p ∈ C
E , E ′ ∈ Bunn

8@���(E /E ′) = 1

〉
5����� ��� 3'�� �//��#�����>

Hecke1

(E )

π����������������
(E ′,p)

π����	×supp 												

Bunn Bunn×C

F�# ��� #�6����� #�� C�	.��=��.���>

H1 : Db(Bunn) → Db(Bunn×C)
F �→ R(π2�&�-×supp)!π∗

!%�3F

5��� ���� +����� T3��#UT5�6��UT��U,>

(��) ��
� ?n = 2 (��	���<�H n � 2� 8��	
��;���������;%�'���	;3���	�	H 3���
����	� $�	 2����	@ -� 1���� ������'� ��	 	�����	���	���	 ��
���	 #�����
��� C �� � �� ��	�� ��	� ������'� �� ���$���� ��� � AE ��� Bunn ����

�� H1AE
∼= AE � E(:= p∗1AE ⊗ p∗2E);

 � (�� ������������� H1 ◦H1AE
∼= AE � E � E ��� S2�*"��$����	�:



���������"��		�������� ���

&���	���' ���� 7��� "��1���� ���/� ��� ��� 2��"��� 1�� ���/�� #�� :/��
����� �<���� ��������� ������ ��@���� ��.�� .������� ��� ��# '������ ���� 7�����
�	��$��� ����

��� #�� -��3 $���� ��	� #�Q #�� -"��$��.���� trAE
#�� ����	��� =��.����

fπ ����

+� /�	$ ;��=*�$�� �
4��� �.���,�

5�� 8������#��2�����"��#��3 ���� ���� 3� 1����	��� ��	� #�� =��� 1�� 1���
3'������ 5������������ ���������	� 3� �����"�������� #� �� ��� ����� ��.����
-*���� #�� ��� ��$ ����� �<���� ���� U ⊂ C #�6����� ��� ���� ���/� AE ��$
����� ��#������ 1�� 9�.���/:�#��� ��� E����3����.��� /�� S := C − U 3�
.������������

5�� ���$�	���� =��� ����� 1��3'������ -*����� ��� #�� ����� -*����� ��� ���
3�����/���� ���"������� 9��3'������> 
� =��� 1�� "��.������� &�������	���
=�@	��� ����@�� #�� =��#����������""� ��.�� �� J�#� I��.������� #�� ����
��3��	����� 7������ #�� ��� ����� ���$�	��� -	����$� �� #�� I��.�������
/������� F�3�����/��� ���"������ 9��3'������ /�#����� ���� #�Q #����� 7���
���� #��	� ��� ���"������� 7������ 1�� ��n ��� ����� ���3���� A��#��/��	.
�"�������


� =��� C/Fp ��� ��� �/��$���� ���� F�������""� #�� 3���� 9��3'��������
���""� 1�� #�� '�� 1��������3�� #�Q #���� #��	� ���"������ 7������� ���
����� ���#������������ ��1�������� F�������� �"�������

5��� ��'����� ��� #�Q ��� ����� 2��"��� ��$ #�� ��#������ Bunn,S

#�� 9�.���:�#�� ��$ C 3������� ��� 1����� =������ 1�� F�����@���� �� #��
=����� #�� I��.�� �� S = C − U .����������� .���>

Bunn,S := 〈(E , (Vi,p) i=1,...,n
p∈S

) |E ∈ Bunn; 0 ⊂ V1,p ⊂ · · · ⊂ Vn,p = E ⊗ k(p)〉.
5���� 5�6������ .��� ��� ���	����/�� 3�>

Bunn,S(T ) :=
〈

E • =
(
E , (E (i,p)) i=1,...,n

p∈S

) ∣∣∣∣ E , E (i,p) ∈ Bunn

E ⊂ E (1,p) ⊂ · · · ⊂ E (n,p) = E (p)

〉
.

��� #����� =����������� .����� 
�.�������� (E ′, E ′(i,p)) ⊂ (E , E (i,p)) .��"��
������'���� #�6����� '��#���

F� #�� -��3 #�� 1����������#�� 2�"����� ��� ��$ #���� -�������� 3� :/���
������ /������� ��� ����� �����< #�� #�� E����3����.��� #�� =������ /�� S
��$ .��@����� ���/�� ��'������� 
��/����#��� /������� ��� ��#���@��� #��
X��������� E •/E ′• "�������������� �� '��#�� C�	.��;"�������� #�6������
3� .������ 5�� ���� '�� $����>



��� .� ��������

��������� ��
� 7��� 
��*��	�� ��� � ��� ���� �������� #���
���  �� # ��� ����
2����.���� F • := (F = F (0,p), F (i,p))i=1,...,n−1;p∈S 3������� ��� �//��#���
��� ϕ(i,p) : F (i−1,p) → F (i,p) $:� i = 1, . . . , n ��# p ∈ S +'� F (n,p) := F (p),
�� #�Q �� #�� -�B���3>

· · · ϕ(n,p)(−p)−→ F
ϕ(1,p)

−→F (1,p) · · · ϕ(n−1,p)

−→ F (n−1,p) ϕ(n,p)

−→F (p)
ϕ(1,p)(p)−→ F (1,p)(p) . . .

#�� 9��.������ 1�� n �//��#����� F (i,p)
ϕ(i−1,p)(p)◦···◦ϕ(i,p)

�� F (i,p)(p) ����	� #��
���:���	��� �//��#��� ����

C���/�� ���# #�� �//��#����� ϕ(i,p) ��	�� ���� ���'��#�� ��J�.��1�
5�� X��������� E •/E ′• ���# �����������/�� ��� "���/����	��� -���.��� ��#

#���� ;/J�.�� ��/�� ������ ��#���@��� Coh0,S � 5���� .��� ��� '�� 3�1��
C�	.��;"�������� #�6������ #�� #������ ��$ #�� R�1��� 1�� =��.������ #��
����������� 
'������C�	.������/�� ����"��	����

7� ���� #��� +����� T3��0UT���#U,>

(��) ��
� ?n = 2 (��	���<�@ -� 1���� ������'� ��	 n�����	���	���	 ��
���	
#����� ��� C − S ��� �	'����� ���� �	�����	��� 3��'�����	�  �� S �	� n � 3
�� � �� ��	�� ��	� ������'� �� ���$���� ��� � AE ��� Bunn,S; ��� ��	� ���	�
��� � �+� ��� ��������5��
������ �� ���:

)�%���	���

!K�.�% ,� /� +��"��′� ' ;<��)�������� l��)� ��(����������� �� ��� ���)��
������ ����( �� � ����� ���� � 8��� 8��) ��) �������(�� ����� �� GL(2)�
����	 �	 ����	 ��� +�/.�-� ��1 �� .�'��:1

!K�.�% � ;<��)�������� l��)� ��(����������� �� ��� ����� ����( �� �
���9�� 8��) �� ������������ p ��) �������(�� ����� �� GL(2)� �	 
�	
����	 �� +�/.�-� /�'�,�1

!L��,*% �� -�����	 +� /����)��� & '� ,���� ' @� ��� �������� H����
���)� ���B������� �	 ����	 ����	 
�	 �� +*,,*-� ��1 *� �0�':�� +�����
�����-1

!��% +� /����)��� ' @� � ������� ���B������ �((����� � ��� ��������
H������)� ������(��)����� ��4�5����16�7,*,:,.�1

!2�,�% �� ������� ' "������� ������� <�� (���9��� ��������� ��) �����������
�� 2��	� ����������� ��� ���� ���8�) ����� � ������ *,,�� K����������
G������M� ����1

!H��% /� .���� ' ;������ )� L���	��� ������� �� ������ ��� �� ������(���
)���� )� K�����)�H������)�� ��4�5����16�7,*,�,�.1



���������"��		�������� ���

!H��/,% /� .���� ' L������� �������(��� �A� ��� �A��� )D#�������� 6����
���(�� ������ $����� �������� ��) L���������� ���1 
 +6�� 6�9���
�
� �/..-� ����(���1 ����1� ���1 �,� 6��)��� ������ ������� �6� �//,�
**�'*.�1
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-� 8� .� ���
G������M� F������J� L� ��������	 ��) $�����	� �.:�� F������J� ������ 
������ � �������������������

�������� � '�� E/F (� � %��� ������( � %� � �0������ ���  �� m ������ �!� ������ ����
�& log2[E : F ]� F��� '��� �!�$�� �!�� & char(F ) �= 2� �!�� &�� n � m �!� n�! ��$�� �& �!�
&����"���� ��� � �!� ��� ��� �& E ����%�� �!� �2�� �# InE = In−mF · ImE� .� �!�
���� . ������� �!� ��� ����� �2�� �# &�� �!� , ��� K�������� �!�� � KnE = Kn−mF ·KmE
&�� n � m�

�� 2
��	=�	 ��� 5�	��,�	��������

5�1�# 8��" ��� .:�3��	� $:� ��#��	�� 2��"����'���������� E/F #�� !���
��.�������. ������	� 2 #�� ��3������ 3'��	��� #�� H��������� W (F ) ��# W (E)
�������	�� T7����U� 
� ������"��.� ������ #�/�� $�����#� =�����>

+�, =���� InF = 0 $:� ��� n ∈ N ��� $���� #��� In+1E = 0 K
+ , H�� ���� m ∈ N ��'@��� '��#�� #���� $:� n � m ����

InE = In−mF · ImE ?

F���"(�� ���!� �����



��
 �� .� �����	

C���/�� /�3��	���� '�� :/��	� IF #�� =��#��������#��� �� H������� W (F )
��# IkF = (IF )k ����� k��� I����3 +k ∈ N,� =����� '��# W (E) ��	� ���
W (F )�����/�� ��$��$�����


	� ��	��� 3��@	��� 8��"� 7���/����� ����3� ���@����� ��# ���	����Q��#
����"��	���#� =�������������� $:� #�� ��3�������� 3'��	��� #�� �������	���
K����""�� 1�� F ��# 1�� E /����#���� 5�� 5���������� ��$���� �� ���������
�� T&����U�


�� #�� 2��"�� F B��#�����	� �/���	������� �� ��� IF = 0� 7� ��� #��� �/��
��	�� ������	������� #��� IE �= 0 $:� ��'���� ��#��	�� 7�'���������� E/F
����� 5��� ����� 3�� ����"��� $:� J�#� ��#��	�� 7�'�������� 1�� F ��� '��� F
#�� B��#�����	�� �/�	����� #�� 2��"��� #�� ���������� E����� Q ����

��� .��� ���� ��� InF = 0 ��	�� ���� H������� InE = 0 �	����Q��� E�
#�� �/�	�'@	���� #����� 
�"��.����� #�� �� =���� +�, $��������� ��� ��/� ��
J�#�	� ��	� .��� �����/���"���� 7��� "�����1� ���'��� ��$ #���� =���� ���Q�
��	� �������� '��� ��� ':���� #��� 3����#��� $:� ������#� 7�'����������
E/F #�� ����	���� �� =���� + , �	��� $:� m = 1 ����� ��$:��� ����

5�1�# 8��" ��� ��� ��3���� #��� #�� H��� m = [log2[E : F ]] +���33�������
������ 1�� log2[E : F ], ����� #�� ��$��#������� �� =���� + , ���:��� 
� ��#����
H����� ��� .��� ����� m ∈ N '@���� ��� 2m � [E : F ] ��#

+���, InE = In−mF · ImE $:� ���� n � m .

8��" ��� ��Q��#�� 1��#�����	�� #��� ��	� #�� H��� 1�� m ����/�� ��	��
����#�@�3��	� 1��/������ �@���� F� #�� ���3������ '@��� ��� ����� �����
/����	� �/���	��������� 2��"�� k ��� char(k) �= 2 "�����1� ���3� E�����
m � n ��'�� F�/�������� t1, . . . , tn ��# /����	���� #��� #�� I����3����
���.��"�� E = k((t1)) . . . ((tn)) ��# F = k((t21)) . . . ((t2m))((tm+1)) . . . ((tn))� 5��
7�'�������� E/F ��� #��� ��#��	� 1�� ���# 2m #��� �� ��� m = log2[E : F ]�
H����� ��� #�� .������	�� �//��#��� In−m+1F −→ In−m+1E ���1��� ����
In−m+1F ·Im−1E = 0� 5� �/�� InE �= 0 ��� $���� #��� ��	� �� ����	���� +���,
#�� E��� m ��	�� #��	� m− 1 �����3�� �@����

=:� =���� +�, �@��� ��	� ��������/�� ��� +���, ��� $:� ��#��	�� 7�'����������
E/F 1�� ���# 2 ��# 3 ���� "�����1� ���'��� ��'������ ��� 3��@�3��	���
���	.� .����� 8��" #�����/� 7���/��� ��	� $:� [E : F ] � 5 ��3������



�����	���� K"�	����� ��

�� 3� ��	
�����	 K9���!!�	


� T&����U ��/� �	� 8��"� ����	������� ����'���� ��$ #�� �������	��� K�
���""�� :/�������� ��# #���� ���� 3� +���, ������� ����	���� /�'����� .���
���� 
	� ��	��� ��� 3��@	��� #�� 5�6������ #����� ���""�� �� 7���������
��$��� -�� '��#�� 1�� ������ �� T��0�U �����$:����

-�� �� H������� F ��� 2��"�� /����/���� !����.�������.� =:� n � 1 /��
3��	��� KnF #�� �/���	�� ���""� #�� ��3���� '��# 1�� 7�������� #�� �������
{a1, . . . , an} +a1, . . . , an ∈ F×, '��	�� #�� ��� ������� '��#�� ��# '��	��
+���, #�� /��#�� &��������� �����'��$�� ���# #��� {a1, . . . , an} = 0 ��� $����
ai + ai+1 = 1 �� F ���� $:� ��� i < n ��# #��� #�� #��	� {∗, . . . , ∗} ����/���
�//��#��� (F×)n −→ KnF ����������� ���� 5�� ���""���"������� �� Kn '��#
�##���1 ���	����/��� ��� 2����B���3 #�� #�6������#�� &��������� ���@�� ���
'����� $:� a1, . . . , an ∈ F× #��� ��	� {a1, . . . , an} = 0 ���� ��	� /�� ai +ai+1 =
0 $:� ��� i < n ��'�� #��� {aσ(1), . . . , aσ(n)} = sgn(σ){a1, . . . , an} ���� $:� J�#�
I���������� σ ∈ Sn ��� -������� sgn(σ) ∈ {+1,−1} +�� T��0�U 8���� ���
��# 8���� ���,�

��� ���3� ��Q��#�� ��	� K0F = Z� 5�� #���.�� -����
⊕

n�0 KnF '��#
#��� �� ���:���	��� H���� 3� ����� ���#������� Z�����/�� #�� ��� K∗F /�3��
�	���� '��#� =:� ���� /����/��� 2��"����'�������� L/F ��� ��� ����� ���:��
��	��� &����������"������ K∗F −→ K∗L ��# .��� ����� K∗L ��	� ���
K∗F �����/�� ��<������

E�������� 7���/��� �� T&����U ��� #�� $�����#� -��3 +#��� N������� ���N,>

(��) ��
� #�� E/F ��	� �	������ ��������	�; �� �� E = F (θ) ��� �+� ��	
θ ∈ F×; �	� ��� n � 1: (�� ������ KnE ���� ��'���� $�	 ��	 #�� ���	 ���
8��� {f1(θ), . . . , fn(θ)}; �� �� f1, . . . , fn ∈ F [X ] ��� fi(θ) �= 0 �+� 1 � i � n
�	� deg(fi) � 1

2 deg(fi+1) �+� 1 � i < n �	� deg(fn) � 1
2 [E : F ]:

��1�� �	� ������ 7��@��������� 3�� ��'��� ��/� ��	��� �	� ������ 2���
��B���3�� #�� -��3�� /����	����� �� ������ -����� ����� #�/�� #�� $�����#�
�������� 3�� ����	���� 1�� 8��" +���,�

+��'�	��' ���� #�� E/F ��	� ������ �� �	������ %,�������������	� �	� ���
m ��� ��	''������ �	���� $�	 log2[E : F ]: (�		 ����

KnE = Kn−mF ·KmE �+� n � m .

5�� ������/��� ����	����� /�#����� ����#� #��� KnE ��	� 1�� #��J������
-*�/���� {b1, . . . , bn} +b1, . . . , bn ∈ E×, ��3����� �@��� /�� #���� #�� ������
(n−m) 2��?3������ b1, . . . , bn−m �� F �������



��� �� .� �����	

E�� ��'��� '@��� ��� ��	� #�� N-��3 1�� I������1�� 7������N 3�� ��"��
��/��� 7�'�������� E/F ��� θ ∈ E ��� E = F (θ)� ��� #�� -��3 $���� #���
#��� KnE ��3���� '��# 1�� -*�/���� {f1(θ), . . . , fn(θ)} ��� f1, . . . , fn ∈ F [X ]
#����� #��� fi(θ) �= 0 ��# deg(fi) � 2i−n−1[E : F ] $:� 1 � i � nP ���/����#���
��� $:� i � n−m #��� fi .������� ���� fi(θ) ∈ F×�


�� ��� E/F ���� 7�'�������� '�� ��� �� #�� 7��������� .���������� '��#�
�� ��� H��� 1�� m ��	� �� #�� ����	���� #�� =�������� �	��� .�����������	��

=:� 7�'���������� E/F ��� [E : F ] � 3 ����/� #�� =�������� #��� KnE =
Kn−1F · K1E ��� $:� n � 2P #� ���� E/F "������1 ���� ���� ��� #�� 9������
���3��� #�� -�"���/����@� :/��L:����� 
��/����#��� ���@�� ��� �� $�����#�
������� #�� /������ �� T����#U $����������� '��#��

+��'�	��' ��� ����4��C�;�� #�� E/F ��	� %,�������������	� $�� ���� 2
���� 3; �	� ����	 n �	� � 	��+������ -����	: ��� ��� ������ KnF ����� �
���� ��; �� ���� ���� ���� �+� Kn+1E:

5��� ����1���� $�����#� =���� #�� ��	� ��� 9���������������� 1�� =���� +�,
+#�� =��� � = 2, �� #�� 7��������� 1������#�� '��#�� .����

+	�'� ���� #���	 E/F ��	� �	������ %,�������������	� �	� n, � ∈ N: �	���
	����	; KnF ��� ������ ��; ����� ���� ��		 ���� �+� Kn+1E I

#� N	��������	$ ;
	 KnF (X)

H�� /����	���� ��� #�� K����""�� KnF (X) +n � 0, #�� ���������� =��.�
������.��"��� F (X)� E��@	��� ������� '�� $��� #��� KnF (X) ��3���� '��# 1��
-*�/���� {f1, . . . , fn} ��� f1, . . . , fn ∈ F [X ]\ {0}� 7� ������ ��	� �� ���:���	���
H���� #�� I��/��� $:� ���� 1�� -*�/���� ��3����� F�������""� L ⊂ KnF (X)
#�� ���#� #�� I��*���� fi ∈ F [X ] #�� /�� #�� 7�3������ 1�� L ���'��#����
-*�/��� {f1, . . . , fn} 3� /��	��@�.���

F� #����� I��/��� ��'�� "�@3���� 3� $���������� 1������� '�� #�� �����
Nn ��� #�� ����.����"���	��� ;�#����� -���� f1, . . . , fn ∈ F [X ] \ {0} ���
��/��� F���� '��	��� F���@�#�� .��� #�� -*�/�� {f1, . . . , fn} ∈ KnF (X)
�����#�:	.� '��#�� ��� 2��/������� 1�� -*�/���� #�� ������� {g1, . . . , gn}
��� (deg(g1), . . . , deg(gn)) < (deg(f1), . . . , deg(fn))K

��� ��������� F������	���� #����� I��/���� ������ ��	� ����� ��#���� ����
��� #��� '��� .���� ���	�� 2��/������� ��������� $:� 1 � i < n #�� ��3������
deg(fi) � 1

2 deg(fi+1) ������ ����� F� 3� 7���/������ #����� ��� 3� ������
��� /���	�� ��� N5�1����� ��� &���N �� I��*������� F [X ] ��'�� #�� $�����#�
8�����



�����	���� K"�	����� ���

%���� ��
� #�� L ��	 %,���� �	� ����	 f, g, h, t ∈ L×; �� �� g = fh + t
�����: (�		 �����	 �	 KnL ��� �������	��	

{f, g} = −{−h, g}+ {t, g} − {t, h} − {t, f} =
{
−h,

1
g

}
+

{
t,

g

fh

}
.

5���� ������� ����/� ��	� #��	� ���� ���$�	�� &�	���� ��� #�� �����	��
#��� g

fh − t
fh = 1 �� L ��� ��# ����� {− t

fh , g
fh} = 0 �� KnL�

H�� /����	���� ��� 3� ����� ����/���� E��� d ∈ N #�� F�������""� 1��
KnF (X) ��3���� 1�� #�� -*�/���� {f1, . . . , fn} '�/�� f1, . . . , fn ∈ F [X ]
I��*���� 1�� ���# ��	������ d ���#� H�� /�3��	���� #���� ���""� ��� Ld�
=�����#�� .��� ��3���� '��#�� +����� T&���� I��"�������  ���U $:� #�� ���
'���,>

�	��������� ���� (�� ������ Ld ���� ��'���� $�	 ��	 {g1, . . . , gn} ���
g1, . . . , gn ∈ F [X ] ������; ���� deg(gi) � deg(gi+1) ��� �+� 1 � i < n �����
deg(gn) � d:

5� �<��/�� KnF (X) #�� 9���������� #�� F�������""�� Ld +d ∈ N, ��� $����
��	�>

+��'�	��' ���� (�� ������ KnF (X) ���� ��'���� $�	 ��	 {f1, . . . , fn} ���
f1, . . . , fn ∈ F [X ] ������; ���� deg(fi) � deg(fi+1) ��� �+� 1 � i < n:

9�� ����� #���� I��"������� +�� , �/�� #�3� #�� -��3 + ��, ���3��������
-�� ��� ���� '��#�� E/F ���� ��#��	�� 7�'�������� ��# θ ∈ E #����� #���
E = F (θ)� 7� ��/� ��� +�����, ����� C������"������

KnF (X) −→ KnE ,

#�� J�#�� -*�/�� {f1, . . . , fn} ��$ {f1(θ), . . . , fn(θ)} �//��#�� ��$��� #�� I��*�
���� f1, . . . , fn ∈ F [X ] �� θ .���� R��������� ��/�� ��# #�� J�#�� -*�/��
#�� ������� {θ, ∗, . . . , ∗} ��$ R��� �//��#�� +�� T��0� 8����  � U,� 5�����
C������"������ ��� ���J�.��1 ��# ���� ���$�	�� D/�������� 3���� #��� ��
���J�.��1 /���/� '��� ��� ��� �� #�� X����� ��$ #�� ���""� Ld ����	��@�.�
$:� d =

[
1
2 [E : F ]

]
� 5�� -��3 + ��, $���� #��� ��������/�� ��� #�� I��"�������

+�� ,�

)�%���	���

!���,*% '� �� ��!��� ' ����� K�����(� ��) 8��� 8��) ���������� K�3���� �	
+*,,*-� ��1 �� *:�'*�*1

!H��,�% +� �� .��1 ' ;�� 3�� ��� �� C��)���� ����� ��)�� ����9��� ����������
*,,�� (��(���1



��� �� .� �����	

!���.�% �� �� ������*�� ' ������ ����(� �� 8��)�� ���	 ��"���� �� +�/.�-�
��1 **� *0��'*0*:1

!���,% �� ����� ' 6���9��� K������ ��) C��)���� ������ ������	 ����	 

+�/0/7�/�,-� ��.'�::1
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��������� ��������� �������

0	������� ,����


-� 8� .� ���
G������M� F������J� L� ��������	 ��) $�����	� �.:�� F������J� ������ 
������ � �������������������

�������� � .� �!� �������! ��������"���� . �������� ������� �� ∈ N� ���� �� ��(����#
%� � F � =!�# ������ �� �!���������� ��������� �& 2������� &��"� � ���! � $�#� �!��
�!�  ����� ��� �!� ��&��"� &�� � = 2 $!�� char(F ) �= 2� =!��� ��&��"�� $!�! . � �� ��"�
������� ����� � ������ � ���� ��� �� (� ���&� &�� �!� ����# �& �!� , ��� K��!���# �& � %� ��
=!� ��������� (��$��� (��! ����� � ����( �!�� (# � ����� �& "��� ������ -�� F� -���G�
����������������	�������

�� '	����	$

X��#�����	�� =����� ��/�� 1���� ��"�.��� 7����� #������� ��/�� ������
����.�� /������ #�3� �������� ����� #�� ���	��� ������� #�� B��#�����	���
=����� 3� 1��������������� 
	� ��	��� �� #����� -����� ���������� $��������
8����	 ���$:���� ��# #�/�� ��'���� ����/����	�� 7�����	��$��� B��#�����	���
=����� �� ����� ������������� 2������ :/��������� 5���� ;/J�.�� #�� ��	�
:/�� /����/���� 2��"��� #�6������ ������ ���# �:�3��	� $:� #�� -��#��� #��
�������	��� K����""�� ��# #���� ��	� #�� �������2���������� 1�� 2��"����

F���"(�� ���!� �����



��� �� .� �����	

�����	���� '�� 3��@	��� ����� 2��"�� F ��� 1�� 2 1���	���#���� !����.����
����.� ��������"��.� $:� #�� ����/����	�� ������� #�� B��#�����	��� =�����
:/�� F  '�� ��� /���"����'���� �� T7�,��U ��# �� T����+U #�������� '��# ���#
��� "��� -	��:����$�������������� E��@	��� ������ ������ ��	� B��#�����	�� =���
��� :/�� F #��������������� 5��� ��/� #�� 2:�3�������3 1�� H��� 
�$��������
��� :/�� #�� E��������"��� 1�� 
�������� ��# ������������ -����� 5����
.����� #�� H����&��� W (F ) ��# #�� H�����������#��	.�&��� Ŵ (F ) #�6�����
'��#��� ��� C��$� #�� 2�����@B��1����3���3�� 1�� H��� #�� ��.�@�� '��� 3'��
1���	���#��� 5����������������� +/�� ��$ 
��������, ��� ��# #�����/� B��#�����
�	�� =��� :/�� F /��	����/�� .���� ��� #��� ��	� 3� ����� ���	����/���
#�� &���� W (F ) ��# Ŵ (F ) #��	� 7�3�����#� ��# &����������

5���� �/����.�� ���	����/��� #�� H�����������#��	.�&����� ����� �	� 3��
8����#�� $:� #�� 5�6������ ����� ���""� G(�, F ) #�� ������ ��� ��8����	
'�/�� ��� F ��� /����/���� 2��"�� ��# � �����#���� ���:���	�� E��� ���� 
�
=��� � = 2 �= char(F ) '��# ��� #��� $:� G(F, �) ����#� #�� ���""� Ŵ (F )
���������


	� ��/� �� =�����#�� ���� 3�������$�����#� 5���������� ������� 7���/�
����� ��� ������ ��/��� T&���(U� 5��� ���# ��	� #�� ��'���� 3� 6�#�� '��	��
���� ��	�� �#�� ��� ��#�������'���� ��$:��� '��#���

�� K9���!!�	 �	� �.,�
��I	$�	

E�� 5�6������ 1�� ��=����� ����$� �	� ��$ #�� 1�� ������ �� T��0�U ������
$:����� K����""�� KnF +n ∈ N, #�� 2��"��� F 3��:	.� 5���� K����""��
���# ��	� #�� ��������	�� ��'��#����3��� $:� #�� ��� ���3�$:����#�� ;/J�.���

	� ������ #���� ���� .��3� 7��$:����� �� ������� K�������� 1���� /�� #�� �	�
��	� ������ �<��� =����� ��$ #����� ��/��� ���"��	���

-�� '�������� F ��� 2��"�� ��# ����� n ��# � ���:���	�� E����� '�/�� #��
H��� R��� J�'���� �����/� ���� H�� #�6������ ���� �/���	�� ���""� K

(�)
n F  ���

;"��������3��	��� N+N :/�� 7�3�����#� ��# &���������� K
(�)
n F ��� ��3���� 1��

7�������� #�� ������� {a1, . . . , an} ����������� #�� ���	 '�/�� a1, . . . , an ∈
F× ���#� H����� ������ �� K

(�)
n F $�����#� &��������� +��# ��� #��J������ #��

��	� #����� ��# ��� #�� 2��������1��@� #�� �##����� �/������ ������,>

+��, 5�� E���#���� {∗} : (F×)n −→ K
(�)
n F ��� Z�������������

+� , 7� ���� {a1, . . . , an} = 0 $���� ai + ai+1 = 1 $:� ��� i < n�
+��, 5�� ���""� K

(�)
n F ��� ��������� #��� � ·K(�)

n F = 0 �



��	������ ��	��� ���

��� n � 1 /����	���� '�� +� , ��� ��	���� �/���� '�� ��	� +��, $���� n = 0�
5��� ����/� ��	� ���/����#��� K

(�)
0 F ∼= Z/�Z +#��� K

(�)
0 F ��� ���� 3*.���	��

���""� #�� ;�#���� � ��3���� 1�� N������ -*�/��N ,� H����� ���@�� ���
'���� +��, ����� .������	��� 
�����"������

F×/F×� −→ K
(�)
1 F ,

#�� ���� &���.����� aF×� �� #�� +�����������, -*�/�� {a} :/��$:���� ���
/��	��� #��� ��� ��� #����� ���""��������"������ 1�� ����� �����"��.��
��1 ���	����/���� ���""� �� ���� �##���1 ���	����/��� ���""� :/������� H��
��/�� #�� =��� � = 0 ��	�� ������	������� �/'��� �� #����� =��� #�� &�������
+��, ���1��� ���� ����@	���	� ���# K

(0)
i F +i ∈ N, #�� ��������	��� K����""��

1�� F  1�� ������ �����$:��� ��# ��� KiF /�3��	���� '@����# ��� $:� /��
���/���� � ∈ N #��	� +��, ���@�� #���

K(�)
n F ∼= KnF/� ·KnF .

��� #�� &��������� +��, ��# +� , ������ ��� ���	�� $�����#�� �/ +�� T��0�U,>

+�%, 7� ���� ��	� {a1, . . . , an} = 0 $���� ai + ai+1 = 0 $:� ��� i < n�

5�� &������� +� , ���Q� ��	� #���	 ����0������	� =:� #�� ����1����� #�����
5�6�������� +�� =��� 1�� KnF = K

(0)
n F , 1��'���� �	� ��$ T��0�U�

R�	� #�� 5�6������ 1�� K
(�)
n F ��� J�#�� 7������ #����� ���""� ��� -����

1�� -*�/���� #�������/��� E� ξ ∈ K
(�)
n F /�3��	��� ��� l(ξ) #�� .������� E���

l ∈ N $:� #�� ξ ��� -���� 1�� l -*�/���� ���	����/�� '��#�� .���� E�
����/���� n, � #�6������ '�� #��� ���� 
�1������� #�� 2��"��� F 

λ(K(�)
n F ) = sup {l(ξ) | ξ ∈ K(�)

n F} ∈ N ∪ {∞} ,

��# /�3��	���� ��� ��� #�� ���*	�� $�	 K
(�)
n F � 7� ��� ���� #��� λ(K(�)

n F ) � 1
'��� J�#�� 7������ 1�� K

(�)
n F ���/�� ��� -*�/�� ����

=:� 2��"�� F ��� char(F ) �= 2 �"����� #�� 
�1�������� λ(K(2)
n F ) /�� #��

F������	���� #�� u��	$����	�� u(F ) ���� '�	����� &���� +�� T1����U,� E���
��� $:� ��	��������� 2��"�� F #�� ��#������ u(F ) < ∞ @B��1����� #���� #���
λ(K(�)

n F ) <∞ ��� $:� ���� n ∈ N� �� 2��� 1������� #��� #��� �	��� #��� #��
=��� ��� '��� ��� λ(K(2)

2 F ) <∞ ��� +�� T1���� !��J�	���� �U,�
�������� ������ ��	� #�� =���� �/ /�� n � 2 ��� #�� 7�#��	�.��� 1�� λ(K(�)

n F )
��	� �	��� #�� 7�#��	�.��� 1�� λ(K(�)

n+1F ) $����� F�/�.���� ��� '����� �/ /��

n � 2 ��� λ(K(�)
n F ) � 1 ��	� λ(K(�)

n+1F ) � 1 $����� 
� =��� � = 2 �= char(F )
'��#� #�� 3����3� $���������� 
�"��.����� �����#���� 1�� 7���� ��# 8�� ��3����



��� �� .� �����	

+�� T'70�U,� 5��� ����#�@�3��	� #�� H��� 1�� λ(K(�)
n F ) ��	� ���.:�$�� :/��

K
(�)
m F $:� m > n ���$��� .��� 3���� #�� $�����#� -��3�

(��) ��
 �1��	�� #���	 −1 ∈ F×� ?':�: � �	������@ �	� λ = λ(K(�)
2 F ):

(�		 ��� K
(�)
m F = 0 �+� m � 2λ + 3:

F��"�:����	� /����3�� #�� ��'��� #����� -��3�� ��$������� .���	'�	 �� ����
#������� &��� K

(�)
∗ F =

⊕
n∈N K

(�)
n F +�� T1����U,� 7�� ���������1�� ��'���

�@��� ��	� ����� 9��'��#��� 1�� $��������	 8����	 $:���� '��	�� �� �@	�����
�/�	����� �����$:��� '��#�� +�� T&���(U,�

#� 3� ���!!� ��� �95
�,�	

H�� #�6������ 3� � ∈ N ���� ���""� G(F, �) :/�� 7�3�����#� ��# &����
������� 5�� ���""���"������� '��# ��� N+N ������� '�/�� �/�� #�� 2�����
����1��@� ��	�� 1����������3� '��#� 7�3�����#� #�� ���""� ���# 7������� #��
������� 〈a〉 ��� a ∈ F×� H����� ������ $�����#� &��������� �� G(F, �)>

+9�, 7� ��� 〈a〉 = 〈a′〉 $���� {a} = {a′} �� K
(�)
1 F �

+9 , 7� ��� 〈a, b〉 = 〈a′, b′〉 $���� {ab} = {a′b′} �� K
(�)
1 F ��# {a, b} = {a′, b′}

�� K
(�)
2 F �

7��� N-����N 〈a1〉+ · · ·+ 〈an〉 �������� '�� .��3 ��� 〈a1, . . . , an〉 ��# ������
��� ���	��� 7������ 1�� G(F, �) ���� ��8��� + �� F � H�� /�3��	���� ��� 0
#��� �������� 7������ 1�� G(F, �) ��# �	����/�� −〈a1, . . . , an〉 $:� #�� 
�1����
1�� 〈a1, . . . , an〉� -��# m ∈ N ��# ϕ ∈ G(F, �) �� �	����/�� '�� m× ϕ $:� #��
m�$�	�� -���� ϕ + · · ·+ ϕ�

����1����� $:� #�� ����/���� 5�6�������� ��� #�� -"�3���$��� � = 2� 
��
�@���	� F ��� 2��"�� ��� !����.�������. 1���	���#�� 1�� 2 �� ��� #�� ���""�
G(F, 2) ��	��� ��#���� ��� #�� H�����������#��	.����""� Ŵ (F ) +���� ���:	.�
��	������� #�� �����"��.���1�� -���.��� #����� &�����,� 5��� ����/� ��	� ��� #��
/�.������ 2�����@B��1����3���3 1�� H��� +�� T7�,�� !�� 
 -�	�� �U,� 5�����
/����� #��� ��	� #�� &��������� 3'��	��� B��#�����	��� =����� :/�� F ���
#�� 
#�����@��� 3'��	��� =����� #�� 5�������� 1 ��# 2 ��'����� ������ /3'�
@B��1����� #�3� ��� #�� 
#�����@��� 3'��	��� #�� 1�$�	��� ��# 3'��	��� #�� 2�
$�	��� I6����$����� :/�� F � H�� 7���� ��# 8�� ��3���� ��/�� ����"��	���
$:� n ∈ N #�� n�$�	��� I6����$����� ������#����� #�� -*�/���� �� K

(2)
n F +��

T'70�U,� 9��'��#�� ��� ���3����� $:� n � 2 �� '��# .��� #��� +9�, ��#
+9 , ����#� #�� ������� &��������� ���# �� B��#�����	�� =����� :/�� F 3�
/��	����/���



��	������ ��	��� ��	

-�/��# ��� #�� =��� � = 2 1���@��� ��� #�� ���""� G(F, �) �� #�� &���� ��	��
.��������1� H���� #�� ����	����� {a, b} = −{b, a} �� K

(�)
2 F ��� �@���	� ���

#��� 〈a, b〉 = 〈b, a〉 '��� 2 · {a, b} = 0 ��� �� K
(�)
2 F � 7���� ����'����� 7����3

$:� #�� 2��������1��@� ��/� �� J�#�	�>

%���� ��
� 8+� a, b ∈ F× ���� 〈a, b〉 = 〈b−1, ab2〉 = 〈a2b, a−1〉 �	 G(F, �):

5��� $���� ��� &������� +9 , #��	� &�	���� �� K
(�)
2 F � ��	� .��� ��� #���

#�� =����� 〈1〉 ��# 〈−1〉 �� E������ 1�� G(F, �) ������ ��# #��� 〈a,−a−1〉 =
〈1,−1〉 ���� ��� ���@�� #����>

�	��������� ���� #���	 n ∈ N �	� a1, . . . , an ∈ F×: �	 G(F, �) ����

〈a1, . . . , an〉+ 〈−a−1
n , . . . ,−a−1

1 〉 = n× 〈1,−1〉 .
+��'�	��' ���� J���� ����	� $�	 G(F, �) ��� ��	� (��������	� ��� 8���

〈a1, . . . , an〉 − m× 〈1,−1〉 ,
��� �����	���	 m, n ∈ N; a1, . . . , an ∈ F×:

=:� ���� ��=��� ϕ = 〈a1, . . . , an〉 #�6������ '�� ��� (���	���	 ��# (�����
��	�	�� ��� dim(ϕ) = n ��# det(ϕ) = (a1 · · · an)F×� ∈ F×/F×�� C���#��	�
'��#�� ���""���������"������ dim : G(F, �) −→ Z ��# det : G(F, �) −→
F×/F×� $����������


	� ��'@��� 3'�� 7���/����� �� #����� E����������� ���� �� #����� -�����
�@��� ��$ #�� ��'��� ���3������ +�� T&���(U,�

�	��������� ���� (�� %��	 ��� �  ����	� det : G(F, �) −→ F×/F×� ��� ��
-�	���� $�	 G(F, �) �	������	:

(��) ���� #�� −1 ��	� ���� .���	' �	 F ?':�: � �	������@: (�		 ���� �+� 1����
����	� ϕ ∈ G(F, �) ��� ���������� �× ϕ = (� · dim(ϕ) ) × 〈1〉:

��� char(F ) �= 2 ��� ��� �� H�����������#��	.�&��� Ŵ (F ) #��	� #��
I����3�� #�� =��#��������#����� ÎF 1�� Ŵ (F ) ���� �/�������#� =���� 1��
F�������""�� ����/��� 8����� ��	� �� #�� ���""� G(F, �) ��������� F�����
���""�� Gn(F, �) +n ∈ N, #�6������ #�� �� -"�3���$��� � = 2 �= char(F ) '�
G(F, �) = Ŵ (F ) ��� ����#� #�� ���""�� (ÎF )n ����/��K E����#��� $:� n � 3
��� #��� ����@	���	� �����	��

7� ��� G1(F, �) #�� 2��� #�� 5����������//��#��� dim : G(F, �) −→ Z�
H����� ��� G2(F, �) #�� 2��� #�� ������	��@�.��� 5�������������������"����
���N det |G1(F,�) : G1(F, �) −→ F×/F×�� 5� /��#� �//��#����� ���J�.��1 ���#
���@�� ���

G(F, �)/G1(F, �) ∼= Z ,



��
 �� .� �����	

G1(F, �)/G2(F, �) ∼= F×/F×� ∼= K
(�)
1 F .

7��� 1���#����������� ��=��� #�� ������� 〈1,−a,−b, (ab)−1〉 +a, b ∈ F×,
/�3��	���� '�� �/ J��3� ��	� ��� 〈〈a, b〉〉� 5���� 5�6������ ��� #��	� #�� �������
1�� 2�$�	��� I6����$����� ���������


� #�� ������� #�� B��#�����	��� =����� /�3��	���� ��� ��� ������"���
#�.� 〈1,−a1〉 ⊗ · · · ⊗ 〈1,−an〉 ��� n������ .&�������� ��# �	����/� #�$:� ��	�
〈〈a1, . . . , an〉〉� =:� 2�$�	�� I6����$����� ���@�� ��� #��� ����#� #�� ����	�����
〈〈a, b〉〉 = 〈1,−a,−b, (ab)−1〉� 7� ����� 3� /�3'��$��� �/ ��	� #�� �����< #��
n�$�	��� I6����$��� ��	� $:� n �= 2 ����1��� ��$ ��=����� :/�������� �@��� #�
�� G(F, �) J� .���� �����"��.����� 3�� 9��$:���� ������

(��) �� � (�� ������ G2(F, �) ���� ��'���� $�	 ��	 ����	��	 ��� �������
〈〈a, b〉〉 − 〈〈1, 1〉〉 ��� a, b ∈ F×:

H�� �/�� .��� ��� G3(F, �) ����1��� #�6����� '��#��K

(� ���%��9/��	�.91�����	

F� ��=����� $:� ����	������� �� #�� K����""�� K
(�)
n F ��'��#/�� 3�

��	��� $:��� �	� ��� �//��#����� wn : G(F, �) −→ K
(�)
n F +n ∈ N, ��� #��

5��3���� 5�6������ #�� -���$���H�����*�2������ +�� T3����U, 1���������������
5�� ���#������ &��� K

(�)
∗ F =

⊕
n∈N K

(�)
n F /����� ��	� �� ���:���	��� H����

�� #�� &��� K
(�)
Π F =

∏
n∈N K

(�)
n F ��� '���� #�����/� �����"��.����� #�6�����

���� 5���� 7��/������ ����"��	�� �� ��'����� H���� #�� D/������ 1�� I��*�
������� F [X ] 3�� I����3���������� F [[X ]] :/�� ����� 2��"�� F � 7� ��� #����$
�����'����� #��� /�� � �= 2 #�� �����"��.����� �� /��#�� &����� �� #�� &����
��	�� .��������1 ����

H�� /�3��	���� �� H������� ��� U(F, �) #�� ���""� #�� 7�������� �� &���
K

(�)
Π F � 5���� ���""� ����@�� ����� ��#���� #�� 7������� 1 + {a} ��� a ∈

F×� -�� U1(F, �) #�� 1�� #�� 7�������� #����� ���$�	��� ������� ��3�����
F�������""� 1�� U(F, �)� 5��	� 9������	� #�� &��������� �� G(F, �) ��# ��
K

(�)
Π F '��# .��� #��� #�� E���#���� 〈a1, . . . , an〉 �−→ (1 + {a1}) · · · (1 + {an})

����� C������"������

w : G(F, �) −→ U1(F, �)

�� ���#������� H���� $�������� 5� U1(F, �) ⊂ K
(�)
Π F ��� ��� ��� #���� ��	�

�//��#�����
wn : G(F, �) −→ K(�)

n F (n ∈ N) ,



��	������ ��	��� ��

'��	�� ��������� #�� ��#������ ��$:���� #��� �� K
(�)
Π F #�� ����	�����

w(ξ) =
∑
n∈N

wn(ξ)

$:� ���� ξ ∈ G(F, �) ����� C���/�� ��� �<��/�� w0 #�� .�������� =��.���� ���
H��� 1 ∈ Z/�Z = K

(�)
0 F � H����� /����� #�� ���:���	�� 
#����6.����� 1�� K

(�)
1 F

��� F×/F×� #�� �//��#��� w1 ��� #�� C������"������ det : G(F, �) −→
F×/F×� �� 7��.�����

=:� #�� =��� � = 2 �= char(F ) '� G(F, �) = Ŵ (F ) ��� '��#�� #�� �/�
/��#����� wn (n ∈ N) �� T3����U ��# �� T��0�U �������	�� ��# ��� #�������
7���	���%�����	 /�3��	�����

�	��������� ��
� 8+� ξ, ζ ∈ G(F, �) �	� n ∈ N ����

wn(ξ + ζ) =
n∑

k=0

wk(ξ) · wn−k(ζ) .

=:� n > 1 ��� #�� �//��#��� wn �� ����������� .��� C������"�������
�����#���� ����/� ��	� ��� #�� I��"�������>

+��'�	��' ���� (�� �	����*	
�	� w2|G2 : G2(F, �) −→ K
(�)
2 F ��� ��	 ���1�
�

��$�� ������	��������������; ��� ��� ����	� 〈〈a, b〉〉−〈〈1, 1〉〉; ��� a, b ∈ F×;
�	 ��� #�� �� {a, b} + ���+���:

H�� #�6������ ��� G3(F, �) ��� #�� 2��� 1�� w2|G2 : G2(F, �) −→ K
(�)
2 F �

H�� ��/�� #���� ���/����#��� G2(F, �)/G3(F, �) ∼= K
(�)
2 F � ��	� $:� G3(F, �)

.��� ��� 7�3�����#���*���� ������/�� '��#��>

(��) ���� (�� ������ G3(F, �) ���� ��'���� $�	 ��	 ����	��	 ��� �������
〈〈a, b〉〉+ 〈〈a, c〉〉 − 〈〈a, bc〉〉 − 〈〈1, 1〉〉; ��� a, b, c ∈ F×:

7� ������ ��	� ��� #�� =���� �/ �� ����� ���:���	��� ���""���������"����
��� G3(F, �) −→ K

(�)
3 F ��/� #�� ���J�.��1 ��� �� #��� ��	� '��#���� ����

F�������""� G4(F, �) ��� #����� 2��� #�6������ ���Q��

*�	�����' ���� ��� K
(�)
3 F = 0; �� ��� w : G(F, �) −→ U1(F, �) ��	 �������

������� �	� G3(F, �) = 0:

5�� R:�3��	�.��� 1�� ��=����� ��# #���� -���$���H�����*�2������ /�����
��$ #�� �����	�� #��� ��	� J�#�� -*�/�� {a1, . . . , an} �� K

(�)
n F ��� ���# �����

��=��� 〈a1, . . . , an〉 ����� wn ��<����� �@���� 5���� ��� K
(�)
n F ���1��� $���� wn

#�� R����//��#��� ����



��� �� .� �����	

=���� $����� #�� �/��� 9�������� /���@���� '��#�� .��� �� ���Q� #��� ����
�����#�� /��� -��#��� 1�� 2��"��� F 1�� .����������	��� 5�������� 2
����<��� =:� ���	�� F ���� �@���	� K

(�)
3 F = 0 ��$��� � ��	�� 1�� char(F )

������� '��#� ����"���� $:� ���	�� 2��"�� ���# =��.������.��"�� ����/����	���
=�@	��� :/�� C� ���'����� 3� #�1����� �<���� =����� :/�� #�� K��������
/3'� #�� ����������""�� ���	��� 2��"�� �	������ #�#��	� �@��� ���:	.��

)�%���	���

!���,:% '� ��!��� ' ������ ������ *,,:� (��(���1
!K��0*% �� +��$�� ' KA8���� )�� ������� )� $������3���� )D�� ��)���

C��)���C�� ��� �� ���(� )� ������A���C�� )VA����� )� 2� �	 !	 ��� 	

��	 &���� ��� +�/0*-� ��00'��0.1

!#H�*% 
� ���� & �� �� .�� ' �8���� ����� ��) K������ �� 8��)�� �	 ��"����
�� +�/�*-� �.�'*��1

!F��,,% �� '�� ' "��(����� �� ���� 8��) ��������� �	 ��"���� ��� +*,,,-�
��1 *� :.�':/*1

!H��.,% �� �� .�� ' 3�� ��"������ ����� � 2�� ����� ����� ���B���7"������
��9����� "�1 
��1 6)�����) ���	 �������� =��)��� ����1� �/.,� =��
���) �����) (������ ���������� H������ >��� $����1

!���,% �� ����� ' 6���9��� K������ ��) C��)���� ������ ������	 ����	 

+�/0/7�/�,-� ��.'�::1

!$��.�%  � �!������ ' 8�� ����� �� $�������� ����� ����)������ )�� �����
��������� 3������������� ���1 *�,� $(������������� ������ �/.�1
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��� ������	
�� ����� �� �1�	�11
��������� ��������� �������

����5����
� �, -�0 �
 H−1(T)

�� -����*��

�� ����*�?
G������ �� S����� 
������� ��� ����������� "2�.,�� S����� $<�J�����)
������ � ����������"����

�������� � �� �����# ������ �������� � �!� ����# �& ��� #�� ��������� �& �� ����� �& �!�
/�? �2������

�� ��	�������

8�� �� 	����#�� ��� 
������ 9���� I��/��� +
9I, $�� ��� 2����'���#�9���� �B���
���� �� ��� 	��	��

vt = −vxxx + 6vvx t ∈ R, x ∈ T = R/Z

v


t=0
= q ∈ Hα(T).

���� "��/��� ��� /��� ���#��# �������1��*� 
� "����	���� �� �� .��'� ���� $��
q ∈ C∞(T) ��� +
9I, �#���� � ���B�� �������� S (t, q) '��	� ������ $�� ���
����� +��� T&�0+U,� ;�� ��� �� �� ���1� ��� +
9I, $�� 1��* ����� ������� #���
��	� �� #�����/������ �� ��� -�/���1 �"�	� H−1(T)�

E�����# ���!� �����
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H� ��* ���� � 	��������� 	��1� γ : [T1, T2]→ Hα(T) '��� T1 < 0 < T2, γ(0) = q
��# α ∈ R �� � �������� �$ +
9I, �$ $�� ��* T1 < t < T2 ��# $�� ��* ��B���	�
(qk)k�1 ⊆ C∞(T) '��� q = limk→∞ qk �� Hα(T) ��� ��������� S (·, qk) ��1�
��� "��"���* ���� γ(t) = limk→∞ S (t, qk) �� Hα(T)� 
� ���� $����'� $��� ���
#�6������ �$ � �������� �$ +
9I, ���� �� �� ���B�� '����1�� �� ������� 
$ ���
�������� �$ +
9I, ������ '� #����� �� /* S (t, q)�

��� �/�1� +
9I, �� ���# �� /� ���/���* T���$����*U C0�'���"���# �� Hα(T) �$
$�� ��* q ∈ Hα(T) ��� �������� S (t, q) ������ ���/���* �� ���� ��# ��� ��������
��" S �� 	��������� T���$����* 	��������� �� /���#�# ����U �� � ��" S :
Hα(T)→ C0(R, Hα(T))�

�� )������

���	�� 
� T1��#�U %�3 �� ��� ���� C0���������� �	 Hα(T) ��� �	� −1 �
α � 0:

����	� ��

+�, ������� � ��"��1�� �� "����	���� �� ������� ������� �$ T&
��#U T&
��0U
T126��U T 1�+�#U� F���� ������� ������� �� �� "��1�# �� T 1�+�#U
���� 2#9 �� ���/���* ���$����* C0�'���"���# �� Hα

0 (T) $�� ��* α � −1/2�
+ , 
� T  ��#U �� �� ���'� ���� 2#9 �� 	�� ���$����* C0�'���"���# ��

Hα
0 (T) $�� −2 < α < −1/2 '���� Hα

0 (T) = {q ∈ Hα(T)
 ∫

T q = 0}�
-�� ���� T&
��0U�

��� $����'��� ������� ������ ���� '��� .��'� $������� T��0�U �$ ��������� �$
+
9I, $�� ������ ������� #��� 	������� �� ���# $�� ����� ������� #����

���	�� �� T1��#�U 8�� �	� q ∈ Hα(T) ���� −1 � α � 0; ��� �������	 ��
?�3.@ ��� ��� �������	� �����������

+�, ��� �� �� t �→ S (t, q) �� ������$��� �������:
+��, t �→ S (t, q) �� ������ ��������:

������� � ��# ������� � 	�� /� �""���# �� �/���� 	�����"��#��� ������� $��
��� 
9I �$ ��� ��#�6�# 2#9 +�2#9,

ut = −uxxx + 6u2ux t ∈ R, x ∈ T

u


t=0
= r ∈ Hα(T).



����"��������� �� ��� ���

���	�� �� T1��#�U �%�3 �� ��� ���� C0���������� �	 Hα(T) ��� 0 � α �
1:

����	� ��
+�, ������� % ��"��1�� �� ������� ������� �$ T&
��#U T126��U T 1�+�#U�

F���� ������� ������� �� �� "��1�# �� T 1�+�#U ���� �2#9 �� ���/���*
���$����* C0�'���"���# �� Hα(T) $�� ��* α � 1/2�

+ , 
� T  ��#U �� �� ���'� ���� �2#9 �� 	�� ���$����* C0�'���"���# ��
Hα

0 (T) $�� −1 < α < 1/2� -�� ���� T&
��0U�

����#�� ������� � ��� ���� �����#���� �$ ��� "���$ �$ ������� % �� ��� $���
��'��� ������ �� ��� ����� ��" B : L2(T) → H−1(T), r �→ rx + r2 6���
�����#�	�# /* ����� T����U ��# "��1�# �� /� � �@	.���# �����$��������
��""��� ��������� �$ �2#9 �� ��������� �$ 2#9�

���	��  � T1��#�U
+�, 8�� �	� α � 0; ��� ����� ��� B : Hα(T)→ Hα−1(T) �� � ��� �� ����:
+��, 0��������� �� Hα

0 (T); B �� � ���� �	������ ����������� �	�� ��� ���� �	�
������ �� ��	����� Hα−1

0 (T) := {q ∈ Hα−1(T)
λ0(q) = 0} ����� λ0(q)

��	���� ��� ������ ����	$���� �	 ��� �������� �������� �� ��� ��������
−d2/dx2 + q:

����	� !� ������� ( �� /���# �� ������� ������� �� ��� &�		��� ��" T1��#�U�
-��� �$ ��� ������� �� T1��#�U ��1� /��� �/�����# �������������* +/�� '���
#�<����� ���� 	��"��	���# "���$�, /* T1
���U�

��� ���� �����#���� �� ��� "���$ �$ ������� � �� � ������ �� ��� ������ $��� �$
��� 2����'���#�9���� �B������ 	����#���# �� �� �������/�� C���������� �*�����
�� $�������� �� �����#�	� ��� $����'��� ��#�� �"�	�� (α ∈ R)

hα := {(xk, yk)k�1

xk, yk ∈ R;
∑
k�1

k2α(x2
k + y2

k) <∞}

'��� ��� ����#��# I������ /��	.�� '���� {xk, yk} = 1 = −{yk, xk} ��# ���
����� /��	.��� /��'��� ��� 	���#����� $��	����� 1������

;� ��� �"�	� Hα
0 (T) := {q =

∑
k �=0 q̂ke2πikx

q ∈ Hα(T)} '� 	����#�� ���
I������ /��	.�� �����#�	�# /* ���#��� ��# ��#�"��#����* /* =�##��1 ��#
E�.����1

{F, G} =
∫

T

∂F

∂q(x)
d

dx

∂G

∂q(x)
dx.
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���	�� "� T12�#U; T1���#U ����� �9���� � ���� �	������ ��C����������
Ω : H−1

0 (T)→ h−1/2 �� ����

+�, Ω ������$�� ��� .�����	  ���
��H
+��, ��� �	� −1 � α � 0; ��� ����������	 Ωα �� Ω �� Hα

0 (T) �� � ���� �	������
�����������; Ωα : Hα

0 (T)→ hα+1/2H
+���, �	 H1

0 (T); ��� %�3 5������	��	 H (q) =
∫

T
(1
2q2

x+q3)dx; ���	 �9�������
�	 ��� 	�� ������	���� (xk, yk)k�1, �� � ���� �	������ ��	����	 �� ��� ���
���	� Ik := (x2

k + y2
k)/2 (k � 1) ���	�:

����	� #� 
� T12�#U �� �� ���'� ���� Ω0 : L2
0 → h1/2 �� � ���� ����*��	

������"���� '��� "��"������ +�, ��# +���,� �����1�� �� �� "��1�# ���� $�� ��*
α ∈ N ��� ������	���� Ωα �$ Ω �� Hα

0 (T) �� � ���� ����*��	 ������"���� Ωα :
Hα

0 (T) → hα+1/2� ���� ������ ��� /��� �����#�# �� T1���#U �� $��������#
�� ������� 0�

)�%���	���

!���/�% �� ����)�� ' L����� ��������� ��������� (�������� ��� ������ ����
��� ��9���� ��) �((������� �� �������� �������� �C������1 

1 ;��
F)���C������ *��	 ,����	 ����	 � +�//�-� ��1 �� *,/'*0*1

!���/�% � ����)� F����<�� )� ���� �C����� <�� �������� �� ����
)���� 
������ ����	 '-	
	) � +�//�-� ��1 *� ���'��/1

!�$��% �� .� ��� & 
� ����� ' ;�� ���������� (��9��� ��� ��� F����<���
)� ���� �C������ &����	 3����	 !�	 
�	 /� � 
��	 � �	� +�/��-�
��1 �*.�� ���'0,�1

!"";,�% �� ������	 �� ��������� & �� ��� ' 6� �(������ ���C���� ��)��
������ ��) ��< �������� ���(���)���� ��� �������� )�������� �C�������
����	 �	 ����	 ��� +*,,�-� ��1 0� �*��'�*/�1

!"F$+,�% �� ���������	 �� '���	 /� ���""����	 �� ������� & �� ��� '
$���( ���9�� <����(���)���� ��� F)� ��) ��)8�) F)� �� R ��) T� �	
����	 ����	 
�	 �� +*,,�-� ��1 �� �,�'�:/1

!F�;,�% �� '�11����	 �� �2�� & &� ��1���� ' ��	��V ����)����� ��� F)�
�� (���� �(���� �� )���9������ *,,�� ���(��� $����� 
������� �� �����
������� G������ �� S����1

!F��,*% �� '�������� ' "��������J���� �� �(������ ��� $���Q)���� �(������
<�� (���)� )���9������ *,,*� ���(���1

!F�,�% �� '�11���� & �� &2�!��� ' 9 : ; 9��� #���9���� )�� ��������	
��) ���� ����J��9���1 �1 L����1 6 $���� �� ��)��� $���� � � ������
����� !=������ � ���������� ��) =�����) 6����1 ��) $����1 6 $���� ��
��)��� $���� � � ����������%� ���1 :�� $(������������� ������ *,,�1



����"��������� �� ��� ���

!F��/0% �� �� '��)	 /� &�!� & .� ,�)� ' 6 9����� ������� <�� �(�
(������� �� ��� F)� �C������ �	 ����	 ����	 
�	 
 +�//0-� ��1 *�
���'0,�1

!F;,��% �� '�11���� & &� ��1���� ' ���9�� <����(���)���� �� F)� �
H−1(T, R)� *,,�� ���(��� $����� 
������� �� ����������� G������ 
�� S����1

!F;,�9% � ���9�� <����(���)���� �� �F)� � H−1(T, R)� *,,�� ���(���
$����� 
������� �� ����������� G������ �� S����1

!F;,��% � =���� ��(���������� ��� �������� � H−1(T1) ��) �� �((��
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������������� 
������� G������M� J� FQ��� 3� ����� .0'/,� K��,/�� FQ���
������ • ������ � ���������������������
�������

�������� � �� �����(� �!� ��������� �& �!� ����� �& !� �"���!� ���7������ ���� �������
�& ����������� /����� �"����� �7��� $�! E� ,� :$��� ��� =� @������  ��

�� '	%?���	$

7� ��� f : X → Y ��� ���J�.��1�� ���"������ 3'��	��� �������� .��"����
"��J�.��1�� 9�����@���� 7�� .������	��� I��/��� #�� .��"����� ���������
$���� ��	� 2�������� $:� #�� +��	���,7������3 1�� 5�$���������� #�� ���"����
��� f  '�/�� #�� 9�����@��� X ��# Y $����������� '��#��� ����������� $����
��� ��	� ����� ���	����/��� #�� E������������.��"������ Homf (X, Y ) ⊂
Hom(X, Y ) #�� &����� #�� �������"��� �//��#������

7�� /�.������ 7���/��� �� #����� &�	����� ���� ��'� #�Q #�� ��������
"���������""� ����� .��"����� ������$�����.��� 1�� ����������� �*" #��.���
���� ����������� ���� #�Q ���J�.��1� ���"������ 3'��	��� "��J�.��1�� ����
���$�����.����� 1�� ����������� �*" ����� ��6��������� ����� ���# #�Q #�� /����
�<��#�� E������������.��"������� 1�� Hom(X, Y ) ���� ��#�3����� I��.��
���#� [����	�� =����� '��#�� �� .��"��������*���	��� E����������� 1��
����� ��# R��������� T&B�0U �������	���



��
 �� �������


	� ��	��� �� #����� -������/������ :/�� ���� ���������� ��/���
T�12�#U ��� A�����. C'��� ��# ������ I�������� /���	���� �� #�� '��
#���� .������	��� &�������� 1�������������� ��# #�� &��� #�� ���J�.��1�� ����
"������ $:� ���� ���Q� 2����� 1�� ������$�����.����� 1�����@�#�� /��	����/���
5�� 1��������#� �����/������ ����@�� .���� ����� 7���/����� ������ #�� ���
'����#�� �/�� �� ���Q���� ���$:����	�.��� ��� �� T�12�#U #���

�� 5
�,�����	$ ��� '�$��	����

7�� ���J�.��1�� ���"������ f : X → Y ��� ��$ J�#�� =��� #��� 5�$��������
��� '��� #�� E���1�����@� Y ���� "�����1�#����������� �������"���������""�
��� #��� #�� 2��"���������//��#���

+�, f◦ : Aut0(Y ) → Homf (X, Y )
g �→ g ◦ f

��� �<��/�� ��J�.��1� 5�� ���1� 9�������� #�Q ���� 5�$���������� 1�� f 1��
�������"������ #�� E���1�����@� .����� ��� ���:���	� $���	�� 5�� C��"��
�������� #�� ��/��� 3���� �/�� #�Q #�� 9�������� ���� ��	���� ��� '��� #��
E���1�����@� ��	�� 1�� ���������� 2��1�� :/��#�	.� ���> #�� �//��#��� f $�.�
��������� ����� :/�� ���� E'��	���1�����@� Z #���� �������"���������""� ����
5�$���������� ��#�3����� 5�� .����.�� =����������� #�� &��������� ������ '��
$����>

(��) ��
 ��*�	$91���4��92����	��� T�12�#U�� � ��� f : X → Y ��	
���1�
��$�� ���������� '������	 	������	 
�����9����1�
��$�	 3�����*��	;
�	� Y ��� 	���� $�	 �����	���	 %��$�	 + �����
�: (�		 �� � �� ��	� 8�
�
���������	� $�	 f ;

X α
��

f

��
Z

β
�� Y ,

�� ��K �����

�� (�� ���������� β ��� ��K����� ��� #�	�������*��	 $�	 X �	� Y �	�
$��'�����; �	�

 � ��� 	��+������ �  ����	�

Aut0(Z)
/

Deck(Z/Y ) → Homf (X, Y )
g �→ β ◦ g ◦ α

��� ��	 �������������:



������	��� ����������� ��

�	� ���	���� �����; ��K ���� ���1�
��$�	 ���������	 	��� Y �	� ��������
����������	; �	� ��K ��� '����,����	 %����	�	��	 $�	 Hom(X, Y ) ������
� ������ 3�����*��	 ��	�:

��� 2������� #�� '�� ���� ��	�� /�'����� ������ '�� ��	� $���>

,�	����	 ��� ��*�	$91���4��92����	��� T�12�#U�
7�		 �	��� ��	 3��������'�	��	 ��� �������� A:B ��� -���$�����*� Y 	���

����� ���; ��		  ����'� Y ��	� �	������; �	$��'������ D ��������	� ��� 8��� T×
W ; �� �� T ��	 ����� ��� (���	���	 dimT = h0(X, f∗(TY )) ���: -��*�'����
�����

dim Homf (X, Y ) � dimY − κ(Y ),
�� �� κ(Y ) ��� %���������� (���	���	  �'����	��:

R�	�� ���3 "�@3��� �/�� 1������	�� ���$�	��� 3� ���.�� $����� '�� #�� 7���/�
����� #�� ��/��� �� 3�������>
� 5�$���������� 1�� ���J�.��1�� ���"������ ���# ����� ���/�������� ��

��� #��� �� ��/� ����� .����� ���������	��� ����#> #�� E���1�����@� ���
1�� ���������� 2��1�� :/��#�	.��

� H��� #�� E��� ��	�� ��� ���������� 2��1�� :/��#�	.� ��� .����� ����
5�$���������� 1�� �������"������ 1�� ����� E'��	���1�����@��

#� &�4�		�� ��������	

5�� ��'��� #�� -��3��  �� 1��'��#�� ���� &���� 1�� /�.������ �����	���
#�� '�� #�� ��B�����	�.��� ���/�� ���� ��	� ������ 3��������������� ��/���

3�� ��	$�	������, ��� �
,9����,��� 5�� ���1������� 7�����	��$�
#�� &����� #�� ���"������ ���$��� ���� .������	�� 
#����6.����� #�� E����.��
���������������� THom|f 1�� Hom(X, Y ) �� #�� -����� f ��� #�� 9�.�������
H0(X, f∗(TY )) ����� T1
��� 
� ����  ��(U�

-������� ��
� (�� ����	�� $�	 H0(X, f∗(TY ))  �'����	�� ��	 ��� L�	�
&	��������� (���������	�	 $�	 f M: ��	 	�		� ��	 ���������� f L�	&	������
��� �����M ��		 h0(X, f∗(TY )) = 0 ���:

&��������	$ ;
	 L�����$���	$�	 ����� �����	� 
� #����� �/�
�	����� ��� f : X → Y ���� +�����	���'���� 1��3'�����, D/���������� 1��
.��"����� ������$�����.������ 5��� ��� /�.���� #�Q #�� ���/� f∗(OX) 1��
OY �����/��� ��� 9�.���/:�#�� ��$ Y ���$��� T���00 


 	��"�� )U� H����� ����>
X ∼= �!��(f∗(OX))�



��� �� �������

H��� Z ���� E'��	���1�����@� ��� :/�� #�� f $�.���������

X a
��

f

��
Z

b
�� Y ,

#��� ��� b∗(OZ) ���� .��@����� F��������/�� 1�� f∗(OX)� ��#��� �����
������ 3� J�#�� .��@������ F�������/� 1�� OY ���#��� F ⊂ f∗(OX) #��
�/���	������� ����� #�� �����"��.�����

µ : f∗(OX)⊗ f∗(OX)→ f∗(OX)

��� ���� E'��	���1�����@� Z := �!��(F ) :/�� #�� #�� �//��#��� f $�.���������
�� #�Q F ∼= b∗(OZ) ��� T���00 

� ��� ����U�

H��� #�� ���/� F 3��@�3��	� ��	� ��.�� $��� ��� ��# ���� 7���	��@�.���
��$ J�#�� ���������� 2��1� �� Y ���# � ��� #��� ��� Z ���� ������$�����.���
��# #�� �//��#��� b : Z → Y ��� ��1��3'���� T2��� ���� ����U�

3� ������9B����,��	95������	$� 
� #����� �/�	����� ��� Y ����
.��"����"��J�.��1� ������$�����.��� E ���� .��@����� ���/� ��$ Y ��# H ∈
Pic(Y ) ��� ��"��� ����#��/:�#��� ���� &�������� ������ ��	� $:� �������
2@�����9�����@��� �/�� '�� /�������� #����� ���# 1�� ������������� ����
��	���

��������� ���� (�� -���

µH(E ) :=
c1(E ) ·Hdim(Y )−1

Rang(E )

	�		� ��	 ��� L#�����	� $�	 E  �'+����� HM: (�� 
��*��	�� ��� � E ���K�
L������� ��  �'+����� HM; ��		 �+� 1��� 
��*��	�� F	������ � G ⊂ E ��� F	�
�������	�

µH(G ) � µH(E )

����:

(��) ��� �������9B����,��	 T�B0+U�� � �� � ��	� ��	������� 8����
�����	� ��� ��� � E ����� 
��*��	�� F	������ �	

0 = E0 ⊂ E1 ⊂ · · · ⊂ Es−1 ⊂ Es = E ,

�� ��K ���� ������	��	 Ei
/
Ei−1 ��� ��  �'+����� H ��	�; �	� ��; ��K

µH

(
E1

/
E0

)
> · · · > µH

(
E
/
Es−1

)
����:



������	��� ����������� ���

7���� #�� '�������	��� &�������� :/�� #�� C��#���R����������=����������
1������	�� #�� =���������� ����� .��@������ ���/� E ��$ X ��� #�� =����������
#�� 7���	��@�.��� E |C 1�� E ��$ ���� ������	���# ���������� 2��1� C ⊂ Y �

(��) ��� ������9)�,�	����	 T�)��U�� � ��� Ei ��� 5������
E��������	�8��������	� ��	�� 
��*��	��	 ��� � E ��� X: 7�		
n1, . . . , ndim X−1 ��	������	� ���K� -����	 ��	�; �	� C ⊂ X ��	� ������ %��$�;
��� ��� ������	������������� (�������	��� ��������	�� (�$�����	 Di ∈ |niH |
�	������; ��		 ��� ��� �	����*	
�	� ��� 5������E��������	�8��������	�;

0 = E0|C ⊂ E1|C ⊂ · · · ⊂ Es−1|C ⊂ Es|C = E |C
�9�
� ��� 5������E��������	�8��������	� ��� ��	������*	
��	 ��� � E |C:

2
��;�I����$�A� %?� 6�4�
��?	���� 
� #����� �/�	����� ��� E ���
9�.���/:�#�� ��$ ����� .��"����"��J�.��1�� ������$�����.��� Y � H����� ���
Y := P(E ) #�� 3��������� �:�#�� 1�� "��J�.��1�� &@���� ��# L :=
OP(E )(1) ∈ Pic(Y ) #�� ����������	�� ����#��/:�#���

��������� ���� ��	 	�		� E �����  �'����	������� 	��; ��		 L �����
 �'����	������� 	�� ���:

&������� �� � #�� Y = P1 �	�

E =
⊕

i=1...n

OP1(ai).

(�		 ��� E ��	�� ��		 �����; ��		 �+� ���� i ����; ��K ai > 0 ���: (�� �+	���
E ��	�� ��		 	��; ��		 ���� ai � 0 ��	�:

��"�� ��# ��$� 9�.���/:�#�� '��#�� �� T�����U T���0�U ��# T32��(U
���$:����	� #��.������� H�� ������� ���� #�� $:� ��� '�������	��� 7���/�����
3��������

+��� ��!� ������	��	 $�	 �����	 3�
��� +	���	 ��	� ����� T���0�
"��"� ���U: ������	��	 $�	 	���	 3�
��� +	���	 ��	� 	�� T32��(
"��"� ����+�,U:

+��� ��"� #�� Y ��	� ������ %��$�: (�		 �����

�� ����� 3�
��� +	��� �� �	 ������$�	 ����: E��� 3�
��� +	��� �� �	
	�����	�����$�	 ���� T32��( "��"� ���%U:

 � 7�		 ��� 3�
��� +	��� E 	�� ��� �	� ���� 0 ���; ��		 ��� ���� ��� �����
�+	��� E ∗ 	�� T32��( "��"� ����+���,U:



��� �� �������

�� 7�		 ��� 3�
��� +	��� E 	��; � �� 	���� ����� ���; ��		 �9������� ��	
������ F	��� +	��� V ⊂ E ; �� ��K ��� ������	� E

/
V 	�� ��� �	� ����

0 ���: (�� �+	��� V ��� ��9���� �	 ��� #�		�; ��K 1���� ����� F	����
 +	��� V ′ ⊂ E �	 V �	������	 ���; T2��� ����  ��U

+��� ��#� �	 ��� #�������	 $�	 8�
� N:O:N: '���� ��	� �����	���� 0���	�	�
�����	���� ��		 H ∈ Pic(Y ) ��	 ������ ������	 +	��� ���; ��		 ����� ���
��9����� ����� F	��� +	��� V �	 ��� 5������E��������	�8��������	� $�	 E
 �'+����� H ���:

(� &�*�����

������ �@ 6���	%����	�� �		��,�� H��� '�� ���� ��� #�� 2����#��
#�� ��'����� 3����� '����� ������ '�� 1�����$�	���# �� #�Q #�� ���J�.��1�
���"������ f : X → Y ���� ��#��	�� �/�� �����	���'���� 1��3'����� D/���
�������� 1�� .��"����"��J�.��1�� ������$�����.����� ����

������ �@ 3� ��	$�	���������	$ ;
	 f◦ � H�� /����	���� ��	� ������
#�� ���:���	�� �//��#��� f◦ : Aut0(Y ) → Homf (X, Y ) #�� ��$ -���� ��0 ��
+�, #�6����� '��#�� 5�� ���1�������� 7�����	��$��� #�� &����� #�� ���"����
��� Hom(X, Y ) ��# #�� �������"���������""� Aut0(Y ) ���$��� #�� $�����#�
���	����/��� #�� �����������//��#��� 1�� f◦ �� #�� -����� e ∈ Aut0(Y )

+ , Tf◦|e : TAut(Y )|e → THom|f .

F���� #�� ���:���	��� 
#����6.�������

TAut(Y )|e ∼= H0(Y, TY ) ��# THom|f ∼= H0(X, f∗(TY ))

'��# #�� �����������//��#��� + , 3�� &:	.3����//��#���

+�, Tf◦|e = f∗ : H0(Y, TY )→ H0(X, f∗TY ).

+�)�� ��
� (�� �  ����	� + , ��� �	1�
��$: 7�		 ��� 0+�
'����  ����	� +�,
���1�
��$ ���; ��		 ���� 1��� �	&	��������� (���������	 $�	 f $�	 ��	�� 3�
�
������� ��� Y 
����; ��		 ������� ��� �  ����	� + , ��	�	 ������������� ���
-����
����	��	�����*���:

5�� �/���� D/���������� ��/�� ��	� ���� ���	����/��� #�� �����������/�
/��#��� �� ����� /����/���� I��.� g ∈ Aut0(Y )>

Tf◦|g = (g ◦ f)∗ : H0(Y, TY )→ H0(X, (g ◦ f)∗(TY )).

H��� #�� �//��#��� g : Y → Y �/�� :/����� ������� &��� ��� ��.����� '��
#�Q #�� &��� #�� �����������//��#��� Tf◦ ��$ ���3 Aut0(Y ) .������� ����
7��� ���������� ������������� ���$��� #��� #�� $�����#� 7���/����



������	��� ����������� ���

+�)�� ���� 7�		 ��� 0+�
'����  ����	� +�, ���1�
��$ ���; ��		 ��� ��� %���
�������	��  ����	� f◦ : Aut0(Y ) → Homf (X, Y ) ��������: �	 ������ 8��� ���
��� ������ ��� #��'�� A:B  ��	���; ��		 ��� Z := Y ���'�	:

H�	������ ������ #@ 1
	����4�
	 �	�� L�����$���	$� R�	� #��
D/���������� ��� -	�����  .����� '�� �������� #�Q �� ����� -	����� σ ∈
H0(X, f∗(TY )) ��/� #�� 	���� 1�� ����� 9�.���$��# ��$ Y .����� H�� '��#��
�� #����� �/�	����� ���� ��1��3'����� D/���������� 1�� Y /���� #�� #��
���J�.��1�� ���"������ f $�.���������� 5�� '�������	��� C��$������� #�/�� ���#
#�� $�����#� R�����1��@��������� 1�� 8�3���$��# $:� #�� 9�.���/:�#�� f∗(OX)
��# #�� !����.����������� 1�� ������������� ������$�����.����� 1�� ��*��.�
#�� ��� .��.��������#� I�����1��@��������� $:� f∗(OX) ������� '��#�� .����

(��) ��� �7�=���%��� T7�=��U" T2��� ��,� �U�� (�� #����  ����	� tr :
f∗(OX)→ OY ������� ��	� 	��+������ #�����	�

f∗(OX) ∼= OY ⊕ E ∗,

�� �� ��� 3�
��� +	��� E ��� �����	�� .�����$��*������	������ ���� 7�		 C ⊂
Y ��	� %��$� ���; ��� 	���� �� 3��'�����	����� �����; ��		 ��� E |c 	��:

5�� I��J�.�����$����� ���$��� #����	� ���� 
#����6.�����

H0(X, f∗(TY )) = H(Y, f∗(f∗(TY ))) = H0(Y, TY )⊕H0(Y, E ∗ ⊗ TY )

H��� #�� -	����� σ ��	�� �� #�� 2��"������ H0(Y, TY ) ����� �������� '�� ����
���� ��	������1���� �//��#��� σ : E → TY �

(��) ��� ��.�
4� T�.�0U" T1
��� ��,� �����U�� #�� C ⊂ Y ��	�
%��$�; ��� ��� ��������	�� $�����*	����� (�������	��� $�	 ���� �����	 (��
$�����	 ��������: (�		 ��� ��� 3�
��� +	��� Bild(σ)|C �����	�����$�	 ����:
�	� ���	���� ��� E |C 	���� �����:

��� 2����B���3 ������ '�� =�����#�� $����

+�)�� ���� #�� H ∈ Pic(Y ) ����� �	� C ⊂ Y ��	� ��������	� %��$� ��� ��
#��' N:P $�	 ������0���	����	: (�		 ��� ��� 3�
��� +	��� E |C 	��; � ��
	���� �����:

-������� �� � 7�� �����	 �+� ��	 0��� ��� �������� ��� ����� �+	��� H ∈
Pic(Y ) ����: #�� C ��	� %��$� ��� �	 8�'�� P:Q; �	� VC ⊂ E |C ��� R	���
8�
� N:O:N: �9�������	��R ��9����� ����� F	��� +	���: 7����� ��� FC ⊂
E ∗|C ��� %��	 ��� �  ����	� E ∗|C → V ∗

C : ��	  ������; ��K FC ���� '��

������	��	 E |C
/

FC ���; ���� 	��� 8�
� N:O:A: ������ 	�� ��� �	� ���� S ���:



��� �� �������

��� #����� 9��/���������� '��#�� '�� #�� ����	��� =�.����������� J��3�
3��@	��� :/�� #�� 2��1� C #�6������ ��# #��� �	����Q��	� ��$ ���3 Y ����
#������

&��.�����' ��!� (�� F	���$�
��� +	��� OC ⊕ FC ⊂ f∗(Ox)|C ��� � ���
��������	 �	��� ��� ��������
����	��  ����	�

µ : f∗(OX)⊗ f∗(OX)→ f∗(OX),

��		 ��� '����,��	�� �  ����	�

µ′ : (OC ⊕FC)⊕ (OC ⊕FC)︸ ︷︷ ︸
grad 0,nef

−→ OC ⊕ E ∗|C
/

OC ⊕FC︸ ︷︷ ︸
∼=V ∗

C , ����������

��� 	��� 8�
� N:T 	����	���������� = 0:

5�� F����1�.���/:�#�� OC⊕FC ⊂ f∗(Ox)|C ���$��� ���� ���� =�.�����������
#�� ������	��@�.��� �//��#��� f |C : f−1(C) → C :/�� ���� ��1��3'�����
D/���������� 1�� C� F� ��� #���� D/���������� 1�� C ��$ ���3 Y
���3�#����� ���:�� �� #�� ������� ��"�� F����/:�#�� VC ⊂ E |C #�����
3� ����� F����/:�#�� V ⊂ E ���3�#����� #�Q $:� J�#� 2��1� C′ #�� '��
�� -��3 ��% ��� ����������� 1�����@�#���� 5��	��	����� 1�� ���� ��"��� 5��
1������ ��$����� #�� 7���	��@�.��� V |C′ ⊂ E |C′ ���.� #�� �������� ��"��
F����/:�#�� 1�� E |C′ ���� 5�� ��� �/�� ��	� =�.� ��) ����� �����	� '��� #��
+���#������, �������� ��"�� F����/:�#�� VC ⊂ E |C ��� ���� #�� +���#�����
���, C��#���R����������=���������� 1�� E |C ��� #�� ��	� ��	� #�� -��3 ��%
1�� ������&��������� 3�� C��#���R����������=���������� 1�� E ��$ ���3 Y
$������3��

+�)�� ��"� 7�		 ��� 0+�
'����  ����	� H0(Y, TY ) → H0(X, f∗(TY )) 	����
���1�
��$ ���; ��		 �� � �� ��	� 8�
���������	� $�	 f ;

X α
��

f

		
Y (1)

β
�� Y ,

�� �� β ��	� �	$��'������ D ��������	� ���:

������ (@ &�*���	��� =���� #�� &:	.3����//��#��� H0(Y, TY ) →
H0(X, f∗(TY )) ��	�� ���J�.��1 ��� ��/�� '�� �� -	����� � ���� =�.�����������
1�� f :/�� ���� ��1��3'����� D/���������� β : Y (1) → Y .����������� H����
#�� F�1��3'�������� ���� ���:���	� f∗(TY ) = α∗(TY (1))�



������	��� ����������� ���

A��3� "�:$�� '�� '��#�� �/ #�� &:	.3����//��#���

α∗ : H0
(
Y (1), TY (1)

)
→ H0(X, f∗(TY ))

���J�.��1 ����

5���� 8� @ R�	� #�� D/���������� ��� -	�����   ��� #�� ��'��� /���#��
��#�� '�� Z := Y (1) ���3���

5���� B�	 @ 5��� '��#������� '�� -	����� � $:� #�� �//��#��� α : X →
Y (1) �������� #�� �//��#��� f : X → Y �

��$ #���� H���� .����������� '�� ���� =���� 1�� ��1��3'������ D/������������

X ��

f




Y (d) �� Y (d−1) �� . . . �� Y (1) �� Y

5����� I��3��� ���� �/�� ��	� ��#��	� 1����� -	������� �//��	��� '��� #�� ���
3��� #�� ��@���� #�� �//��#��� f ��#��	� ���� 5�� /���#�� #�� ��'��� #��
��������  �� ����� #�� 1�����$�	���#�� ������� #�Q f ���� ��#��	�� �//���
#��� 3'��	��� .��"����� ������$�����.����� ����

+� -A�	� 5��$�	

5�� ��'��� /����3� �� 3�������� -����� #�� !����.����������� �������������
9�����@��� 1�� ��*��.�� 5�� -��3 1�� ��*��.� ���� �/�� ��� $:� .��"����
"��J�.��1� 9�����@���� 5����	� �	����� �� ��� .����� #�� -��3  �� �� ������
�������� -���������� ��	���� ����� 
��/����#��� $����� '��>

� ���� #�� -��3  �� ��	� $:� "��J�.��1� 9�����@��� #�� :/�� ����� 2��"��
"�����1�� !����.�������. #�6����� ���#K

� ���� #�� -��3  �� ��	� $:� 2@�����������$�����.����� �#�� 2@�����	��
.��"���� &@���K

-��3  �� .��� ��	� �� �����"������� '��#��> ���� ;/����.������ 3�� 5�$���
������ 1�� ���J�.��1�� ���"������ .����� 1�� ���������� 2��1�� ��$ #��
E���1�����@�� 2��� ��� #���� ������� "�@3�������K ��/� �� ��� �������� 3�
-��3  �� $:� E���1�����@��� #�� ����������� �/�� ��	�� �������� 3��������@��
���# ���#K

)�%���	���

!�>0�% �� ����� & 
� 0�������� ' G�C������ ���)���� ��� ������ �����
���(�� ��((���� ������	 ����	 � +�/0�-� *:�'*��1



��� �� �������

!K�$/:% ��%&� +�������	 �� &������� & �� �!������ ' "��(��� ���(���
������)� <�� ��������� �V����� ������� 9��)���� �	 ��"������ *��	
� +�//:-� ��1 *� */�'�:�1

!2��00% 
� ��������� ' 6�(�� ������ 9��)���� &���	 ����	 ����	 $����� %�� ��

��	 �
 +�/00-� 0�'/:1

!2���,% 
� ��������� ' ����� ������������ � ��"������ ���������� >���� <�����
� �����9������ <�� "1 ����1 H������ >���� � ����������� ���1 ��0�
$(������������� ������ �/�,1

!2����% � ��"������ "������� $(������������� >�< ?��	� �/��� ���)����
;���� � ����������� >�1 �*1

!2F�,�% ��%�� �(�)	 �� '�9���� & �� &������� ' 2������(�� ��(� ����
������� �� ����������� F�)��� )������� ���(��� ����16�7,�,�**,�
N�� *,,�1

!2>��% /� ������ & �� �� 0�������� ' @� ��� ��������� ����(� �� ��)��
�(���� �� ������ 9��)��� �� ������� ����	 ���	 ��� +�/�:7��-� *��'*:.1

!F��/*% �� '���@� +�)1- ' ,���� �� ���� ���� �� ��"������ ������� �� $��A�A
����A���C�� )� L������ ����� �//*� ��(��� ���� ��� $����) $�����
$����� �� 6���9��� ������� ���) �� ��� G������ �� G���� $��� H�	�
"� � G���� 6����� �//�� 6��A��C�� >�1 *�� +�//*-1

!F��/0% � !������ ������ � ��"������ ���������� #���9���� )�� ��������	
��) ���� ����J��9���1 �1 L����1 6 $���� �� ��)��� $���� � � ������
������ ���1 �*� $(������������� ������ �//01

!H�J.,% 
� .�$���"��� ' 6 ������� (� ������� ��� 9������) �������� �� (��B���
��� �(���� ����	 ���	 ��
 +�/.,-� ��1 *� ���'�0*1

!� .�% �� ������� ' ;�� "���� ������� ��) F�)��� )������ �� � �����
����� � 6���9��� ������� � $��)�� �/.�� 6)�1 $��)1 ���� ����1� ���1 �,�
>�����2�����)� 6�����)��� �/.�� ::/':�01

!�=.*% ,� �� ����� & �� 
������� ' $�����9�� ������� �� (��B�����
������� ��) ���� ��������� �� ������� ����	 ���	 ��� +�/.�7.*-� ��1 ��
*��'**:1

!�$,,% �� &������� & �� �� ������� ' 6�(�� ������ 9��)��� ��) 9������)
��������� ���	 ��"���� �� +*,,,-� ��1 �*� ����'��//� 3�� �� �((��)�
9 =�9��� H�J������)� $(���� ���� � ����� �� =�9� 2���������1



����������	��� 
������� ��������

��� ������	
�� ����� �� �5+	�+�
��������� ��������� �������

�	� ���	���
� x2 + y3 = z7

�� !�**

����������� G������ ������� "��(�� =�� �� *.��/ ������� ������ 
������ � ����������
��������

�������� � F� � ��!��� " =�� �� �� >��-� &�  ��� ����  ��"������� 6��"����!��
� ��!��� xp + yq = zr� $�(� "�� ��! &I� ��"��� ���!� �� ��&��"��� ���--�! �� '��
������ ����������� A��" A���(�� ��� F��"�� ��� �����  � -�&� �� �(� �� ��� ��� �!
�� � �� �!� '�������� $��� 1/p + 1/q + 1/r < 1 ��� .� N���""����(�� "� 37��� @���
��� ��9 3��4� �#� ��� A� >�!��&�� �>���� 9 ���� �� �� "� 4I�- �! �� ����� -� -�����
���� �� '��� (�4������ '������� " 6�  (p, q, r) = (2, 3, 7) ��  ������ ��� F�� @��( �"
$�� ��(� ����-��� ��& �� 3���""��� ��� ,���� ��� ������ �� @��4�� ��& ���� J�!�
��� /����� ��" ����! ��!� �� $�(� $� (� ��� 8�&���  ��� ��� '��� ��� /����� O(���
 ������� ���$������ $� �� ���! " 3�$�� ��� 6��"����!�� ?��"����� ���4�""��� F�
3���""��� ��� ������ �� @��4�� ��&������ �� 3����!���� ��� ,����  ��� �J����� ���
E���(��!�� ������� /�����P $� !�(�� ��&I� F�������,��!���� ����  ��"������ 6I� �  �
(� ��& ��� /����  ���� ��! ���� 9!�(���#� ,��!��� ��$������ �" �� @��4�� -� %����P
(� ���  ��-��� /���� $�� ��� ���� .��� ��&����� �!�

�� 6�����$�,�	���	$ ��� 5��,������	 ������	$


	� /���	��� ���� :/�� ���� ���������� ��/��� ��� �� I����� +���.���*,
��# 7� -	�@$�� +-���� !����,�

E�����# �1�!� �����



��
 �� �����

H�� ���� .����� #�� =������	�� ����	����

xn + yn = zn .

5�� -��3 1�� H���� +��# 1����� ��#����, /�����> 7� ��/� .���� 	�������$���
��	 ��	''������	 8������� $:� n ≥ 3� �����	���� '�� #�� 3����������	����
8��������� �������	��

xp + yq = zr

C��� ���# p q ��# r ���3� E����� ≥ 2� 5���� ��/�� 1���� ���33������ 8�������
3�� ����"���

(a11 b7 c3)
2

+ (a7 b5 c2)
3

= (a3 b2 c)
7

��/��# a + b = c ���� 5�����/ ��	��� '�� ��	� �������$�	 8������� #���
8������� �� ������������	 ���3�� E������ 7��� V8�����W ��� ���� ����� ����
"������1� ��	�����1���� ���33������ 8������

-�� χ =
1
p

+
1
q

+
1
r
− 1 .

5�� ������� #�� 8����������� �@��� 1�� 9��3��	��� 1�� χ �/�

���= +���.��� 5����������1����,@

+�, χ > 0⇒ ����#��	� 1���� "������1� 8������� �� ��#��	� 1����� "��*������
��� =��������

+ , χ = 0⇒ ���3��� ��	�����1���� "������1� 8����� ��� 23 + 16 = 32�
+�, χ < 0⇒ ��� ��#��	� 1���� "������1� 8��������

5�� I�����*" $:� =��� +�, ��� #�� /�.����� I��������������� #�� I*���������
�	��� ���"��� 
� =��� + , ��/� �� ��� ��#��	� 1���� ���"�� (p, q, r)� 
� =��� +�,
���# #�� 8������� "������������� #��	� ��������� I��.�� ��$ ��#��	� 1�����
������ ����� 2��1� 1�� ���	���	�� ≥ 2� A�#�� �'��� ��� ��� ��#��	� 1���� ���
������� I��.���


� ��� �������������#�� =��� χ < 0 ��� ��� $�����#� 8������� ��$��#��>



��� ��������� x2 + y3 = z7
��

• 23 + 1r = 32 , r ≥ 7

72 + 25 = 34

132 + 73 = 29

• 173 + 27 = 712

114 + 35 = 1222

1 549 0342 + 338 = 15 6133

• 2 213 4592 + 1 4143 = 657

• 15 312 2832 + 9 2623 = 1137

• 76 2713 + 177 = 21 063 9282

96 2223 + 438 = 30 042 9072

��� �������� #�� ������ 8����� $@��� ��$ #��� ��� 7�"����������"�� ���
I������������ 1�� (2, 3, 7) (2, 3, 8) (2, 4, 5) ��# (2, 3, 9) ��$������� -�� ������
J�'���� 4 2 2 ��# 1 8�����+��, /�� ��# ����"��	��� #�� 1��� �������� ������1��
H����� 1�� χ>

− 1
42

,− 1
24

,− 1
20

��# − 1
18

.

5�� ��/� ������ 3� 1���	���#���� 9�����������

6��,���	$ �@ 7� ��/� ��������� $:� χ < 0 ��� ��#��	� 1���� 8��������

5�� ':�#� ��� #�� ��!�9�������� $������

6��,���	$ �@ 7� ��/� .���� 8������� $:� p, q, r ≥ 3�

7�� �����.����	��� 
�������� ���������" ��� $:� ����� ��'��� �#�� ������
/���"��� ����� ���#"���� 1�� ��� ��� c ��������3�� 5�� 9�������� '��#� ������
#���� �	��� $�:��� 1�� ��J#���� ��# E����� ��@�������

6��,���	$ #@ 7� ��/� .���� 8������� $:� ��#��� 7�"����������"�� ��� #��
1��� ������/�����

6��,���	$ (@ 5�� 8���� ����@�� /������ ���� 8��������



�	� �� �����

�� �I�=� �%?� χ < 0�

���= +H���� ��	�,@ 7� ��/� .���� 8������� $:� (p, q, r) = (n, n, n) ��� n ≥ 4�

���= +5����������� I�����,@ 7� ��/� .���� 8������� $:� (p, q, r) = (n, n, 2)
��� n ≥ 5 ��# $:� (p, q, r) = (n, n, 3) ��� n ≥ 4�

���= +2����,@ 7� ��/� .���� 8������� $:� (p, q, r) = (3, 3, n) ��� 17 ≤ n ≤
10000 n "����

���= +7����/���,@ 7� ��/� .���� 8������� $:� (p, q, r) = (2, 4, n) ��� n ≥ 211
n "����

���= +�����,@ 7� ��/� .���� 8������� $:� I������������ 1�� (2, 4, 6) (3, 3, 4)
��# (3, 3, 5)�

���= +�����,@ 5�� 8���� ����@�� ���� 8������� $:� I������������ 1�� (2, 3, 8)
(2, 4, 5) ��# (2, 3, 9)�

F���� -"�3���$��� (p, q, r) = (2, 3, 7) ��� �����������>

� 7� ��� �9������> χ ��� #�� ���d���� ������1�� H����
� 5�� 7�"������� ���# 1���	���#��� I���3����� �� #��� ��	� /�.�����

�����#��\7���/����� ��	�� ��������/�� ��'��#�� �������
� 7� ��@�� +1�������	�, #�� ������� 8������� $:� χ < 0 /���
� 7� ��� #�� ���3�� =��� $:� #�� ������������ 8������� /�.���� ���# �/��

��	�� �/ #�� 8���� .��"���� ����

������#�� ��� �� ���� ���31���� ��$��/� #�� ��#��	� 1����� 8������� �����
����	���� ��"��3�� 3� /�������� /����#��� #��� '��� ��� ��	�� �<����	����	�
���#� +F�# ��	� ��#��� #���� �	��� #�� E@��� �����/����� ��/��� � � ,

#� '	���� ;��� �*���


� ������� =��� ��/� �� ��#��	� 1���� �'���� #�� %���	����	 ������


x3y + y3z + z3x = 0 

#���� ��������� I��.�� ������ 8������� "���������������
7�� ����� ��� ���� ���� ������ �/��� 2��1� #�� #��	� ��� I��*��� 1��

���# % ��� ���������� 2��?3������ /��	����/�� '��# �� #��� �� ���� �������
�����$�������� ��� �� �� ������������ 2��?3������ ��/� #�� /��#� ����	������



��� ��������� x2 + y3 = z7
�	�

�������#�� :/��$:���� 7�� ���$�	��� ����"��� ���

x3y + 2 y3z + 3 z3x = 0.


�1��������������� ���$��� =������ #�� ����� ���������� I��.� ��$ ����� �'���
#�� 2�����	��� X�����. ���� +��	�� ���'��#�� "������1� �#�� ��	�����1����, 8��
���� 1�� x2 + y3 = z7 3���#����

2�
���,@ =��#� #�� ����1����� �'����Z

(� '��!����� 1��;�	" 5��." )���" /��� �	�  
�

H�� ��#��� ����� 8����� a2 + b3 = c7 ���� ����"���	�� 2��1� 3�>

E : y2 = x3 + 3λ2b x− 2λ3a

'�/�� λ ∈ {±1,±3} �������� 3� '@���� ����
5�� 7�����������������""� E[7] ���$��� #��� ���� 5���������� #�� �/�������

���������""� 1�� Q #�� .������ V=:����W ���> 7� ����� 26 · 33� H�� ������ ��
#���� 5���������� ��� ������'� ���

R�	� H���� ��# ������ !����# 5�����# ��# ��*��� ��� E ��# #���� E[7]
V��#����W�

R�	� &�/�� $���� +�� .��.����� =���, #��� E[7] /�� ��$ B�#�����	��� �'���
������"� ��� 3� E′[7] $:� ���� ����"���	�� 2��1� E′ ��� ����� ��"��3���� 8����
1�� �� 2��1���

R�	� C��/�����#� ��# 2���� '��#�� $:� ����/���� E′ #�� 2��1�� E #��	�
3'�� ��"��3�� ����	����//��� �'���� #�� 2�����	��� X�����. "��������������



�	� �� �����

+� 3� �� 1��;�	

5���� D/���������� 3������� ��� ����� -��#��/����	����� #�� ��#�3��
/��� =���� $:���� 3� ����� ��#��	��� 8���� 1�� �'����� 9���� #�1�� ������ ��	�
#��	� 2�������3/����	������� ������������ 7� /���/�� #�� $�����#�� �� 2���
1�� :/����

C1 : 6x3y + y3z + z3x = 0

C2 : 3x3y + y3z + 2z3x = 0

C3 : 3x3y + 2y3z + z3x = 0

C4 : 7x3z + 3x2y2 − 3xyz2 + y3z − z4 = 0

C5 : −2x3y − 2x3z + 6x2yz + 3xy3 − 9xy2z + 3xyz2

− xz3 + 3y3z − yz3 = 0

C6 : x4 + 2x3y + 3x2y2 + 2xy3

+ 18xyz2 + 9y2z2 − 9z4 = 0

C7 : −3x4 − 6x3z + 6x2y2 − 6x2yz + 15x2z2 − 4xy3

− 6xyz2 − 4xz3 + 6y2z2 − 6yz3 = 0

C8 : 2x4 − x3y − 12x2y2 + 3x2z2 − 5xy3 − 6xy2z

+ 2xz3 − 2y4 + 6y3z + 3y2z2 + 2yz3 = 0

C9 : 2x4 + 4x3y − 4x3z − 3x2y2 − 6x2yz + 6x2z2

− xy3 − 6xyz2 − 2y4 + 2y3z − 3y2z2 + 6yz3 = 0

C10 : x3y − x3z + 3x2z2 + 3xy2z + 3xyz2 + 3xz3 − y4

+ y3z + 3y2z2 − 12yz3 + 3z4 = 0



��� ��������� x2 + y3 = z7
�	�

�� 3� 2�	4��

��$ #����� 2��1�� 6�#�� '�� #�� $�����#�� ���������� I��.���

C1 : (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : −1 : 2)

C2 : (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : 1 : −1),

(1 : −2 : −1)

C3 : (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : 1 : −1)

C4 : (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 1 : 1)

C5 : (1 : 0 : 0), (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1), (1 : 1 : 1)

C6 : (0 : 1 : 0), (1 : −1 : 0), (0 : 1 : 1) , (0 : 1 : −1)

C7 : (0 : 1 : 0), (0 : 0 : 1) , (0 : 1 : 1)

C8 : (0 : 0 : 1) , (2 : −1 : 0)

C9 : (0 : 0 : 1), (1 : 1 : 0)

C10 : (1 : 0 : 0) , (1 : 1 : 0)

5�� ������������ I��.�� ����/�� 8������� ������� ����	����P ��� ���# ����
�	��� /�.����� 7� /���/� 3� 3����� #��� �� .���� '������� ���������� I��.��
��$ #�� 2��1�� ��/� �#�� J�#��$���� .���� #�� 3� '������� 8������� $:����
.�������

0� )��
	��� 2�	4�� ,�  ������.

E�� ���������� #�� ���������� I��.�� ��/� �� ���� ���� �����#�� -�� C
���� ����/����	�� 2��1� 1�� ���	���	�� g ≥ 2� E� C ������ ���� �/���	��
9�����@� J  #�� J��� ����� 3�����*� 1�� CP ���� ���������� I��.�� /��#�� ����
��#��	� ��3����� �/���	�� ���""�� 5�� &��� r #����� ���""� ������ ��������
7����0�	� 1�� J �#�� C� 
�� r < g #��� ���$��� #�� �����#� 1�� !��/���* ����
�/��� -	����.� $:� #�� ��3��� #�� I��.�� #�� �$� �	���$ ���� ��� 1������#��
��� #�� =��� g = 2 ��# ����������� '��� C �*"������"���	� ����



�	� �� �����

F����� 2��1�� ��/�� J�#�	� g = 3 ��# ���# ��	�� �*"������"���	�� F� #��
!��/���*������#� ��3�'��#�� /���	�� ��� 
�$���������� :/�� #�� ���#����
H�������""�� 5���� ���# $:� ���������� 2��1�� 1�����	���	�� 3 ���� �	�'�����
3� /�.������

F����� �'���� ���# �/�� ���� �"�3���� ��# 1�������� ��	� $��� '�� �*"������"�
���	�� 2��1��� H�� ��/�� #�����/ #�� V ��/�����W ��� #�� ��� #�� &��� r
��	� �/�� �/3��	�@�3�� .��� ��$ #����� �*" 1�� 2��1�� 1��������������� 5��
C�<���� ��� ��� #��� #����� &��� J�'���� ��	������ 2 ��� #���� ��	� !��/���*
��'��#�� �@����

H�� ��/�� $:� ���� 2��1�� �� ������� 8���� #�� &��� /�������� =:� ����
2��1�� ��� ���	���� $�	 C5 ��� #�� &��� ��	������  � ��$ #���� ���� 2���
1�� ��/�� '�� #�� !��/���*������#� ����'��#� ��# /�'����� #��� ��� .����
'������� 8������� ���$����

=:� C5 ��� #�� &��� 3P #�� ���""� J5(Q) ��� #�� =��� Z × Z × Z� C���
.���� ��� 3� C��$� #��� '�� .���� "������1�� 8������� 1�� #����� 2��1�
��'������ A�#�� ��������� I��.� ��$ C5 #�� ���� "������1� 8����� ���$���
':�#� ���@/� ��� 7������ (n1, n2, n3) ∈ Z3 ∼= J5(Q)� �����	����� ��#��� p
$:� p = 2, 3, 13, 23, 97 ���$��� 2�������3�� ��# 14 $:� n1 n2 n3 #�� �	��������	�
3� ����� H�#���"��	� $:�����

5���� ��� ��3���� #��� #�� 8���� #�� /�.������ 8������� 1�����@�#�� ����

�� )?�49 �	� ������4

5�� 7���/��� �� ��	� ��� 1������	�� ��	�� �� ���� ����������� ����� H���� ��
��� ����/�� ���� ��� 3� #������������ #��� '�� ����� �� #�� 8��� ���# ���	��
I��/���� ��$������	� 3� ������

��� #�� 8����� '�� �� ����� ��'��� ������ ���������	�� 7���/����� +&�/��
H����, 3� 1��'��#�� ��� ��	� ���� "��.���	� ����������� =����	������ ��$ #��
�����������	��� -���� 3� ��	����

5��� ��	� ������� �� !��"�����-	�'���� ��L����� ��� ���� ��	�� ����'@���
/���/���

7�� I��J�.� $:� #�� E�.��$� ��� ��� @����	��� �����#�� ���� ����	������
x2 + y3 = zp +��� p ≥ 7 "���, 3� /����#���� 9������	�� .����� '�� #��� �����
3����� #��� #�� 8���� ����� /�.������ 8������� 1�� x2 + y3 = ±zn +n ≥ 6,
1�����@�#�� ����
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�� ��**�
������������� $����� )�� G������M� 2��9���� ���)�����1 ��� *,�:0
2��9���� ������ • ������ � �������������
����������

�������� � �� ������� � ���� �����# X ���� C ��� ��� ��������� � �!� �0������ �& � &�  
������� #� �0������� ��2����� �&  �� (��� �� �� X� )� ���� ���&���� $� ��������� � &�  
�0������� ��2����� �&  �� (��� �� ��� �(��� ������ $!�� �!� ��2����� � � �� ������ #
�0������� � ,�������� $� ������ ��"� ������ -����� &�� !�!�� �"������ ���� ��������

�� �	��
����
	

��� #���1�# 	������* �$ 	������� ����1�� �� � "��J�	��1� n4�"�	� Pn �#����
� #��	��"���� 1�� ��#���� �1�� � 	������ 6���� #���������� ����/�� +T&�0�U
T&	��0�U,� -������ #��	��"����� ��� ���� .��'� $�� L�� 1�������� +T1�!��U,�
;� ��	� � 1�����*X ����� ������ � ��B���	� �$ 1�	��� /��#��� +� $��� ������
��	�"������ ��B���	�, '���� #���	� ��� T ��#�	�� �� �B��1����	�

RHom(T,−) : D(X) −→ Db(��#4B)

/��'��� ��� /���#�# #���1�# 	������* �$ 	������� ����1�� �� X '��� ���
/���#�# #���1�# 	������* �$ 6�����* ��������# ����� ��#���� �1��B := 7�# (T )�

E�����# �*�!� �����



�	� �� �����

=������ ����"��� �$ $��� �������* ��	�"������ ��B���	�� ���� ����� �� "��#�	��
�$ ����� 1�������� ��# �$ ��� ����'� �/J�	�� �� ��� #���1�# 	������* ������# �$
1�	��� /��#��� ���� �� 	������ �����#�� �����$��������� +�� �� /��' �"�, �$ X
��# "��J�	��1� �"�	� /��#��� �1�� X � C�'�1�� ��� �������	� �$ ��	� � #���1�#
�B��1����	� �� 1��* ������	��1� $�� X > �� �� ��� �������#��	. ����" �$ !�� (X)
�� � 6�����* ��������# �/����� ����" +���	� ��#4B ��� � 6�����* ��������# $���
�/����� �������#��	. ����",�
����� ������ ��� 	���� �$ ����/���	 1�������� ��� 	���� �$ ������ "��J�	��1� ����	
1�������� �����$*��� ���� 	��#����� �� ��� �������#��	. ����"� �����1�� �����
������ �� $�� �� ������1� ������ �� ��� �������	� �$ � $��� ������ ��	�"������
��B���	�� 
� �� �1�� 	��J�	����# /* �� 2��� T1	�0U ���� ��* ������ "��J�	�
��1� +�� �1�� "��"��, ����	 1�����* �#���� � $��� ������ ��	�"������ ��B���	�
�$ ���� /��#���� -� $�� ���* "������ ������� ��� .��'�� =�� ���� "����	����
����	 1�������� ����	����# �� B��1��� +T����U, "������ ��B���	�� 	���# /� 	���
����	��#� ���* #� �� ������� ��� 	���	�#� '��� ��� ��B���	�� '� 	������	� ��
���� ����� &�	����* !���� ��# �����&��� +T ���(U, 	������	��# $��� �������*
��	�"������ ��B���	�� �$ ���� /��#��� �� ���� $������ ����	 1��������� 
� "���
��	���� �� ��� ����	 1�������� X '��� I�	 (X) � Z2 +$�� dimX = 2 ����� ���
��� C��3�/��	� ���$�	��, ��# �� /��' �"� �$ P2 ��# ��� C��3�/��	� ���$�	���
=������ ����"��� 	�� /� $���# �� T1	�0U ��# T2���#U� ;� ����	 1�������� '���
I�	 (X) � Z2 +���* 	�� /� 	�����6�#, ��� 	�� ��������* �� ��� 	�����6	����� �$
$��� ��	�"������ ��B���	�� �� ��� C��3�/��	� ���$�	�� +��� ��	���� (, 	�����$*
��� $��� ��	�"������ ��B���	�� �$ ���� /��#���� =�����* '� �����# ������� ���
"��"���� +T2���#U, �$ �� I������ '�� 	��"���# ��"��	���* $��� ������ ��	�"�
������ ��B���	�� �$ ���� /��#��� �� ��� 61� ����	 #�� I�33� ���$�	�� ��������
'��� ��� 	�����"��#��� ��#����"���� ����/���� C�� ������� 	�� ���� �/�����#
$��� T����U /* �##��� ��� �##������� ���� /��#�� �� ��� ��B���	�� �/�����#
��������
H� /���L* ������� ��� 	������� �$ ���� ����� 
� -�	����  '� ��	��� ��� ���� #�$�
�������� �� ��	�"������ ��B���	��� ���� �� -�	���� � '� 	����	� ���� $�	�� ��
������ "��J�	��1� ����	 1�������� �� "����	���� �� ����	 1�������� �� #��������
2 ��# 3� 
� -�	���� % '� ��� ��� $������� $�� ��� 	��������* �$ ���� /��#��� ��
����	 1�������� �� �/���� ���� 6��� �������� 
� -�	���� � '� 	������	� ��"��	���*
� ��B���	� ε �$ ���� /��#��� #�"��#��� �� �� ��#�� �$ ��� ��*� �� ��� $�� Σ �$
X � 
� ��� ���� ������� +������� ��� ��# ������� ���, '� ������ ���� ��#�� ��
��� 	��#����� +�������*, ��	�"������ $�� ε� 
� "����	���� '� 	�� ���'>

���	�� 
�
� 2�� X  � � ������ ���1����$� ����� �������: ���	 ����� �9����
� ���� �9������	�� ��"��	�� �� ��	�  �	���� �	 X: 2�� Ei ?i = 1, . . . , r@  � ���
T4�	$����	� ����� ��$����� �� X; ����� E2

r � E2
i ��� ��� i = 1, . . . , r− 1: ��; �	



�5��������� ��������� �� ���� ������� �� ��	�� ��	������ �		

�������	; E2
i � −2 ��� i = 1, . . . , r − 1 ?�� �� 	�� 	��� �	� ��	�����	 �	 Er@;

���	 ����� �9���� �$�	 � ���� ����	��� �9������	�� ��"��	�� �� ��	�  �	���� �	 X:

��	����	� 
��� 2�� X  � � ����� ������� ���� T4�	$����	� ����� ��$����� Ei;
i = 1, . . . , r; �� � �$� ?E2

i � −2 ��� ��� i = 1, . . . , r − 1@: ���	 ��� ����$��
�������� Db(X) �� ������	� ����$�� �	 X �� �"��$���	� �� Db(���4B); �����
B �� ��� �	���������� ���� �� �� ��� ������ ��� �� ��� ��	�  �	���� �	 ��� ����
����	��� �9������	�� ��"��	�� � �$�:

H� ������ ��� ���#�� �� $������� '��� ����	 �������* +��� �� �� T5���#U
T-����U �� T11��30#U, ��# '��� /���	 $�	�� �� #���1�# 	��������� +���
T&-��U ��# ��$����	�� ������� $�� �� �1��1��' '� ���� ������� T��!��U $��
/���	 $�	�� �� ��� #���1�# 	������* �$ ��#���� �1�� � 6���� #���������� �����
/��,� 
� ���� ���� '� 	����#�� ���* ������ "��J�	��1� 1��������� =�� ���"��	��*
'� '��. �1�� ��� 6��# �$ 	��"��� ���/���> ��� 1�������� 	��������� ��# �����
/��� ��� �1�� C� =�� � ����	 1�����* X '� #����� /* Σ = Σ(X) ��� $�� �� ���
R41�	��� �"�	� NR 	��������� ��� �����	� N � Zd '���� d �� ��� #�������� �$
X ��# ��� #�������� �$ NR� H� #����� ��� ��*� �� Σ '��� τ1, . . . , τr +�� Σ 	���
����� "��	����* r ��*�, ��# '� #����� ��� 6��� �����	� "���� �� τi '��� vi� 8����
�� '��� /� 	��	��� �� 	����#�� #�����������# ��#��� �� ��� ��� �$ ��*� +�� ��� ��� �$
�����	� "�����,� �����1�� '� �������	� ��� $�� Σ '��� ��� (d− 1)4#����������
���� �"���� Sd−1 ��# �/���� � ������������� �$ Sd−1� ��� 14�.������ �$ ����
������������� �� � ���"� �� �� $�� d � 3 �1�� � "����� ���"�� H� #����� ���
1����	�� ���� /* vi� � ��
���	���� ����� �� � 	*	�� +� 	����# "���, �� ��� ���"�
������� ��	� 1����� "��	����* ��	��
=�� �� ����/���	 1�����* '� #����� ��� ����	���� ����$ '��� OX  ��� 	�����	��
����$ '��� ωX ��# $�� � H��� #�1���� E ��� �'����# ���� /��#�� +�� �#���� �
��	���� 1�������� ����� E, '��� O(E)� =�� �'� #�1����� E1 ��# E2 �� � ���$�	�
'� #����� /* E1 ·E2 ��� �������	���� "��#�	� ��# /* E2

1 ��� ���6������	���� ����
/��� =�� � ���� /��#�� L �� X '� #����� ��� l�� ����$ 	��������* ����" /*
Hl(X ; L )� =�� � ��"�����	�� �"�	� '� ���� ���# ��� ����� �������� 	��������*
����"� +'��� 	��"�	� ��""���, '��	� '� #����� /* Hl(N) +Hl

Z(N), '����
'� ���* ��� 	��"��� 	��?	������

�� '<��!�
	�� ��D��	��� �	� ���	$ ��	����

8�� A /� ��� 	������* �$ 6�����* ��������# ��#���� �1�� � 6���� #����������
����/�� A �$ 6���� ���/�� #�������� �� ��� 	������* �$ 	������� ����1�� �� �
������ "��J�	��1� 1�����* X � H� #����� /* D ��� /���#�# #���1�# 	������* �$
A � ��� 	��������� !�� (X) ��# D �#��� � -���� $��	��� '��	� '� #����� /*



�	
 �� �����

ω� ���� ����� ����� ������� ������"����� 7�� l(M, N) � 7�� d−l(N, ω(M))∗
'���� d �� ��� #�������� �$ X �� ��� ���/�� #�������� �$ A� =�� � 6����
#���������� ����/�� ��� -���� $��	��� #��� ��� ����� �� ��#4A +��	�"� A ��
��������"��,� 
$ A �� ����#����* +���� �� 7�� 2(M, N) = 0 $�� ��� A4��#���� M
��# N, ��� 	������* A = ��#4A �#���� � -���� $��	��� ��� ������#���&�����
����������� /��'��� ��� ��/	������* �$ ��#���� '������ "��J�	��1� #���	� ����
���# ��# ��� ��/	������* �$ ��#���� '������ ��J�	��1� #���	� ������# +���
���� T��!��U,�

��������� ��
� �� �/J�	� E �� A �� D �� 	����# �������	��� �$ 7�# (E) = C
��# 7�� l(E, E) = 0 $�� ��� l �= 0�
� ��B���	� �$ �/J�	�� ε = (E1, . . . , Er) �� A �� �� D �� 	����# �������	��� �$
��	� �/J�	� Ei $�� i = 1, . . . , r �� ��	�"������ ��# 7�� l(Ei, Ej) = 0 $�� ��� l ��#
��� i > j�
�� ��	�"������ ��B���	� �� ��	���� �������	��� �$ �� �##����� 7�� l(Ei, Ej) = 0
$�� ��� l �= 0 ��# ��� i, j�
� ��B���	� ε �� 	����# ���� �$ ��� 	������* D �� ��������# �� � #���1�# 	������*
/* ��� �/J�	�� Ei $�� i = 1, . . . , n�
7�	� ��	�"������ ��B���	� ε = (E1, . . . , Er) #�6��� �� ��6���� ��B���	�

S(ε) = (. . . , ω(Er), E1, . . . , Er, ω
−1(E1), . . . , ω−1(Er), ω−2(E1), . . . ) = (Ei)i∈Z.

-�	� � ��B���	� �� 	����# � ����� �$ ��	� ��/��B���	� εi = (Ei, . . . , Er+i−1) ��
$��� ��# �������* ��	�"������� H� ���� ��* ε �������� � ������

8�� ε = (E1, . . . , Er) /� � $��� ��# �������* ��	�"������ ��B���	� �$ �/J�	��
�� ������ A �� D ��# #����� /* B ��� ��#����"���� ����/�� �$ E := ⊕r

i=1Ei

+�� �� � 6���� #���������� C4����/�� �$ 6���� ��������	�� #��������,� ���� ���
$��	����

RHom(E,−) : D −→ Db(��#4B) ��# −⊗L
BE : Db(��#4B) −→ D

��#�	� �������* B�������1���� �B��1����	�� �$ #���1�# 	���������� 
� ���� '�*
��� 	�� #��	��/� ��� 	������* D �� � /���#�# #���1�# 	������* �$ ����� B4
��#�����


� ���� ���� '� ��� �����* ���������# �� ��	�"������ ��B���	�� �$ ���� /��#���
�� ����	 1��������� 
� �� 	��J�	����# ���� ��* ������ "��J�	��1� ����	 1�����* X
�#���� � $��� ��# �������* ��	�"������ ��B���	� �$ ���� /��#����

����� ���� ������ ��� ������ �$ � ������� /��#�� T �� � 1�����* X +���
�� �� T&����U,� 
$ ��� ��#�	��"���/�� #���	� ������#� �$ � ������� /��#��
��� ���� /��#��� ���� ��� 	�� ��#�� ����� ���� /��#��� �� ���� ���* $��� � $���



�5��������� ��������� �� ���� ������� �� ��	�� ��	������ �	

��# �������* ��	�"������ ��B���	�� �����$��� '� ������	� ��� 	����#������� ��
��	�"������ ��B���	���

#� 5�	� 
% �,

�� !�
C���;� �
�� ;������


� ���� ��	���� '� ��	��� ���� �����* $��� ����	 �������*� H� $����' T5���#U
��# T-����U $�� ������� $�	�� �� ���$�	�� '� ���� ������� T&26�6�(U� 8��
X /� � ����	 1�����* ��# Σ = Σ(X) ��� 	�����"��#��� $�� 	�������# �� ���
1�	��� �"�	� NR '��� �����	� N � � 	��� �� Σ �� #�����# /* σ ��# '� #�����
/* τ1, . . . , τr ��� ��� �$ ��� ��*� �� Σ� =������ ��� vi ∈ τi /� ��� 6��� �����	�
"���� ����� τi� =��� ��' �� ��� X /� ������ ��# 	��"���� �� ��	� 	��� σ ��
��������# /* � "��� �$ � Z�/���� ��# ��� ��""���

⋃
σ∈Σ σ �$ Σ �B���� NR�

H� ��	��� ��� 	�����6	����� �$ ������ "��J�	��1� ����	 ���$�	��> ���� N �
Z2 ��# '� ��1� � ��� �$ 1�	���� v1, . . . , vr +'���� ��� 	�����"��#��� ��*� ���
��#���# 	������	��	.'��� �����# 0, �� N �����$*��� vi−1 + aivi + vi+1 = 0 $��
��� i ∈ Z/r� �� ��* ��* τi ��� 	�� ����	���� ��� 	�����"��#��� "���� #�1����
Ei� ����� #�1����� �����$* Ei · Ej = 1 $�� j = i + 1 �� j = i − 1 E2

i = ai
��# ��� ��������� �������	���� ���/��� Ei · Ej ��� 3���� 
� ����� ��� ����
��� 	*	��	 ��B���	� a = (a1, a2, . . . , ar) #��������� ��� ���$�	� X �" �� +����	,
������"����� ��� ��B���	� (1, 1, 1) /������ �� ��� �'��#���������� "��J�	��1�
�"�	� P2 ��# ��� ��B���	� (0, n, 0,−n) �� ��� C��3�/��	� ���$�	� Fn� ��� �����
��B���	�� 	�����"��#��� �� ������ "��J�	��1� ����	 ���$�	�� 	�� /� �/�����#
/* � ��B���	� �$ /��' �"�� � /��' �" X −→ X ′ 	�����"��#� �� � V/��' �"W �$
	*	��	 ��B���	��

(. . . , ai−1, ai, ai+1, ai+2, . . .) �→ (. . . , ai−1, ai − 1,−1, ai+1 − 1, ai+2, . . .).

� 	*	��	 ��B���	� /������ �� � ����	 ���$�	� X "��	����* '���(
0 1
−1 −a1

)(
0 1
−1 −a2

)
· · ·

(
0 1
−1 −ar

)
= 1.

=�� r � 5 ����� ������ ��'�*� ���� i '��� ai = −1� ���� '� 	�� /��' #�'�
��� 	�����"��#��� T4�B��1������ "���� #�1���� Ei ��# �/���� � ����	 ���$�	��
8�� Σ /� ��� $�� �$ ��� ����	 ���$�	� X ��# 	����	� ��� �����	� "����� vi "���'���
/* ���� �������� vi− vi+1� ��� "��	�'��� ������ 	*	��	 "��� v1− v2− . . . vr− v1

�� NR �� 	��1�� "��	����* '��� E2
i � −2 ��# �� �� �������* 	��1�� +vi �� ���

�� ������� �� ��� ���� ������� vi1 ��# vi+1, "��	����* '��� E2
i � −1� 8����

'� ��� ��� +������, 	��1����* �$ ��� "��	�'��� ������ "��� v1 − v2 − . . .− vr−1

$�� ��� 	������	���� �$ �������* ��	�"������ ��B���	���



�
� �� �����

������� ��
� H� ���' �� ����"�� �$ ��� ��*� �$ � $�� $�� � ������ ����	
1�����*� ��� #��� ��#�	��� ��� �����	� "����� vi� ��� 	�����"��#��� ��B���	� ��
(−1,−1, 1,−1,−2,−1,−4) +	�������	��	.'��� �������� �����'���,� ��� "��	��
'��� ������ "��� v1 − v2 − . . . v7 − v1 �� ���� ��#�	���# �� �� ��� 	��1�� �� v7�

>$��� � ��� $�� �$ � ������ "��J�	��1� ����	 ���$�	�

H� ���� ���# ���� ������� $�� ����	 �����$��#�� ��� $�� Σ ��#�	�� � ��������
������ �$ ��� �'��#���������� ���� �"���� S2� 8�� v0, v1, v2, v3 /� $��� "���'���
#�<����� �����	� "����� �� ��*� �$ Σ '��� v0 v1 ��# v2 "���'��� 	����	��# ��#
v1, v2 ��# v3 "���'��� 	����	��#� ���� ����� ������ � ���B�� �B������

v0 + a(1, 2)v1 + a(2, 1)v2 + v3 = 0

'��� �������� a(1, 2) ��# a(2, 1)� 
� ���� '�* '� 	�� ����	���� �� ��* ����	
�����$��# X � #��/�� '������# "����� ���"� 	��������� ���* �$ ���������� �����
X +�� ��� $��, 	�� /� ��	������	��# $��� ��� #��/�� '������# "����� ���"� +���
T-����U  ��,� 8�� X −→ X ′ /� � /��' �" �$ � T46��# "���� P �� X ′� ����
��� ����	����# #��/�� '������# ���"� �$ X 	�� /� �/�����# �� $����'� $���
��� #��/�� '������# ���"� �$ X ′> ��� "���� P 	�����"��#� �� � �������� �� ���
���"� �$ X ′� H� ������ � ��' "���� p �� ��� 	����� �$ ���� �������� ��# 	����	�
�� '��� ��� ����� 1����	�� �$ ��� ��������� ��� #��/�� '������ �$ ��� ��' #��/��
'������# ���"� ��� �/�����# �� $����'�� R��� ���� $�� ��� ����	����# $�� '�
�/���� � ��' ��* τp '��� �����	� "���� vp = v1 + v2 + v3 '���� v1, v2 ��#
v3 ��� ��� 1����	�� �$ ��� 	����� ��������� ��� 	�����"��#��� #��/�� '������
��� (1,−1) = (a(i, p), a(p, i)) $�� ��� ��' �#��� �� ��� ���"� +i = 1, 2, 3,� ���
	����� �$ ��� ��������� #��/�� '������ 	�� /� �����* 	��"���# $��� ���� $���
���� +���� '������ a(i, j) ��� ��"��	�# /* a(i, j)− 1 �� ��� ��' ���"�,� 8����
'� '��� ���# � "����� ���"� 	�����"��#��� �� � ������#���������� $�� '��	�



�5��������� ��������� �� ���� ������� �� ��	�� ��	������ �
�

#��� ��� �#��� � C���������� 	*	��� ���� �� �	���1�# /* ����� � ��B���	� �$
/��' �"� 	������	��# �� ��� $����'��� ����"���

������� ���� 
 '���# ��.� �� ����. �� ��#���� $�� ��� $����'��� ����"�� �$ �
���"� ��� �#������� �� C���������� 	*	��� H� 	����#�� ��� ������#����������
"��J�	��1� �"�	� P3 ��# /��' �" ��� T46��# "����� ���� '� �/���� � ������
"��J�	��1� ����	 1�����* X '��� 6 T46��# "������ ��� 14�.������ �$ ��� $��
�������	��# '��� ��� �'��#���������� �"���� �� ��� ���"� �� ��� ��$� ���#���#�
�� ��� $����'��� 6����� ���� '� /��' �" ��� 6 T46��# "����� �$ X ��# �/���� �
������ "��J�	��1� ����	 1�����* 	�����"��#��� �� ��� ���"� �� ��� ����� ���#�
��#� �$ ��� 6���� /���'� ��� ���"� �� �/�����# $��� ��� 6��� ��� /* ���������
� ��' 1����� $�� ��	� �������� ��# ��� �#��� 	����	���� � ��' 1����� '��� ���
1����	�� �$ ��� 	�����"��#��� ��������� ��� ��������� ���"� #��� ��� �#��� ��
C���������� 	*	�� ���	� ��� 1����� �$ �'� �����/��� �� � 	*	�� ���� /� � •�
-��	� ����� ��� 11 1����	�� /�� ���* 5 /������ �� C���������� 	*	�� 	�� ���
������

>$��� � � "����� ���"� ��� �#������� �� C���������� 	*	��

(�  
�
,
�
$. 
% �	� ��	���� 
	 �
�� ;������


� �� 	��	��� $�� 	��	.��� '������ � ��B���	� �$ ���� /��#��� �� +�������*,
��	�"������ �� 	��"��� ��� 	��������* ����"� �$ ���� /��#���� ����� �����
$������� �� ����� �$ �������* '��� 	��"�	� ��""��� �$ � 	������ ��/��� Z(h, χ)
�� N  #�"��#��� �� � 	����	��� χ ��# ��� 	���� �$ �� T4�B��1������ ���� /��#��
Lh �� X ��"�������# /* � 	������ $��	���� h �� N +�� �� '� '��� ��� /���' /*
� $��	���� h �� ��� ��� {v1, . . . , vr} −→ Z,� H� 6��� ��	��� ��� 	�����6	����� �$



�
� �� �����

���� /��#��� ��# T4�B��1������ ���� /��#��� �� ����	 1��������� ���� '� "������
$������� $�� ��� 	��������* �$ ��� ���� /��#����

8�� D /� � H��� #�1���� �� � ����	 1�����* X � 7�	� D �� �������* �B��1�����
�� � H��� #�1���� �$ ��� $���

∑
aiEi '���� ai ∈ Z ��# Ei �� ��� T4�B��1������

"���� #�1���� 	�����"��#��� �� ��� ��* τi = R+vi� �����1�� ��	� ���� /���
#�� �� X �#���� � T4�B��1������ ����	����� !����B�����* ��� ��" $��� ���
������"���� 	������ �$ T4�B��1������ ���� /��#��� +��� T4�B��1������ I�	��#
����" I�	 T (X), �� ��� I�	��# ����" I�	 (X) �$ X �� ���J�	��1�� ��� ����"
I�	 T (X) 	�� /� �#����6�# '��� ��� ��� �$ ��� $��	����� ϕ : NR −→ R �����$*���
��� $����'��� �'� 	��#������>
��, ϕ|σ �� ������ +'� ��* h �� �������� ������, ��#
 �, ϕ(N) ⊆ Z +�� ��"� �����	� "����� �� �������� ���� �� h �� ��������,�
;�� 	�� �#����$* ��	� � $��	���� h '��� ��� ������	���� �� ��� �����	� "�����
{v1, . . . , vr}� 
$ X �� ������ ��# 	��"���� ���� ��	� $��	���� {v1, . . . , vr} −→
Z �����#� ���B���* �� � $��	���� h �� �/�1�� 
� ���� '�* '� �#����$* ���
$��	���� h ��'�*� '��� ��� ������	���� �� ��� �����	� "����� vi ��# '� #�����
��� 	�����"��#��� T4�B��1������ ���� /��#�� /* Lh� 
� ����� ��� ���� ���
$��	���� h #�6��� � H��� #�1���� Dh :=

∑r
i=1 h(vi)Ei ��# Lh �� ������"��	

�� O(Dh) +�� ���� /��#��� '������ ��� T4����	����,� =�����* Dh ��# Dg ���
�������* �B��1����� "��	����* '��� h− g �� � ������ $��	���� �� N  ���� �� h− g
�� �� ������� �$ M � H� �/���� �� ���	� ��B���	�

0 −→M −→ I�	 T (X) −→ I�	 (X) −→ 0,

'���� '� �#����$* I�	 T (X) � Zr '��� ��� ��� �$ $��	����� h : {v1, . . . , vr} −→
Z�

-��	� ��* ���� /��#�� L �#���� � T4�B��1������ ����	���� '� 	�� 	����� �
"����	���� T4�B��1������ ����	���� ��# 	��"��� ��� 	��������* '��� ���"�	�
�� ���� �B��1������ ����	����� ���� �� ����� ��� ���� ��� 	��������* Hl(X, L)
#�	��"���� ���� '����� �"�	��

Hl(X, L) =
⊕
χ∈M

Hl(X, L)χ.


$ '� 	����� ��� �B��1������ ����	���� �$ L '� �/���� J��� � ���$� �� ��� '������
χ �� "����	���� '� �/���� ������"��	 	��������* ����"�� 
� ������� �� ���
#������# ��� ����"� Hl(X, Lh)χ $�� � ��1�� "��	�'��� ������ �������� $��	����
h�

��������� ��
� -��	� '� ��� �����* ���������# �� 1�������� �������� '�
#�6�� χ �� /� �������� $�� h �$ Hl(X, Lh)χ �= 0 $�� ���� l �= 0�
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=�� � ��1�� "��	�'��� ������ $��	���� h ��# � 	����	��� χ '� #�6�� � 	����#
��/���

Z(h, χ) := {n ∈ NR | χ(n) + h(n) � 0}
�� N � H� #����� /* Hl

Z(h,χ))(NR) ��� +�����, 	��������* ����" �$ NR '���
	��"�	� ��""��� Z(χ, h) ��# 	��?	����� �� C� 
� 	�� ���� /� #�6��# �� ���
������1� 	��������* ����" Hl(NR, NR \Z(h, χ)) +'��� 	��?	����� �� C,� F����
��� ���� ���	� 	��������* ��B���	� ����	����# �� ��� "��� (NR, NR \ Z(h, χ))
��# ��� ������"* /��'��� NR \ Z(h, χ) ��# Sd−1 ∩ (NR \ Z(h, χ)) +Sd−1 ��
��� ���� �"���� �����# 0, '� �/����

H0
Z(h,χ))(NR) �= 0 �< Z(h, χ) = N,

H1
Z(h,χ))(NR) �= 0 �< Z(h, χ) �= ∅ ��# �� ��� 	����	��# ��#

Hl
Z(h,χ))(NR) = Hl−1(NR \ Z(h, χ)) = Hl−1((NR \ Z(h, χ)) ∩ Sd−1).

���	�� ���� T5���#U T-����U

Hl(X, Lh)χ � Hl
Z(h,χ))(NR)

-��	� '� ��1� �� ������"���� I�	 (X) � Zr/M �$ �����	�� '� 	�� �#����$*
������"���� 	������ �$ ���� /��#��� �� X '��� �����	� "������ H� #����� /* Hl

��� ��� �$ ��� �����	� "����� h ∈ I�	 (X) '��� Hl(X, Lh) �= 0� ���� #�6������ #���
��� #�"��# �� ��� 	����� ��"���������1� �$ ��� $��	���� h �� I�	 T (X) � Zr �

� ����� ��� ���� ��	� 	��������* ������ Hl #�	��"���� ���� � 6���� ����� �$
	���� +'��	� ��� �������* 	��1�� �������� '��� �"�� $�� l �= 0 �	� �� 3���,�

Hl
R =

⋃
i∈I(l)

Cl(i)

$�� ���� 6���� ��#�� ��� I� 
� �� ��� #�?	��� �� #�������� ����� 	���� ��# �����
�"�� ��"��	���*>
=�� ���� '� 	����#�� $�� � ��/��� V ⊂ {1, . . . , r} � "����	���� "��	�'��� ������
�������� $��	���� hV #�6��# /* hV (vi) = 0 $�� i /∈ V ��# hV (vi) = −1 $��
i ∈ V �

���	�� ���� B@ I(0) �	� I(d) ��� ���� ���� �	� �����	�: ���� H0 � Hd, h �→
h{1,...,r} − h �� �	 ����������� �� �	������ ��	�� �	�����  � #���� �������: �	
����������; Lh{1,...,r} � ωX :
A@ ��� ���9 �� � ��	� Cl(i) �� �������	���  � � ��	����	 �� ��� ���� hV ���
���� �� ��� V �� {1, . . . , r}: �	 ����������; I(l) ��	  � 	�������� ���	��&�� ����
� �� ��� �� P({1, . . . , r}) ?��� l �= 0, d �� ��	����� �	�� �� �� ���� V �� �����	���
��� �� ����� 2 �	� �� ���� d− 2@: 7� ��	��� ���� ��	�  � Cl(V ):



�
� �� �����

N@ 2�� V  � � �� ��� �� {1, . . . , r}: ���	 �� ��&	� Cl(V ) �� ��� ����� ��

{h ∈ .�� T (X) | h = hV + h+
V ����� h+

V (vi) � 0, i /∈ V ; h+
V (vi) � 0, i ∈ V }

�	� ��� ���������� �����	 Hl ���������� �	�� ��	��

Hl =
⋃
V

Cl(V ),

����� V ��	� ������� ��� �� ���� V ⊂ {1, . . . , r} ���� Hl(NR, NR\Z(hV , 0)) �= 0:

������� ���� 8�� X /� � ���$�	�� ���� '� ���* ���# �� 	��"��� H1(X, Lh)
+H0 �� ��� 	��� '��� �"�� �� 0 ��������# /* ��� $��	����� −h{i} $�� i = 1, . . . , r
��# H2 �� #��� /* "��� �, �$ ��� ������� �/�1�,� � 	��� C1(V ) �� � 	��� �� H1

"��	����* '��� V �� � ��/��� '��� �� ����� �'� 	����	��# 	��"������ +�������	�
Σ '��� S1 '� ��� � 	*	��	 ���"� ��# 	����#�� V �� � ��/��� �$ ��� 1����	�� �$
���� ���"�,� =�� ��� C��3�/��	� ���$�	�� ��� 	���� ��� 	��"���# �� ��	���� (�

��� "���$ �$ ��� ���� ������� �� /���# �� ��� $����'��� �/���1����� +	���
"��� '��� T����U 8���� ��% ��# I��" ���,> 8�� h /� � "��	�'��� ������
$��	���� +��� ��	�������* ��������, �� NR� H� #�6��

Z+(h, χ) :=
⋃

χ(n)+h(n)�0|∀n∈σ

σ

�� /� ��� ����� �$ ��� 	���� σ �� N  '���� ��� ���B�����* #�6���� Z(h, χ) ��
1���# �� ��	� "���� n �$ ��� 	��� σ +'� 	�� 	��	. ���� ������ $�� �����	� "�����
n �� $�� ��� "����� n ��# ��� ��� ���� ��� Z+(h, χ) ���	� ��� 	���� σ ��� �����	�
	����,�

�	��������� ���� ��� ���� (NR, NR\Z(h, χ)) �� ��������� �� ��� ���� (NR, NR\
Z+(h, χ)); �	 ����������;

Hl(X, Lh)χ � Hl(NR, NR \ Z(h, χ) � Hl(NR, NR \ Z+(h, χ)).

.����� ��� ������"* 	�� /� 	������	��# ��"��	���* /* 	������� h 	����������*
�� � 	�����"��#��� hV � ;�� ���* ���#� �� 	��	. ���� ��� 	����� �$ h #��� ���
	����� ��� ������"* 	���� �$ Z(h, χ)�

=�����* �� ���� ��	���� '� ���' ���� ��� ��� �$ 	����	�� 	����	���� χ �� ��"�*
$�� � 	������ ��� �$ "��	�'��� ������ $��	����� hV > V �� � ��/��� �$ {1, . . . , r}
'��� Z(hV , 0) ������"�	 �� � ���$ �"�	� N+

R �� NR� 
� "����	���� V ��# ���
	��"������ ���� /��� /� 	����	��# �� ��� 14�.������ �$ Σ ∩ Sd−1�
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�	��������� �� � B@ ��� ��� �� �������� ���������� ��� hV ��	���	� �� ����
�	� �����	�� ��� '��� ���������:
A@ �� �	 �������	 Z(hV , 0) �� ��������� �� � ���� ����� ���	 ��� ��� �� ��������
���������� ��� h �� �����:

.����� ��� "���$ $����'� ����#�����* $��� ��� $����'��� ������

%���� ��!� �@ 2�� N0
R ⊂ NR  � � �� $����� ����� �� ������	���	 1 �	� N+

R

�	� N−
R  � ��� ��������	��	� ���� ������: ������ χ(vi) + h(vi) � 0 ��� ���

������� ���	�� vi ∈ N+
R �	� χ(vi) + h(vi) < 0 ��� ��� vi ∈ N−

R : ���	 Z(h, χ) ��
��������� �� � ���� ����� �	�; ��	��"��	���; χ �� 	�� �������� ��� h:
 @ 8�� h = hV �	� χ �= 0; ��� ��	�����	 �	 �@ �� �����&�� ��� N+

R := {n ∈ NR |
χ(n) > 0}; N0

R := {n ∈ NR | χ(n) = 0}; �	� N−
R := {n ∈ NR | χ(n) < 0}:

.����� R��� ���� ��� ����� 	��	.� ��� 	��#����� ���* �� ��� �����	� "����� vi

�� ��� ��*�� ;�� ���'� ���� Z(h, χ)∩Sd−1 �� ���� ��.� 	����B�����* ������"�	
�� � ���$�"�	�� �� "��1� /, '� ���� ���� χ(vi)+hV (vi) � 0 '����1�� χ(vi) > 0
��# χ(vi) + hV (vi) < 0 '����1�� χ(vi) < 0 /* #�6������ �$ hV �

+�  
	������
	 
% �<��!�
	�� ��D��	���

I��"������� %�( ���'� ���� $�� ��� $��	����� hV $�� V ⊂ {1, . . . , t} ��� 	��
�������* �$ Hl(X, Lh)χ �� �����#* 3��� $�� ��� χ �= 0� H� ��� ���� 1��������
������ �� 	������	� � ��B���	� �$ ���� /��#��� +#�"��#��� �� � 	����� ��#�� �$
��� ��*� τi �� ��� �����	� "����� vi, '��	� �� � 	��#�#��� �$ � $��� +�������*,
��	�"������ ��B���	� �$ ���� /��#����


� ���� ��	���� '� 6� �� ��#�� �� ��� ��� τ1, . . . , τr �$ ��*� �� Σ� �� ��	� ��
��#�� '� ����	���� � ��B���	� �$ ���� /��#��� '���� '� #�6�� LV := LhV 

ε = (L0, L
−1
{1}, L

−1
{1,2}, . . . , L

−1
{1,...,r−2}, L

−1
{1,...,r−1})

= (OX , OX(E1), . . . , O(E1 + . . . + Er−2), O(E1 + . . . + Er−1).

���	�� ��
� B@ �� ε �� �9������	�� ���	 ��� $������� v1, v2, v3, . . . , vr, v1 ����
�	 5������	��	 ����� �	 ��� 14�
�����	 �� ��� ����	�������	 Σ ∩ Sd−1 �� Sd−1:
A@ ��� ��"��	�� ε �� ���� ��������� ���	 X �� ������ Pn �� � ����� �������:
N@ 8�� � ����� ������� X; ��� ��"��	�� ε �� ����	��� �9������	��; ��������� ���	
E2

i � −1 ��� ��� i = 1, . . . , r − 1:
P@ 8�� � ����� ������� X; ��� ��"��	�� ε �	����� � ����9 S(ε) ��������� ���	
E2

i � −1 ��� ��� i = 1, . . . , r:
Q@ 8�� � ����� 34���� �� � ������� X ��� ��"��	�� ε �� �9������	�� ��������� ���	



�
� �� �����

��� $������� 1, 2, 3, . . . , n, 1 ���� �	 5������	��	 ����� �	 ��� 14�
�����	 �� ���
����	�������	 Σ ∩ Sd−1 �� Sd−1:

����	� ���� ���� '� "��1�# ��� �������	� �$ � $��� ��	�"������ ��B���	� 	���
������� �$ ���� /��#��� �� ��	� ������ "��J�	��1� ����	 ���$�	� X  ���	� '� 	��
��#�� ��� ��*� 	������	��	.'��� �� ��� �� C���������� 	*	�� �� ��� ����������
���� �$ S1� F�$���������* ��� ��B���	� �� ��� $��� $�� dimX > 2 ��	�"� X
�� ��� "��J�	��1� �"�	�� ��*'�* �1�� �� #�������� 3 ����� ������ ��� ��'�*�
�� C���������� 	*	�� �� ��� 14�.������ �$ S2 ∩ Σ +� 	����������"�� '�� 	���
����	��# �� -�	���� �,�
H� ���� ���� "��� �, 	������� ���* � 	��#����� �� ��� ���6������	���� ���/���
�$ Ei $�� i = 1, . . . , r−1� !����B�����* ����� ��� 	�����6	����� �$ ����	 ���$�	��
����� ����� ��6�����* ���* ����� ���$�	��� 
� 	������� ��� ���* ����	 ���$�	��
�����$*��� ��� 	��#����� �� %, ��� ��� 61� ����	 #�� I�33� ���$�	�� +��� ����	
=��� ���$�	��,�
��� ������� �/�1� #��� ��� 	�1�� ��� .��'� ����"��� �$ $��� +�������*, ��	�"�
������ ��B���	�� �$ ���� /��#��� +��� T ���(U,� 
$ '� 	����� ��� ��B���	� ε
�������* '� 	�� �1�� ��"��	� ��� 	��#����� E2

i � −1 �� ��� ������� �/�1� /*
��� 	��#����� E2

i � −2 +������� ���,�


$ X �� � ���$�	� '��� E2
i � −2 $�� i = 1, . . . , r−1 ���� '� #�6�� � ��#�6�#

��B���	� ε := (L1, . . . , Lr) �� $����'�> L1 := OX ��# Li+1⊗L −1
i := O(Es(i)+

Es(i)+1 + . . . + Ei) '���� E2
i = . . . = E2

s(i)+1 = −2 ��# E2
s(i) � −1 �$ ��	�

� ��B���	� Es(i), Es(i)+1, . . . , Ei ������� ;����'��� '� #�6�� Li+1 ⊗L −1
i :=

O(Ei + Ei+1 + . . . + Er(i)−1 + Er(i)) '���� E2
i = . . . = E2

r(i)−1 = −2 ��#
E2

r(i) � −1� =��� ��� 	�����6	����� $����'� ���� ��	� � ��B���	� �������

���	�� ���� 2�� X  � � ����� ������� ���� E2
i � −2 ��� i = 1, . . . , r − 1:

���	 ��� ��"��	�� ε ��	�������� � �$� �� ���� �	� ����	��� �9������	��:

��	����	� ���� )	 �	� ����� ������� �9���� � ���� �9������	�� ��"��	�� �� ��	�
 �	����: )	 �	� ����� ������� ���� E2

i � −2 ��� ��� i = 1, . . . , r − 1 �9���� �
���� ����	��� �9������	�� ��"��	�� �� ��	�  �	����:

.����� ��� "���$ $����'� $��� ������� ��� ��# ������� ��� �/�1��

.���� �� ������� Q:B �	� ������� Q:N� ��� ��B���	� �� � ���$�	� �� $��� /*
��#�	���� �� /��' �"� X −→ Y � H� 	����#�� ��	� � ��B���	� �� Y  '��	� �� $���
/* ��#�	���� �*"������� ��# "��� �� /�	.� ���� ��� 	�� ��� ����#��# ������� ��
��������������� #�	��"�������� T&-�+U� �� ��� � ����� $�� ��� ��#�	���� ���
	�����6�� ��� ��	� ��B���	�� �� P2 ��# �� ��� C��3�/��	� ���$�	�� Fn +��� ��	����
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(,� =�� Pn ��� 	�� 	��	. #���	��* ���� ��� ��B���	� �� (O, O(1), . . . , O(n))
'��	� �� $��� +��# �������* ��	�"������,� 
$ dim X > 2 ��# X �� ��� ������"��	
�� Pn ���� ��� ���. �$ K0(X) �� ������ ���� r ���� ��� ��B���	� 	�� ��� /�
$����
��� "���$ �$ ������� ��� �, J��� ���� I��"������� %�(� ��� 1����	�� �� ���
14�.������ ���� $��� �� C���������� 	*	�� +���� �� i �� 	����	��# '��� i + 1,
���	� �����'��� H1(X, L −1

i−1 ⊗ Li+1) #��� ��� 1������ �����1�� n ���� /�
	����	��# '��� 1 �����'��� Hd−1(X, L −1

1 ⊗Ln) #��� ��� 1����� ��# n ����
/� 	����	��# �� n−1 �����'��� Hd−1(X, L −1

0 ⊗Ln−1) = Hd−1(X, Ln−1) #���
��� 1������
8�� ��� 1����	�� $��� �� C���������� 	*	��� ���� ��� 	�� 	��	. $�� dimX � 3
���� ��� ��/��� Z+(h{i,i+1,...,j}, 0) ��# Z+(h{j,...,n,1,...,i}, 0) $�� ��* i � j ���
	�����	��/�� +���� �� �/1���� �$ dimX = 2 ��# ���#� ���� �##������� "���$
$�� dimX = 3,� ���� ��� 	�����"��#��� 	��������* ����"� 1����� +"��1��
������� ��� �,,�
��� 	��#����� ��	���� ���#� ���� ���������* /�� ������ 	��	�������� �� �����
�$ ��� $�� �� ���� ����������* ���� ��� 	��6�������� �$ �����1��� v1−v2− . . . vr−1

�� ����	��* 	��1�� �$ E2
i � −1 +�� "��1� ������� ��� �,, ��# �� �� ����� 	��1��

$�� E2
i � −2 +�� "��1� ������� ���,�

������� ��� %, $����'� $��� �,�

�� '<��!�
	�� ��D��	��� 
	 ��=������ ���%����


� ���� ��	���� '� 	�����$* ��� $��� +�������*, ��	�"������ ��B���	�� �$ ����
/��#��� �� ��� C��3�/��	� ���$�	�� Fn� H� #����� ��� $��� T4��1������ "����
#�1����� /* E1, E2, E3 ��# E4 �� ���� E2

1 = E2
3 = 0 ��# −E2

4 = E2
2 = n +$��

n � 0,� 
� ���� 	��� ��� I�	��# ����" �� �$ ���. 2 '��� Z4/���� w1 = O(E4)
��# w2 = O(E1) � O(E3)� ����� ����� "��	����* $��� 	��������* 	����>

C0 = 0 + R+w1 + R+w2,
C1({1, 3}) = −2w2 − R+w2 + R+(w1 + nw2),
C1({2, 4}) = −2w1 − nw2 + R+w2 − R+(w1 + nw2), ��#

C2 = −2w2 − (2 + n)w1 − R+w1 − R+w2

+	��"��� '��� ��� 6���� /���',� 
� ��� $����'��� ����"��� ��� /������ ��#�	���
��� #��� ���� /��#��� �$ ��� ���� /��#��� �� ��� ��	�"������ ��B���	���

P1 × P1� H� ����� '��� ��� 	�����6	����� $�� P1 × P1 � F0� 
� ���� 	���
����� ������ ��� ���������� "��� �" �� ���$�> O, O(−1, 1)� ������ �� ��	�"�
������ ��B���	� 	������� �� ���������� "��� ���� +�$ '� ����� '��� ��� ���1���



�

 �� �����

���� /��#��, '� �/���� ��� $����'��� "����/������� +'��� '� 	�� ��'�*� �'��	�
��� �'� ���/��� �$ ��� ���������� "���,>
(O, O(1, 1), O(1, 2), O(2, 1)) +6���� � ��$� ���#���#�,
(O, O(1, 0), O(0, 1), O(1, 1))
(O, O(−1, 1), O(0, 2), O(1, 3))�
��� ����� ��B���	�� ��� �������* ��	�"������ ��# �������� � ������ � $��� ��	�"�
������ ��B���	� '��� ���� ���� ��� ���������� "��� #��� ��� ������ 
� �������
�� 	�����$* ��� $��� ��	�"������ ��B���	�� '������ �� ���������� "���>
(O, O(1, 0), O(a, 1), O(a + 1, 1)) +6���� � 	����� ��# ����� ���#���#�,
(O, O(0, 1), O(1, a), O(1, a + 1)) $�� a ∈ Z \ {0} +$�� a = 0 �� 	���	�#�� '���
��� ��B���	� �/�1�,� ��� ��B���	�� ��� �������* ��	�"������ "��	����* '��� a
�� ���������1�� 
� ��������� � ����� "��	����* '��� 0 � a � 2�
(O, O(1, a), O(1, a + 1), O(2, 1))
(O, O(a, 1), O(a + 1, 1), O(1, 2)) $�� a ∈ Z \ {−1, 0, 1} +$�� a = −1, 0, 1 ��� ���
B���	� 	���	�#�� '��� ���� ��B���	� �/�1�,� ��� ��B���	�� ��� ��1�� �������*
��	�"�������

H0H1

H1H2

H0H1

H1H2

H0H1

H1H2

>$��� # ���� $��� �������* ��	�"������ ��B���	�� $�� P1 × P1

Fn, n � 1� =�� ��� C��3�/��	� ���$�	�� '��� n > 0 ���������� "���� #� ���
������ ���� '� �/���� �'� ������ �$ ��B���	��>
(O, O(0, 1), O(1, a), O(1, a + 1)) +6���� % 	����� ��# ����� ���#���#�P 6���� �
����� ���#���#�, ��#
(O, O(1, a), O(1, a+1), O(2, n+1)) +6���� % ��$� ���#���#�P 6���� � ��$� ���#�
��#�,�
��� 6��� ��B���	� �� $��� ��	�"������ $�� ��� a �� �� �������* ��	�"������ ���*
$�� a � n� ��� ��	��# ��B���	� �� $��� ��	�"������ $�� ��� a �� �� �������*
��	�"������ ���* $�� n = 1 ��# a = 0, 1 ��# n = 2 ��# a = 1�
=�����* ��	� � ��B���	� ��������� � ����� ���* �$ n = 1 ��# a = 1 �� 2 �� ���
6��� ��B���	� �� n = 1 ��# a = 0 �� 1 �� ��� ��	��# ��B���	� �� n = 2 ��#
a = 1 �� ��� 6��� ��B���	� �� n = 2 ��# a = 1 �� ��� ��	��# ��B���	��
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H1

H2

H0

H1

H1

H2

H0

H1

H1

H2

H0

H1

>$��� ( ���� $��� �������* ��	�"������ ��B���	�� $�� F1

H2

H0

H1

H1

H2

H0

H1

H1

>$��� + ���� $��� �������* ��	�"������ ��B���	�� $�� F2

)�%���	���

!62//% '� ����� & .� ����� ' $����� ����(����� ��C������ (���)�) 9 
C������ ��"���	 !��������	 3���� � +�///-� ��1 �� �'��1

!���..% +� ���� ' ;���� ������� � ��(���������� ����� �� ����9����
����������� ����	 �� +�/..-� ��1 �� �*�'�:�1

!���.% �� �� ��AB ���� ' "������� ������� �� Pn ��) (��9���� � �����
����9��� ,���������	 ����	 � &���+���	 �� +�/�.-� ��1 �� 0.'0/1

!�����.% �� 0� ���C��AB 	 �� �� /��′"�� & �� �� /��′"�� ' 6���9��� ����
��� 9��)��� �� Pn ��) (��9���� �� ����� ����9��� ,���������	 ����	
� &���+���	 �� +�/�.-� ��1 �� 00'0�1

!�@/�% �� ����� & +� #���� ' $������������ )����(����� ��� �����
9��� �������� �//�� ���
�����*)�!���1

!�@,*% � K����) ��������� �� �������� �������� &���� ��"� � ��� ���
���������� ��"���� � ��������������1 :�	 �� '���<��"1 (==() +���
B��-� 2���� #)1 ������ *,,*� :�'�01

!���)�.:%  � �����	 �� &����� & �� ,� �� ,� ' ������ �����> ����
������ #���9���� )�� ��������	 ��) ���� ����J��9��� +�-� ���1 :�
$(������������� ������ �/.:1



�� �� �����

!"��,:% .� ����� & 
� ����%���) ' ;���� ������� �� ���� �������� *,,:�
(��(���1

!L��/�%  � -���� ' ���� ����� � ���� ���������� 6����� �� ����������
$��)��� ���1 ���� �������� G������ ������ ��������� >N� �//�� ;��
3���� 21 =����� H������� � ������� 1

!2�(..% +� ��11�� ' 3����"����� ����"���� �� ��� ������������� �����
� 7����� ��������� ��"������ H��)�� ����������� $���� H������
>��� $����� ���1 ��/� "��9�)�� G������ ������ "��9�)��� �/..1

!F�(..% �� �� '�1���� ' @� ��� )����) ��������� �� �������� ������� ��
���� ����������� �(����� ������	 ����	 
� +�/..-� ��1 �� :�/'�,.1

!F�/�% �� '�) ' ;���� 9��)��� �� ���� ������� ��������� �//�� (��(���1
!FF�$K��% /� '��1"	 -� -� '����	 +� ���"��� & �� ����%+��� '

3�� �� ����  ��"�	 �� $(������������� ������ �/��� H������ >����
� ����������� ���1 ��/1

!@)�..% �� #�� ' ����> � ��� �� ��"������ "������� #���9���� )�� ������
���	 ��) ���� ����J��9��� +�- !=������ � ���������� ��) =�����)
6���� +�-%� ���1 ��� $(������������� ������ �/..� 6� ����)����� ��
��� ����� �� ���� �������� ;��������) ���� ��� N�(�����1

!���,�% �� &����) ' $��� C����� )����9�� ��� )����) ��������� �� ���
���� )�� (�JJ� ��������� *,,�� (��(���1
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	��� �������	
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 ��� 	
 P4

��5�� ���& ?�% .�!�)��

�� ����%@��<��

-� ���#�<

������ ��� ��������	� G������M� 2�������� 3����������� �� �,�0�
2�������� ������ • ������ � ���������������
���������

�������� � A  ������ ��� @��4�� !�(�� �*
* ��-���� ��M �� ��� ��� �! �� � 6�" �� ���
6 ��!�� ��!� �  ��"���� =#�� " P4 �(�� 3� !���� �� �� ��!� �� ������ ���� 6�" ��
��  ������ -� 4 ���%-����� �� ���  �� �� (�4������ / ���%4���������(���� ��� ���
��(�� ���� O(��( �4 I(�� �� (�!�� (�4������ 6�" ��� F��� �� ������ $�� $� $� "�
: &� ��� 9�"������ ��(���,��!���� I(�� /������ ��� 9!���4�����4 � ��� ���� 6�" �
������ �� 6 ��!�� " P4 4��������� !�(�� ��� $� "�� ���!$���� ��M ���� 6 ��!�� ���!
9!���4�����4 � �� &��� $����� 4������

�� �
�;��
	 �	� ���������	4�	

-�� S ���� ������ "��J�.��1� =�@	��� 5��� ��/� �� ���� 7��/������ ϕ : S ↪→ PN

��� N � 5�

������� 5� S "��J�.��1 ��� ��/� �� ���� 7��/������ ϕ : S ↪→ PN � =���� N > 5
��� /����	��� ��� #�� -�.�����1�����@� Sec2 S ⊂ PN � 7� ���

dimSec2S ≤ 2 + 2 + 1 = 5.

E�����# ����� �����
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I��J�3���� ��� 1�� ����� I��.� ��Q�����/ Sec2S �� '��# #�� ���# 1�� S ��
PN−1 '��#�� ������ 5��� ��� �����	� ������� N ≥ 5 ����

���� ��� ���� =�@	�� S ⊂ P5 ��	��� /����#����� H��� .��� ��� S ⊂ P4

�����	���K

���	�� 
�
 �T'2��U�� � �9������� ��	� 	��+������ -��� d0 ∈ N; �� ��K

S ⊂ P4 	���� $�� ��������	�	 ��� =⇒ deg S � d0

�	� ���	���� �� � �� 	�� �	����� $���� 8������	 ������� 8�*���	:

�������
�''�� +�, =:� S ⊂ P4 ���� #�� 5�""��"��.�$�����

d2 − 5d− 10(π − 1) + 2(6χ−K2) = 0

'�/�� d = deg S #�� ���# π #�� -	��������	���	�� χ #�� 7���� !����.�
�������. ��# K2 #�� -��/���	����� #�� .������	��� 5�1����� 1�� S ����
T���00 �""��#�� � 7���"�� %�����U

+��, ��� ��$ ��� 1������#��� =@��� 1�� ���# ≤ 5 ����

K2 � 0 ��# 6χ−K2 � 0

$:� =�@	��� 1�� ��	�� ����������� �*"�

=⇒ π � d2 − 5d + 10
10

+���, -�� C = S ∩ P3 ��� ����������� C*"���/�����	����� 1�� S� 5��� ��� C
���� ������ &���.��1� 1�� ���# d ��# ���	���	�� π� =:� ���	�� �� P3

���� C��"���� -	����.� T'2��U

π � 1 +
d2 + s(s− 4)d

2s
,

'�/�� s #�� I���������� 1�� C ��� #��� #�� .������� ���# ����� C*"���
L@	�� #�� C ����@��� 
� 1����� =@���� ��� #�� I���������� 1�� C #��
����	�� '�� #�� 1�� S� 7��� ���'��#��� ��#������ #�$:� ���$��� &����
8���� T)
�#0U� H��� #���� ��#�������� ��$:��� ���# ��# s ≥ 6 ���
#��� '��#���"��	��� ��� #�� /��#�� -	����.�� $:� π /�� ���Q�� d� =:�
s � 6 ��� d ���� /��	��@�.��

+�1, 5��	� �����	���� 1�� �������	�� 
�������#����� 6�#�� ��� ��� I��*���
Ps(d) ��� 8������� d3

6s2  �� #�Q $:� s ��� d > (s− 1)2 + 1

χ(OS) � Ps(d)



��(���� ��� ����� ����������� ��� ��

����� E������� ��� #�� 5�""��"��.�$����� ��# C��"���� -	����.� ���
�@�� ��� #���

0 ≥ 2K2 = d2 − 5d− 10(π − 1) + 12χ(OS)

≥ d2 − 5d− 10
(

d2 + s(s− 4)d
2s

)
+ 12Ps(d)

=⇒ d /��	��@�.� $:� s � 5�

5�� ;�������/�'��� 1�� 7��������# ��# I��.��� T'2��U ���$��� d0 ≤ 10000� 5��

#�� �������	�� 
�������#���� 3� /����	���� ������ 1�� ����� ��# =�e*���#
T&5�(U� -�� 3����� d0 ≤ 105� ��������� -��#��� #�� �������	��� 
�������#����
T3���U ����/� �	����Q��	�

d0 � 52.

�� 1����>4��
	

��.���� ���# 3�� E��� $�����#� ����.�����6.������� $:� ������ =�@	��� 1�� ��	��
����������� �*" �� P4>
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s = 1, 2 .������	�
s = 3 &��� T)
�#0U\���� T�����U\2���/��� T1
���U
d ≤ 9 1�� �#J��.���� +7��� D/����	�� 6�#�� ��	� �� T3���U,
d = 10 1�� 8��.��� +I�"��	�\&������# T2)��U,

#� 1
	����4�
	

F� d0 1�� ����� 3� /��	��@�.�� 1����	�� ��� ��"��3�� =�@	��� 1�� ��	��
����������� �*" �� P4 3� .����������� ��� J��3� ��� ��� $�����#� =������� ���
$��#�� +T3'��#U $:� ���� /�� #���� /�.������ =������� T�����U T�3�+�0U
T�3���U T�)��U,>

=⇒ d0 � 15

E�� 2������.���� '��#�� /������ $�����#� �����#�� ����'��#��>
+�, ����/� 1�� ��"��3���� 8������*����� ��$ /�.������ =�@	���
+��, �#J��.����
+���, 8��.���
+�1, -	������ 1�� &��� 2 9�.���/:�#��� ��$ P4

+1, -*3*����
��� ��"��3���� 8������*������ ��# �#J��.���� 6�#�� ��� =�@	��� /�� d = 9�
8��.��� ���$��� ����"���� �� ���# 10� 5�� C����	.�����$��#��:�#�� ���$���
���� =�@	�� ��� d = 10 #�� 3� ����� =�@	�� 1�� ���# 15 �����.� ���� ��� #��



��(���� ��� ����� ����������� ��� ��

-*3*���������#� �	����Q��	� .��� ��� ���� /����� /�.������ =�@	��� .�������
������ 5�/�� .���������� ��� ��� C��$� 1�� -*3*���� �"�3����� 9�.���/:�#��
F, G ��� rang F = rang G + 1 ��# ���� ���������� �//��#��� ϕ : F → G�
H��� ϕ ��$ ����� =�@	�� S �� &��� �/$@��� �� ��� #���� =�@	�� 
�1��������
#�� ��	� ��� 
�1�������� 1�� F ��# G ����/��� =���� S ��	� ��	� ����� ��� ���
��� ���� ���� =�@	�� ��$��#��� E�� D/��"�:$�� #�� 5���������/�#������
��# #�� ��������� 1��'��#�� ��� !��"��������/�� I���������

(� '	����� 1:�!��

!��"��������/�� I�������� ��	���� �$� :/�� .������ ��#��	��� 2��"���� 5���
��� 3��@	��� "��.���	�� ��:�#� #� ��� 7������� ��� .������ ��#��	��� 2���
"��� ���	�� �"��	���� .���� H@����# :/�� ��#��	��� 2��"��� ���� 7������� ���
����	� 1��� -"��	���"���3 ���.����� .����� E@���� ��# R����� /��� &�	����
:/�� Q /����/�� ���Q'��#���
7�� '����� 9������ ��� J�#�	� #�Q ��� :/�� ��#��	��� 2��"��� ����	������*��
���� ���	���� ����� .���� ;$� .��� ��� ���� R��������� #��	� &���� 6�#��>

&������� ��
� -�� f ∈ Fp[x1 . . . xn] ��� I��*���� F� ���� R��������� 3� 6�#��
'@���� '�� x1, . . . , xn 3�$@����� C��������	� �������� '��

f(x1, . . . , xn) =

{
0 �� 	�� 1

p #�� =@���
�= 0 �� 	�� p−1

p #�� =@���
.

=:� ���� ���.�� 9������ #����� C�������. ����� T;&�U�


� 1����� ����"����� /��/�	���� ��� ��Q��#�� $:� 
#���� I ⊂ Fp[x1 . . . xn] ���
V (I) ⊂ An 1�� 2�#�������� k #�Q

# I��.�� �� V (I)
# I��.�� �� An

≈ 1
pk

���� H��� ��� ���� ���� 9����@� .������ 2�#�������� �� An ��� �� .��� ���
:/�� ����� .������ ��#��	��� 2��"�� ��<�� I��.�� ��$ #����� 9�����@� #��	�
E�$��� 3� 6�#���
��� #����� �����#� 6�#�� -	���*�� T�����U 1��� =������� 1�� =�@	��� ��	��
����������� �*"� ��� d = 11 ��# π = 10 :/�� F3� 5�/�� ���������� �� #��
����� #�� 9�.���/:�#�� ��� #�� ��':��	���� 
�1��������� ��� 9����@� ���
���#����� 2�#�������� �� ����� ��	�#������������ "��J�.��1�� &��� ��#
6�#�� ����"���� #��	� 3�$@������ -�	���� 7/���� 6�#�� �/�  ��� +��1���$�
$�����	��, ���� ��������� =�@	�� 1�� ���# 12 :/�� F5�



�� ��"�� �	�� ��� ������	6 �� �	�����	��	 4 �� ������

+� /�� �� ,�  ����4�����4 � J


� ����������� ��� ��� ��	�� �� =�@	��� :/�� 2��"��� ��#��	��� !����.����
����. ������������� -	���*�� ��/� J�#�	� �� T�����U ���� �����#� �� ��� #��
��� 1�� 8������� ����� ����	������*����� �� ��#��	��� !����.�������. ��$ #��
7������3 1�� 8������� �� !����.�������. R��� �	����Q�� .����
-�� #�3� X ���� #��������������� 9�����@� :/�� Spec Z ��# x ∈ XFp ��� �"�3������
I��.�� =���� ��� TX,x 1�� ��'������� 5�������� ��� �� ��� X ����� �� x ��# x
��$��� ��	� !����.�������. R����
E�� 2������.���� 1�� =�@	��� �� P4 1��'��#�� ��� ��� X #�� C��/����	����
#�� =�@	��� �� P4 ��� 1������/���� C��/���"��*��� ��# ��� x ∈ XFp ���� ���
���#'�� .����������� =�@	��� 5�� 5�������� #�� ��������������� TX,x /���	��
��� ��� #��� ��� C��$� 1�� ��6����������� 5�$�����������

�� N	���� 5�I���

F� ���� ��������� =�@	��� �� P4 3� 6�#�� ��/�� '�� 1����	�� ��"��3��� 8���
����*����� ��$ P2 ��� 1������/���� �������� :/�� F2 #��	� &���� 3� 6�#���
5�/�� .��� ��� ��� #�� -���.��� #�� ��������� #�� 
�1�������� #�� =�@	��
/��������>

&�������  �
� �@/� �� $:�$ R�����.�� #��	� ����� ���"��"��.� 14 5�""��"��.��
��# 5 7��$�	�"��.�� �� ':�#�� #���� ���� ��$/������ 1�� P2 �� #�� P4 �/�
/��#��� =���� #����� ���# ���� ������ =�@	�� S '@�� �:���� S �������� ���
d = 11 π = 11 ��# K2 = −11 �����

5�� �����	��� 8������*����� 3� 1������/���� 
�1�������� d π ��# K2 6�#��
��� .��/��������	�� H�� 1��'��#�� ��� 9��$����� 3�� ���3������� ;"���
������� ��� C��$� 1�� ���/��� ����� T 7-�� !��"��� 0U

�	�.���  ��� 8+� ��������	� 3���������	
�� X �������� ��	

h0(IX(a)) = 5− (d− π + 3)︸ ︷︷ ︸
#��'�����*�

$���� ��	��� �	� �*	���� a���
�	 ��� �������� X: �	 �	����� 8��� �������	
��� ���� 	�� 2 �	� 	���� 5 E��	��
�	 ��� ��� ���+	����	 ��������: 8����	��
������
 '���� ���  �
�		��	 8������	 $�	 8�*���	 	���� ��������	�	 ���� ��
P4 	��� ���� �	� #��	������������� ����������	: (�� -����	 �	 ��	 %*�����	
�� �	 �	; ���$���� 8������	 ��� �����	 �	$����	��	  �
�		� ��	�: 8�� �� �	�
������� ��	� ��� )���; '� ����	 �	$����	��	 �� �����	��� 8�*���	 �� �:



��(���� ��� ����� ����������� ��� �	

%/���' 
� �����	��� #�� 9����@�

X =
{
(p, q, r) | h0(I3p+2q+r(9)) = 5

} ⊂ Hilb1×Hilb14×Hilb5 .

X ��� ��'������ 2�#�������� 5 · -"�3�����@� = 15� H�� '@���� ���� 	�� 215 =
32768 3�$@����� I��.�� x = (p, q, r) �� Hilb1×Hilb14×Hilb5 ��# ��<�� #���
��� x ∈ X 3� 6�#���

�	�.���  ��� P2(F2) ��� 	�� 7 .�	
��: 7�� 
,		�	 ���� ��� 	���� ��	�	
��������	
�; 14 (�������	
�� �	� 5 �	������	
�� ��� �����	���	 %�����	���	
+ �� F2 �*���	: ��� ����� &	��	 ��� 	���� 32768 $���������	� ������ .�	
�
�
�� �	����	�	:

%/���' �� H�� '@���� s ∈ P2(F2k) ��# '��#�� =��/����� ��� H�� ��������
#��� ��� 
#��� 1�� /�� 3� k I��.��� #�� :/�� F2 #�6����� ����

��� #����� 
#��� ��# #�� !��"��������/�� I���������	����* 2 T��U ��/��
'�� ����@	���	� ������ �"�3�����

(p, q, r) ∈ Hilb1×Hilb14×Hilb5 ��� h0(I3p+2q+r(9)) = 5



�
 ��"�� �	�� ��� ������	6 �� �	�����	��	 4 �� ������

��$��#��� 7/��$���� ��� ��	����* 2 .��� ��� #��� #�� ���# #�� #��	� #��
J�'������� 5 R�����.�� #�6������� ���������� �//��#���

P2 → P4

�����	����� ����$�	� �������� '�� ������ =�@	��� ��� d = 11 π = 11 ��#
K2 = −11 :/�� F2�
��� ��	����* .������ '�� ��Q��#�� �����	���� #�Q ��� #�� 20 �����"��.��
����� �� ����� 15�.�#������������ &��� ��6��������� 1���	���/�� .��� ����
#�Q #�� ��#������ h0(I3p+2q+r(9)) = 5 1������� ����� 5��� 3���� #�Q TX,x

1�� ��'������� 2�#�������� ��� ��# #�� 2��6�������� #�� �����"��.�� ��	�
!����.�������. R��� ��$��� ��# #��� �/��$���� h0(I3p+2q+r(9)) = 5 ��$:���� H��
�������� ���� ��	� :/�� !����.�������. R��� ��������� �//��#�����

ϕ : P2 → P4.

#�� #��	� R�����.�� ��� #�� ��':��	���� �������� #�6����� ���#� 5� #�� ���
#������ V���# 1�� ϕ ��� ���� ������ =�@	��W �<�� ��$ X/ Spec Z ��� ��# '��
����"���� ��� #����� 7�����	��$��� :/�� F2 ��$��#�� ��/�� ���� �� ��	� :/��
!����.�������. R��� ���	�� �//��#����� ϕ ��/�� #���� ���# ���� ������ ������
���� =�@	�� ��� #�� ��':��	���� 
�1�������� ����

0� /���, �	� ���� 5�I���	 	��J

��Q�� #�� 1�� ��� .������������ =�@	��� ��/� �� ��	� ���#������ #��� '������
=������� ���������� =�@	��� ��� d = 11 π = 11 ��# K2 = −11 �� P4� 5����
��/�� J�'���� 0, 1 �#�� ∞�1���� 6�-�.����� T3'��#U� F����� =�@	��� ��/��
J�#�	� 3'�� 6�-�.������ ��Q��#�� ��/�� ������ =�@	��� I���������� s = 4
'@����# #�� #��� /����� /�.������ =������� I���������� s = 5 ��/���

)�%���	���

!6K2+/�% �� ����	  � +�!���	 '� �����	 �� &�1��!� & '� 
������ '
$ J ��� �� �9���� ��) 9���(�� �������� � P4� ��������	 �	 ����	 �
+�//�-� ��1 �� .:/'/�/1

!6K$/.% �� �9�	  � +�!��� & 0� �������� ' 6� ���(�� ���� 9��)�� � P4

����� ���� � ���9�� ���	�3 ������ 9��)��� ����	 ?	 ��
 +�//.-� ��1 :�
�*�'�:�1

!6=,*% �� �9� & '� 
������ ' 
�������� ���(�� �������� �� )����� 12 � ���
(��B����� �����(���� *,,*1

!6��/,% �� �� ���� ' ;�� ������ �������� �� ��9� � (��������� � P4 <��
������) ����������� ����	 
��� 	 �	 +�//,-� ��1 *� *��'***1



��(���� ��� ����� ����������� ��� �

!�L/:% 
� ���� & /� -�D����� ' 6 9���) ��� ��� )����� �� ������ ��������
� P4 ��� �� ������� � (�� ������� ����	 
� +�//:-� ��1 *� *��'**/1

!"H@/.% +� ��3	 �� .����� & +� #E���� ' 6���" ��"������ "������� ���)����
;���� � ����������� ���1 �.�� $(������������� >�< ?��	� �//.1

!K#$/�%  � +�!���	 .� �� & -�%#� �!������ ' "���������� �� �������� �
P4� �	 ��"������ *��	 � +�//�-� ��1 *� �.�'*��1

!K$,,%  � +�!��� & -�%#� �!������ ' >���������� � (� �������� � P45
���� �����	� �� 9���)� ��) ������������� �	 
������ �����	 �

+*,,,-� ��1 :��� �:�'�.*� $ �9��� ���(������ � ����9��� ���� ���
��) ������� +���	��� � "6� �//.-1

!#�./% /� ����)���� & �� &����� ' $�� ��� �������� ����� )� P4� ������	
����	 
� +�/./-� ��1 �� �'��1

!�$% +� /����� & �� ������� ' ������� *� � �����
<��� � ���� ��� �������� � ����9��� ������� � 6����9�� ��
���	&��������������������+������,�1

!2����% 
� ��������� ' ��"������ "������� $(������������� >�< ?��	� �/���
���)���� ;���� � ����������� >�1 �*1

!F��/*% .� '���9�� ' $������� )� P4 ����A�� ��� ��� � (��������� ��9C��� �	
!���� ��"�#	 ����	 ��� +�//*-� ���'�:�1

!�=/0% �� &�1��!� & '� 
������ ' $������� �� )����� 10 � ��� (��B�����
�����(��� �� ����� � ����� ��) ��	���� �	 ��"������ *��	 � +�//0-�
��1 �� ��'�01

!=����% .� 
��� ' @� ��� (��B����� �����8����� �� ��������� &��	 /� �
����	 
�	 �� +�/��-� �:�'��,1

!$��/0% -�%#� �!������ ' $���� 8��)� � ����������� ����9��� ������� � ��)�
�� �� ������ 9��)��� +$��)�� �//:Y F ���� �//:-� H������ >���� � ����
��) 6((�1 ����1� ���1 ��/� K�		��� >�< ?��	� �//0� **�'**.1

!��$% ��%�� /� �� ������� & -� �!������ ' 6 C��	 ��) )�� ���)��9�� 
���� ��� ���������� (�� ������ ���� Fq� 3��	 � (�������1
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������� ��������

��� ������	
�� ����� �� ���	��*
��������� ��������� �������

��	�����	� �	�1�.����51��	�� �	0	�� �
�

������� ,���

8� �� .���%���
������������� 
������� G������M� J� FQ��� 3� ����� .0'/,� K��,/�� FQ���
������ • ������ � ���������������
�������

�������� � �� ������ �� ������ $��4 �� ���!"��� :�-�(���!�N���� ������ �� : (���
"��� �� ���&����� =!��� ������ ��� (� ��$�� �� �!� ���B����� �& �� �  ��� "��� ��
&��" �& $��!� �$� $�! �� ��� � �� ���!"��� 9!�$ ����� � ��� ��# �� �!� � ����� ���� �
�& :�-�(���! ��� N����� =!� ���������� �& �!� "��� �� &��" $�! �!� ������ ��$�� �&
�!�  �� (��� � �& "��� �� &��"� �2����� $�! �!� @�������� "���� ��� (� �����"���� .�
������ �� $� �(��� �!� ���!"��� �� & ���������� ��"(�� �& �!�  �� (��� � �& "��� ��
&��"��

�� �	��
����
	


� �)�( C��3�/��	� ��# E����� ���'�# ���� ��� �������	���� ���/��� �$ 	���
���� �"�	��� #�1����� ��'�#�*� 	����# C��3�/��	��E����� #�1����� �� C��/���
��#���� ���$�	�� 	�� /� �����"����# �� ��� =������ 	��?	����� �$ �������"��	
����"��	 ��#���� $���� �$ '����� �'� T�H0�U� ����� #��	�1��* ��������# � ���
�$ $������ ������	� �� ���� #���	����� =�� ������	� ;#� 	����#���# ������� 	*�
	��� $�� ��� ���������� ����" O(2, n) T-��0�U ��# 2�#�� ��# ������� ���#��#

E�����# ����� �����



��� .� �� �	�����	

�"�	��� 	*	��� $�� ��� ���������� ����" O(p, q) ��# ��� ������* ����" U(p, q)
�� ����� ���������* /* ����� �$ ��� H��� ��"����������� ��� ���� T1���U�


��"���# /* ��� '��. �$ ����� ��# 2������ T�1�#U �� ��� ���������	 ������
��	���� �$ ����� ��#���� 	�����"��#��	�� 2�#�� "��1�# ���� ��� �������	����
���/��� �$ 	������ ���������	 #�1����� �� � ������� ��#�� �$ � -������ 	��1�
	�� /� �����"����# �� ��� 	��?	����� �$ ��� #���1���1� �$ � -����� 7���������
������ �$ ����� 2 T1���0U� 
� ��/��B���� '��. 2�#�� &�"�"��� ��# S���
#�1���"�# � /���# 	��J�	����� "�	���� �������� ���������	 �������	���� ���/���
�$ �"�	��� ���������	 #�1����� �� ������� ��#��� �$ -������ 1�������� �$ �������
���� �*"� �� ��#���� $���� �� "����	���� �� +#���1���1�� �$, 7��������� �������

� �"�	��� 	���� ���* �/�����# ������� ���� �������* ��""��� ����� 	��J�	�����
T1�����U T1�����U T1��U T1)K��U� =�� ������	� $�� -������ 	��1�� ���
������� ��� B���� 	��"�����

;�� 	��	������ �$ ���� '��. �� ���� ��� 	��"��� ��������	 ������� �$ C��3��
/��	� ��# E����� ��# ����� ��������3������ �����# ��1� ���������	 ���������
�1�� Z� C��� ��� 	�����	�� �������	���� �����* ��� �� /� ��"��	�# /* ���.���1
�������	���� �����*�


� ��� "������ ���� '� /���L* ��"��� �� J���� '��. '��� A� ������ A� 2�����
��# F� 2:�� �� ���������	 C��3�/��	��E����� #�1����� �� C��/��� ��#���� ����
$�	�� ��# ����� �����������" �� ����"��	 ��#���� $���� T&&1�#U� -��	� �����
���$�	�� ��� ����"��� �$ 	�	�������� -������ 1�������� '� ��1� �� '��. '���
��� �����#�# ���������	 �������	���� �����* #�1���"�# �� T&11�#U T&11U
+��� ��� ����	�� �$ F� 2:�� �� ���� 1�����,� ���� 	����� ���� ��	���	�� 	��"���
	������ /�� �� ��� ����� ���# ����'� �� �� ��.� �#1������ �$ ��� q���"������
"���	�"�� '��	� "��1�#�� � ������ ���. /��'��� ����*��� ��# ���������	�

�� ������ ,
����� ���%����

=�� #������ '� ��$�� �� ��� /��.� T5����U T;����U T�
���U� 8�� K /�
� ���� B��#����	 6��# ��# '���� D > 0 $�� ��� #��	��������� ���������� '�
������ ���� D �� � "����� ���� ��"���� ���� ��� 	���� ���/�� hK �� �##�
H� '���� OK $�� ��� ���� �$ �������� �$ K d = (

√
D) $�� ��� #�<����� ��#

x �→ x′ $�� ��� 	��J������� �� K� �����1�� '� '���� ΓK = SL2(OK) $��
��� C��/��� ��#���� ����" 	�����"��#��� �� K� H� ��* 1��' �� �� � #��	����
��/����" �$ SL2(R)2 �	���� �� H2 ��� "��#�	� �$ �'� 	�"��� �$ ��� �""��
	��"��� ���$ "���� H = {z ∈ C; �(z) > 0} 1�� ���/��� �����$���������
���� M(z1, z2) = (az1+b

cz1+d , a′z2+b′
c′z2+d′ ) $�� M =

(
a b
c d

) ∈ ΓK  ��# (z1, z2) ∈ H2�
��� B������� YK = ΓK\H2 �� � ����	��"�	� 	��"��� �"�	� '��	� 	�� /�
	��"�	��6�# /* �##��� hK "����� ��� ���	����# 	��"�� 
� ���� '�* '� �/����



�	�������� ��	 ��	���" ����	 ������	�� ���

� 	��"�	� ������ 	��"��� �"�	� XK  ��� ����*������ 	��"�	��6	����� �$ YK �
��� �"�	�� YK ��# XK ��� �	�����* +B�����, "��J�	��1� ����/���	 ��# #�6��#
�1�� Q� ��� ������������� �$ XK ��� �� ��� 	��"� ��# ��� ����"��	 6��# "������
�* ��� '��. �$ C�����.� ��# C��3�/��	� ����� ������ � #����������3����� X̃K →
XK �

�� ���#* ��� �������* �$ ����� 5�� ��� ������� �������� '� ��� ���������# ��
�������� $��	����� �� XK ��# � /�� ���� ��������* �� C��/��� ��#���� $�����
&�	��� ���� � �������"��	 +���"�	��1��* �������"��	, $��	���� f �� H2 �� 	����#
� C��/��� ��#���� $��� +���"�	��1��* � �������"��	 C��/��� ��#���� $���, �$
'����� k $�� ��� ����" ΓK  �$ �� �����6�� ��� �����$�������� ��'

f
((

a b
c d

)
(z1, z2)

)
= (cz1 + d)k(c′z2 + d′)kf(z1, z2)+ ��,

$�� ���
(

a b
c d

) ∈ ΓK � C��/��� ��#���� $���� �$ '����� 0 	�� /� �#����6�# '���
�������� $��	����� �� XK � C��/��� ��#���� $���� �$ '����� k 	�� /� 1��'�#
�� �������� ��	����� �$ ��� ���� /��#�� Mk(C) �$ ��#���� $���� �$ '����� k ��
X̃K �

����� ������ � $����* �$ �"�	��� #�1����� �� C��/��� ��#���� ���$�	��� ����
�� �*"�	�� $�� -������ 1�������� �$ ���������� �� ������* �*"�� +&�	��� ����
SL2(R)2 �� ����������* ������"��	 �� ��� ���� ���������� ����" �$ ���������
(2, 2)� ��� C��/��� ��#���� ����" 	�� /� 1��'�# �� ��� ���������� ����" �$ �
�����/�� �����	� �$ ��������� (2, 2)�, 8�� m /� � "�����1� �������� ����

T (m) =
∑

(a,b,λ)∈(Z2×d−1)/{±1}
ab−λλ′=m/D

{(z1, z2) ∈ H2; az1z2 + λz1 + λ′z2 + b = 0}

#�6��� � ΓK���1������ ����*��	 #�1���� �� H2� 
� #��	��#� �� �� ����/���	
#�1���� �� YK  ��� 5��'� �����-����� ��$���� �$ #��	�������� m� �����1�� '�
�/���� C��3�/��	��E����� #�1����� �� XK /* ��.��� ��� 	������ �$ T (m) ��#
�� X̃K /* ��.��� ��� "���/�	. '��� ���"�	� �� ��� #����������3����� ���"�����

� �� '��� .��'� ���� T (m) = ∅ �$ ��# ���* �$ χD(m) = −1 '���� χD = (D

· )
#������ ��� B��#����	 	����	��� 	�����"��#��� �� K/Q�

#� ��
,���� $�	����	$ �����


$ X �� � ������� "��J�	��1� ����/���	 1�����* �1�� C '� '���� CH1(X) $�� ���
6��� !��' ����" ���� �� ��� ����" �$ ����/���	 #�1����� �� X ��#��� ��������
�B��1����	�� �����1�� '� "�� CH1(X)Q = CH1(X)⊗Z Q�



��� .� �� �	�����	


� �� ��� ���� �� #��	��/� ��� "������� �$ ��� C��3�/��	��E����� #�1����� ��
CH1(X̃K)Q� �� ���� ��# '� 	����#�� ��� ���������� ������

A(τ) = c1(M−1/2(C)) +
∑
m>0

T (m)qm ∈ Q[[q]]+ ⊗Q CH1(X̃K)Q,+���,

'���� q = e2πiτ $�� τ ∈ H ��# c1(Mk(C)) #������ ��� 6��� !���� 	���� �$ ���
���� /��#�� �$ ��#���� $���� �$ '����� k�

��� ������ �$ C��3�/��	� ��# E����� ��������# �� ��� �����#�	���� �������
���� ���������� ������ �� ����"��	 ��#���� $���� +��� ���� T��0�U,� H� #����� /*
Mk(D, χD) ��� �"�	� �$ �������"��	 ��#���� $���� �$ '����� k $�� ��� C�	.�
����"

Γ0(D) =
{(

a b
c d

) ∈ SL2(Z); c ≡ 0 (mod D)
}

+�� ,

'��� 	����	��� χD� ��* ��	� ��#���� $��� f ∈ Mk(D, χD) ��� � =������
��"������ �$ ��� $��� f =

∑
n�0 c(n)qn� H� ��� M+

k (D, χD) /� ��� ��/�"�	�
�$ ����� f ∈ Mk(D, χD) '���� =������ 	��?	����� c(n) �����$* ��� ���	����#
"��� �"�	� 	��#����� ���� c(n) = 0 '����1�� χD(n) = −1�

���	�� ��
 ���=������ �	� H�$���� ��� 5��'� �����-����� ��$����� ��	�
����� � �� ����� �� CH1(X̃K)Q �� ����	���	 � dim(M+

2 (D, χD)): ��� ��	���
���	� ������ A(τ) �� � ������� ���� �	 M+

2 (D, χD) ���� $����� �	 CH1(X̃K)Q;
�:�:;

A(τ) ∈M+
2 (D, χD)⊗Q CH1(X̃K)Q.

-� �$ λ �� � ������ $��	������ �� CH1(X̃K)Q ����

λ
(
c1(M−1/2(C))

)
+

∑
m>0

λ(T (m))qm ∈M+
2 (D, χD).

�*"�	�� ������ $��	������� ��� ��1�� /* ��� �������	���� "������ '��� � 6��#
#�1���� �� X̃K � C��3�/��	� ��# E����� �	�����* "��1�# ��� ������� �� � �������*
#�<����� $��� /* ��"��	���* 	��"����� ��� �������	���� ���/��� �$ T (m) '���
����� C��3�/��	��E����� #�1����� ��# '��� ��� ��	�"������ #�1����� �/�1� ���
	��"�� 
� T&
���U ���	���#� "��1�#�# � #�<����� "���$ ����� �������"��	
"��#�	���


$ '� ��.� $�� λ ��� �������	���� '��� c1(Mk(C)) '� 6�# ����

A(τ) · c1(Mk(C)) ∈M+
2 (D, χD).


� ����� ��� ���� ���� ��#���� $��� �� "��	����* ��� +�" �� � �	���� $�	��� ���B��,
7��������� ������ �� ��� �"�	� M+

2 (D, χD) +��� T5��00U T���0�U,�



�	�������� ��	 ��	���" ����	 ������	�� ���

���	�� ��� �5��	4� �	� ����,�		�� 7� ��$�

A(τ) · c1(Mk(C)) = −k

2
ζK(−1) ·E+

2 (τ),

����� ζK(s) �� ��� (���
�	� '��� ��	����	 �� K; �	� E+
2 (τ) ��	���� ��� ���	�

����	 ������

+���, E+
2 (τ) = 1 +

2
L(−1, χD)

∑
n�1

∑
d|n

d (χD(d) + χD(n/d)) qn ∈M+
2 (D, χD).

�	 ����������; ��� ��������� ���� �	���������	 	�� �� �� ��� ��	�  �	��� �� ����
���� ����� Mk(C) �	 X̃K �� ��$�	  � Mk(C)2 = k2ζK(−1):

(� ����,��� $�	����	$ �����


� �� '��� .��'� ���� ��� C��/��� ��#���� ���$�	� YK ��� � ��#��� ������
"��������� 
� "��������3�� ������"���� 	������ �$ ���"��� (A, ι, ψ) '���� A ��
�� �/����� ���$�	� �1�� C ι �� �� OK ������"��	����� ���� �� � ���� ��������
"���� OK ↪→ End(A) ��# ψ �� � d−1�"�����3����� ���� �� �� ������"���� �$
OK���#���� d−1 → HomOK (A, A∨)�7* $��� ��� ��1���� #�<����� d−1 �� ���
��#��� �$ OK ������� �*������	 �������"����� ��.��� ��� ������* "�����1�
�������� �$ d−1 �� OK������� "�����3������ +��� T�
���U !��"���  ,�

���� ��#��� �����"�������� 	�� /� ���# �� 	������	� � ��#�� �$ YK �1�� Z�
�* ��� '��. �$ &�"�"��� T)�!0�U 5������ ��# I�""�� T32�(U �� �� .��'�
���� ��� ��#��� "��/��� �1�� �� ��/�����* /��� �	���� �1�� Z �� ��"�������# /*
� ������� ����/���	 ���	. H  '��	� �� L�� ��# �$ ������1� #�������� �'� �1��
Spec Z� 
� �� ������ �1�� Spec Z[1/D]� ��� 	�����"��#��� 	��"��� 1�����*
H (C) �� ������"��	 �� YK �

=�� k ∈ Z ��?	�����* #�1���/�� ����� ������ � ���� /��#�� Mk �� H ��	� ����
��� ��#�	�# /��#�� �� H (C) 	�� /� �#����6�# '��� ��� ���� /��#�� Mk(C) �$
C��/��� ��#���� $���� �$ '����� k $�� ΓK �$ ��� "��1���� ��	����� �* ��� q�
��"������ "���	�"�� ��# ��� 2��	��� "���	�"�� ��� ���/�� ��	����� �$ Mk 	��
/� �#����6�# '��� �������"��	 C��/��� ��#���� $���� �$ '����� k $�� ΓK '���
�������� �������� =������ 	��?	������ ��� �	����

H = Proj
(⊕

k

H0(H , Mk)
)

	�� /� �����#�# �� �� ���������	 ����*������ 	��"�	��6	����� �$ ��� 	�����
��#��� �"�	� 	�����"��#��� �� H � 
� �� ������ "��J�	��1� ��# L�� �1�� Spec Z
+��� T ����U,� ��� 	�����"��#��� 	��"��� 1�����* H (C) �� ������"��	 �� XK �

�� ���"��$* ��� ��"������� $�� ��� ���� �$ ���� ���� '� ��.� ��� $����'���



��� .� �� �	�����	

0��������� ��
� ����� �9���� � ����	������'����	 π : X̃K → H  � � ����
���� ������ X̃K ; ����� �� ���1����$� �	� >�� �$�� Z; ���� ���� ��� �������
����� H

reg
�� & ������� ��	�� �	 X̃K ; �	� ���� ���� ��� �	����� ��������

X̃K(C)→ XK �� � ����	������'����	 �� �	 ��� ���$���� ������	� X̃K:


� �� ��� .��'� '������ ��	� �� ���������	 1�����* X̃K ������� C�'�1��
�$ '� 	����#�� �� �##������� ��1�� ����	���� �� ����#�$* ��� ��#��� "��/���
���� ����� ����� ��	� ���������	 1�������� �1�� 	������ ��/����� �$ 	*	������	
6��#�� �� ��� ��	��#������� ������� ��� 	�� '��. '��� ����� +�� �� �� #��� ��
T&&1�#U,�

�� ��"������ ��1������ �$ �� ���������	 1�����* X �� ��� 6��� ���������	

!��' ����" ĈH
1
(X ) ���� �� ��� ����" �$ ���������	 #�1����� ��#��� ��������

�B��1����	�� &�	��� ���� �� ���������	 #�1���� �� X �� � "��� (y, gy) '����
y ⊂ X �� � #�1���� ��# gy �� � 	������ ����� $��	���� $�� ��� ��#�	�# #�1����
y(C) �� ��� 	�����"��#��� 	��"��� 1�����* X (C) +��� T�
���U T&11�#U,�

;� ��� ���������	 C��/��� ��#���� ���$�	� '� 	����#�� ��� $����'��� ������
����	 #�1������ ;�� 	�� ���' ���� T (m) �� #�6��# �1�� Q� H� �/���� � #�1����
T (m) �� X̃K /* ��.��� ��� E����.� 	������ �$ ��� #�1���� �� ��� ������	 6/���

� T&����U � 	������ �������"��	 ����� $��	���� Gm(z1, z2) $�� T (m) '��
	������	��#� +-�� T&&1�#U 5�6������  ��� $�� ��� �""��"����� �##���1� ����
����3������, ;�� 	�� 1��' ���� ����� $��	���� �� ��� ��������3�# ����� ��$� �$ �
	������ ����� '�1� $��� �$ '����� 0 $�� Γ0(D) '��� ������������� �� ��� 	��"�
T&����U� ��� "���

T̂ (m) = (T (m), Gm)

#�6��� �� ���������	 #�1���� �� X̃K  	����# ��� ���������	 C��3�/��	��E�����
#�1���� �$ #��	�������� m� ��� ����� $��	���� Gm ��� � ����������	 ������
�����* ����� T (m) ��# �� �##����� ������� ������������� ����� ��� ��	�"������
#�1���� �$ X̃K � �����$��� T̂ (m) ��������* ��1�� �� ��� �����#�# !��' ����"

ĈH
1
(X̃K , D$%&) �$ X̃K '��� "���������� ���'�� ����� ��� ��	�"������ #�1����

�$ X̃K �� ��� ����� �$ T&11�#U� ���� �� ��#�	���# /* ��� �##������� ��������
D$%&�

H� ���� �/���� �� ������� �$ ĈH
1
(X̃K , D$%&) /* ��.��� ��� 6��� ���������	

!���� 	���� ĉ1(M k) �$ ��� ��������� ���� /��#�� M k �$ C��/��� ��#���� $����
�B��""�# '��� ��� I�������� �����	� &�	��� ���� ��� I�������� �����	 �$ �
C��/��� ��#���� $��� F �$ '����� k �� ��1�� /*

‖F (z1, z2)‖�&� = |F (z1, z2)|
(
16π2�(z1)�(z2)

)k/2
.



�	�������� ��	 ��	���" ����	 ������	�� ��	

���� #�6��� � ��������� �����	 �� Mk(C) '��	� ��� ����������	 �������������
����� ��� ��	�"������ #�1���� �$ X̃K �

H� '���# ��.� �� #��	��/� ��� "�������� �$ ��� ���������	 C��3�/��	��E�����

#�1����� �� ĈH
1
(X̃K , D$%&)Q� -�������* �� �� ��� "��1���� ��	���� '� 	����#��

��� ���������� ������

Â(τ) = ĉ1(M−1/2) +
∑
m>0

T̂ (m)qm.+%��,

F�#�� ��� �����"���� %�� ��� ���� ������� �$ T&&1�#U ��"�* ��� $����'���
���������

���	�� ���� ��� ���������� 5��'� �����-����� ��$����� T̂ (m) ��	����� �

�� ����� �� ĈH
1
(X̃K , D$%&)Q �� ����	���	 dim(M+

2 (D, χD)): ��� ��	�����	�

������ Â(τ) �� � ������� ���� �	 M+
2 (D, χD) ���� $����� �	 ĈH

1
(X̃K , D$%&)Q;

�:�:;

Â(τ) ∈M+
2 (D, χD)⊗Q ĈH

1
(X̃K , D$%&)Q.


� ������* �� ��� ������ �$ =���.� ��# C������� �� �� ����������� �� ���#*
��� ���������	 �������	���� �$ Â(τ) '��� M

2

k�

���	�� ���� 7� ��$� ��� �������	� ���	������ �� ���������� �	���������	 	���
 ����

Â(τ) · ĉ1(M k)2 =
k2

2
ζK(−1)

(
ζ′K(−1)
ζK(−1)

+
ζ′(−1)
ζ(−1)

+
3
2

+
1
2

log(D)
)
·E+

2 (τ),

+%� ,

����� ζK(s) ��	���� ��� (���
�	� '��� ��	����	 �� K; ζ(s) ��� 0����		 '���
��	����	; �	� E+

2 (τ) ��� ���	����	 ������ ��&	�� �	 +���,: �	 ����������; ���
���������� ���� �	���������	 	�� �� �� M k �� ��$�	  ��

M
3

k = −k3ζK(−1)
(

ζ′K(−1)
ζK(−1)

+
ζ′(−1)
ζ(−1)

+
3
2

+
1
2

log(D)
)

.+%��,

=������ +%��, "��1�#�� $������ �1�#��	� $�� 	��J�	����� �$ 2����� ��������
&������� ��# 2�#�� �������� ���������	 ���$ �������	���� ���/��� �� -������
1�������� �� ����������	 #���1���1�� �$ L�$��	������

��� "���$� �$ ����� ������� ���* ����� ����� ������ �� ��� ���������	 ��#
��������	 "��"������ �$ ���	���#�N ��������3�# ����� ��$� T&
��+U T&
���U ���
��������3����� �� '��. ����� $���� �� T&����U T&����U ������� �� ��� �����
���	� �$ V���*W ���	���#� "��#�	�� ��� q���"������ "���	�"�� ��# ��� 	��"��
������ �$ ������� ���������	 �������	���� ���/��� �� ��#���� 	��1�� �� T&
���U
T1?���U�
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!��F,�% �� �������	 �� ���)�� & 4� '5� ' �������)� (��)���� ��)
�������� ���������� ����� �� 2�9��� ��)���� ��������� *,,��
��#����������������$%�� �����1

!�FF% �� ���)��	 �� '����� & 4� '5� ' 6������� ������������ �������
�� �������(�� ������ 9��)���� � (��(������1

!�FF,�% � "����������� 6������� "��< ����(�� *,,��
��#����������������(�(���1

!���/�% 
� �� ���!����� ' 6������(�� ����� �� Os+2,2(R) ��) �8��� (��)�
����� ������	 ����	 ��� +�//�-� ��1 �� �0�'*��1

!���/.% � 6������(�� ����� <�� ���������� �� ������������� ������	
����	 ��� +�//.-� ��1 �� :/�'�0*1

!���//% � ;�� ������F������S���� ������� � ����� )�������� ����
����	 �	 
	 +�///-� ��1 *� *�/'*��1

!���/.% ��%�� ���� ' 
���������� ����� �� �������� �������� ��) L2
1��������

�//.� ������1
!���//% �� �� ������� ' �������)� (��)���� ��) "���� ������� �� 2�J�9�����

S���� )������ ������	 ����	 ��� +�///-� ��1 �� ��'.�1
!���,*% �� �� ������� ' ������ � �� ���� � @'(1 l) �� ����� ������� �

$��"���  ������� H������ >���� � ����������� ���1 ��.,� $(������
������� ������ *,,*1

!"��/,% ��%.� ���� ' 6������� ����� ���(���8����� �� ��� 2�9����
���������� ��)�� �(����� ���	 � ����	 '() ��� +�//,-� ��1 �� �:�'��:1

!K�/:% &� +���)� & /� &�11�� ' $�������A� )�� ��(���� )� ��)���� )�
2�9���� �� ��� ������A���C��� )����� �� )��������� ������� ����	

� +�//:-� ��1 �� �/'�/1

!L����% ��%/� -���� ' 9����� �� $����������� � ��AB���� �� $�����������
,�B���� �� 
��"���!���� ������ ������������ $������� !���� �����
������� ��9�������%� �,:� G������M� ���� ������������� 
����
���� ����� �/��� K���������� =������� L��)����3�������G������M��
����� �/��1

!L��/,% �� -�����) ' $������ � ���� ����� $(������������� ������ �//,1
!�F/�% �� �� /���� & '� '����) ' @� ��� ���������� �� ��)���� ������(���

)������ ������	 ����	 ��� +�//�-� ��1 *� **�'*:�1
!���,*% �� 8� /��� ' /������� � $������ � ���� ��������� �� � ���� �����

"=� �������(� $����� ���1 �:� 6������ ����������� $���� � �����
)����� =
� *,,*1

!2���/%  � ������ ' 9����� ��� $����������� � ��AB����� ������ �����
�������� $������� !���� ����������� ��9�������%� �*�� G������M�
���� ������������� 
������� ����� �/�/� K���������� =�������
L��)����3�������G������M�� ����� �/�/1
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!2S�0% -� ���$�9��!� & +� 8�)��� ' 
���������� ���9��� �� ������ �� 2�9���
��)���� �������� ��) ��)���� ����� �� >�9��� (��� ������	 ����	 ��
+�/�0-� ��'���1

!F�/,% �� �� '���� & �� �� ������ ' 
���������� ���9��� �� � ���� �� ������ 
� ������ �(���� ��) L����� ���U����� �� �������(�� ��)���� �����
� ������� ���(��� ����9���� ����	 $����� %�� �� 
��	 &���	 ����	 +�//,-�
��1 ��� �*�'��*1

!F=?//% �� �� '����	 �� 
�1�1��� & �� ��) ' @� ��� )������� �� ��
#������� ����� �� <���� ���� ��������	 ����	 !��	 -����� +�///-� ��1 ��
�:�'�.�1

!F�)% �� �� '���� ' $(���� � ���� ��) )�������� �� #������� ������ ������)�
�� �� ��� �$=
 <��	���( �� �(���� ������ �� =��	� H������� �� �((����
��#������������$%�� �-�*)1

!F�)/�% � "������ )�������� �� #������� ����� ��) ����� (������ ���	
� ����	 '() ��� +�//�-� ��1 �� �:�'0:01

!F�),*�% � K�������� �� #������� ����� ��) �������� ������� � &���� �
��"� � ��� ������������ ��"���� � ��������������1 :�	 �� '���<��"1
(==() +��B��-� 2���� #)1 ������ *,,*� ���'�.�1

!F�),*9% � K�������� �� #������� ����� ��) ��������� �������� ��� �����
���� � ����� ���4���2�� +*,,*-� ��1 *�0� �:�'�0.� $A����� ����9�	�
���1 �///7*,,,1

!F��,�% 4� '5� ' �������J�) �������� ���������� ���9���� �	 !���� ��"�#	
����	 ��� +*,,�-� *,/'*�01

!@)��.% �� #�� ' @� ��)���� ����� ��������) <�� �)�8��� C��)���� �����
�� �������� (2, n − 2)� ����	 ���	 ��� +�/��7�.-� ��1 *� /�'�::1

!=�(�.% �� 
�1�1��� ' "��(���8������ )� �D��(��� )� ��)���� )� 2�9����
����������� ������� ����	 �� +�/�.-� ��1 �� *��'���1

!$���% /� ������� ' ���� ����� � ��� ���������� ����� � ��������� �����
����� ��9������� �� ��� ����������� $���� �� N�(��� >�1 ��1 
<����
$������ ��9������� ;�	 �� �/��1

!$��/*% �� ����6 ' /������� � ������� "������� "��9�)�� $��)�� � 6)�
�����) ����������� ���1 ��� "��9�)�� G������ ������ "��9�)���
�//*� 3�� ��� �����9������ �� K1 69�������� N1�L1 ������ ��) N1
F�����1

!�)�..% /� �� ��� /��� ' $������ � ���� ��������� #���9���� )�� ��������	
��) ���� ����J��9��� +�-� ���1 �0� $(������������� ������ �/..1
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�������� � �� ������� � ��"(������ �������! �� ���"����� ��������� �& ������� $�!
%��� # ��������� ���� ��������� ���� 6�� �0�"� �� � �  �$� �� ��������� ���� ������ �!�
@���� ����� ��� �!� �"� � ����� )�� �������! ������ -�� �!� ��"(������ ���������
�& ���� ��������

�� �
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� ���� ���. 
 ��"��� �� ��� J���� "�"�� T&�U '��� =������ ���	����#� H�
	����#�� 1�������� '��� � 6�����* ��������# ����� 	���#����� ���� ��# ��� ��� ��
�� "��1�#� � 	��/��������� �""���	� �� ��������	 "��"������ �$ ����� 1��������
�� ����� �$ 	��/��������� #��� ��1��� �� ����� #�1���� 	���� ����"�

�� /���� ��� �� /���L* ��	��� ��� 	��	�"� �$ ��� ����� 	���#����� ����� 8��
X /� � ������ 1�����* �1�� �� ����/���	���* 	����# 6��# K� H� ������ ����
��� #�1���� 	���� ����" Cl(X) ���� ��� ����" �$ H��� #�1����� ��#��� "���	�"��
#�1����� �� $��� ��# 6�����* ��������#�

E�����# �
�!� �����



��� .� ������

R�' 	����� � ��/����" K ⊂ WDiv(X) �$ ��� ����" �$ H��� #�1����� ��	�
���� ��� 	�����	�� ��" K → Cl(X) �� �� ������"����� ���� $�� ��* �'�
D1, D2 ∈ K ��� �����"��	����� �� ��� $��	���� 6��# K(X) ��1�� � ��"

Γ(X, OX(D1))⊗K Γ(X, OX(D2)) → Γ(X, OX(D1 + D2)).

���� ����'� �� �� ����/���� � �����"��	���1� ����	���� �� ��� #���	� ��� �1�� ���
��� 1�	��� �"�	�� �$ ���/�� ��	����� ��# ��� ������ �� ��� ����� ������	��� ��	�
�$ X >

R(X) :=
⊕
D∈K

Γ(X, OX(D)).

���� #�6������ #�"��#� �� ��� 	���	� �$ ��� ����" K ⊂ Cl(X) /�� ��� �����
	���#����� ���� R(X) �� ���B�� �" �� ������"���� '��	� �� ����� "�������*
J����6�� ��� ��������� 
� ����� ��� ���� R(X) �� � ���B�� $�	����3����� #�����
��� T&��#U ��# T'1/U�

H� '��� /� 	��	����# '��� ��� 	��� ���� R(X) �� 6�����* ��������#� =��
����"�� ���� �� .��'� �� ���# $�� ��� ��� =��� 1�������� �$ #�������� �� ����
����� ��# $�� ��� ����������� 1�������� �#������� � ������ ����/���	 ����" �	����
�$ 	��"�����* �� ���� ��� ���� ����	 1���������

-������ �� ��� �����* �$ ����	 1�������� ��� "������"�* �$ T&�U �� �� �����
'��� � ��1�� ��� �$ #��� � ���� ����� ��� � ��������#�# ���� R �������� '��� �
	��/��������� ����	���� ��1��� �� ��� ���#��� ����" K � ��# ���� �� 	������	�
$��� ����� #��� � 1�����* X �

��� 1�����* X ��� ��� ���#��� ����" K �� ��� #�1���� 	���� ����" Cl(X) ��#
��� ���� R �� ��� ����� 	���#����� ���� R(X)� ��� ���. �� �� ���# �< $������
��������	 "��"������ �$ ��� 1�����* X $��� ��� #�6���� 	��/��������� #���
��1��� �� K = Cl(X)�

�� &�	���� �	$�

H� �����#�	� ��� �������� �$ /��	��# ������ &�����* �"��.��� ��	� �
/��	��# ���� �� � 6�����* ��������# ��������#�# $�	������ K�����/�� ��������
'��� � 	������ 	����	���� �$ "���'��� �1����""��� "��*��#��� 	���� ��1��� �� ���
���#��� ����"�

C��� ��� ��� "��	��� #�6�������� 8�� K /� � �����	� ���� � $��� 6�����*
��������# �/����� ����" ��# 	����#�� � K����#�# 6�����* ��������# $�	������
K�����/��

R =
⊕
w∈K

Rw.



����� ���	������ 	���� ���

=�� � �*���� F = (f1, . . . , fr) �$ ����������� "���'��� �������	����# "����
���������� �$ R� H� ��""��� ���� ��� #������ wi := deg(fi) �������� ���
�����	� K�

��� ���1����� ��	� ����	����# �� F �� ��� "��� (E Q−→ K, γ) '���� E := Zr 
��� ������ ��" Q : E → K ���#� ��� i��� 	�����	�� /��� 1�	��� ei �� wi =
deg(fi) ��# γ = cone(e1, . . . , er) �� ��� "�����1� ������� �� EQ := Q⊗Z E� �* �
���1����� ���� '� ���� ��� ����� Q(γ0) �$ � $�	� γ0 # γ� H� ��* ���� γ0 # γ
�� �� F����� �$ ����� �� � "���� x ∈ Spec(R) ��	� ����

fi(x) �= 0 ⇐⇒ ei ∈ γ0.

�* �� F� �	�� '� ���� � �����"�* 	����	���� Φ �$ "��J�	��# F�$�	�� ��	�
���� ��� $����'��� 	��#������ ��� �����6�#>

� � "��J�	��# F�$�	� τ /������ �� Φ �$ ��# ���* �$ $�� ��	� τ �= σ ∈ Φ '�
��1� ∅ �= τ◦ ∩ σ◦ �= σ◦

� $�� ��	� $�	�� γ0 # γ ����� �� � τ ∈ Φ ��	� ���� Q(γ0)◦ ⊃ τ◦ ���#� ��#
Q(γ0 ∩ E) ��������� ��� �����	� K�

C��� τ◦ #������ ��� ������1� �������� �$ � 	��� τ � R��� ���� ��� 6��� 	��#�����
������� ����#��#��	� �� ��� ����� ���� �� τ ∈ Φ �� 	�������# �� ���� �����
τ ′ ∈ Φ ��# ���������* �� ��� ����� ���� ��* "��J�	��# F�$�	� ���� �� 	��"���/��
'��� ��� �������� �$ Φ �	�����* /������ �� Φ�

��������� ��
� �  �	���� ��	� �� � ���"�� (R, F, Φ) '����

+�, R �� � 6�����* ��������# $�	������ K�����/�� ���#�# /* � 6���� #�����
������ �����	� K ��	� ���� R∗

0 = K∗ ���#�
+��, F = {f1, . . . , fr} �� � �*���� �$ ����������� "���'��� �������	����# "����

���������� �$ R
+���, Φ �� �� F�/��	� �� ��� "��J�	��# 	��� (E Q−→ K, γ) ����	����# �� ���

�*���� �$ ���������� F�

������� ���� H� 	����#�� ��� ����������� 	���#����� ���� �$ ��� ������
������� G(2, 4) ��# #�6�� � ���#��� /* K := Z3 �� ��> ���

R = K[T1, . . . , T6]/〈T1T6 − T2T5 + T3T4〉.
&�	��� ���� ���� �� � $�	������ K�����/��� H� �/���� � K����#��� /* "���	��/���
#������ wi := deg(Ti) $�� ��� ���������� �� $����'�>

w1 := (1, 0, 1), w2 := (1, 1, 1), w3 := (0, 1, 1),
w4 := (0,−1, 1), w5 := (−1,−1, 1), w6 := (−1, 0, 1).



��� .� ������

R��� ���� ��� #�6���� �������� �$ R �� �� $�	� ����������� ��# ���� �1��*�����
�� '��� #�6��#� R��� 	����#�� ��� 	����

τ1 := cone(w1, w3, w5), τ2 := cone(w2, w4, w6),
τ3 := cone(w1, w6, w2, w5), τ4 := cone(w1, w6, w3, w4),
τ5 := cone(w2, w5, w3, w4).


� �� �/1���� ���� ����� ��� "��J�	��# F�$�	�� ��# ���* $��� �� F�/��	� Φ� -�
'� �/�����# � /��	��# ���� (R, F, Φ)�

#� ��� ;����. ���
����� �
 � ��	���� �	$

�� ��* /��	��# ���� (R, F, Φ) '� '��� ��' ����	���� � 	������ ������ 1�����*
X(R, F, Φ)� ���� 1�����* �� 	������	��# �� � B������� �$ �� �"�� ��/��� �$
Spec(R) /* ��� ����� �	���� ������� $��� ��� K����#��� �$ R� �� '� '��� ��� ���
	������	���� ��������3�� !��N� B������� "����������� $�� ����	 1�������� T 
<�+U�

=�� � /��	��# ���� (R, F, Φ) ��# ��� (E Q−→ K, γ) #����� ��� "��J�	��# 	���
����	����# �� ��� �*���� �$ ���������� F = (f1, . . . , fr)� H� '��. �� ����� �$
��� $����'��� 	����	����� �$ $�	�� �$ ��� 	��� γ ⊂ EQ>

� ��� 	����	���� rlv(Φ) �$ ����$�	� ����� 	������� �$ ����� F�$�	�� γ0 # γ
��	� ���� Q(γ0)◦ ⊃ τ◦ ���#� $�� ���� τ ∈ Φ�

� ��� ��$���	� ���������	 cov(Φ) �$ Φ �� ��� ��� 	��������� �$ ��� �������
	���� �$ rlv(Φ)�

H� ����� '��� ��� �?�� 1�����* X := Spec(R)� 
� 	���� ����� '��� ��
�	���� �$ ��� ����� T := Spec(K[K]) ��#�	�# /* ��� K����#��� �$ ��� ���� R�
!����#�� ��� $����'��� T ���1������ �"�� ��/���>

X̂ =
⋃

γ0∈rlv(Φ)

Xγ0 , '���� Xγ0 = Xfu $�� ���� u ∈ γ◦
0 .

C��� '� ���# ��� �������� fu := fu1
1 . . . fur

r $�� u ∈ E = Zr� R��� ���� ���
�"�� �?�� ��/���� Xγ0 ⊂ X #� ��� #�"��# �� ��� "����	���� 	���	�� �$ ���



����� ���	������ 	���� ���

�����	� 1�	���� u ∈ γ◦
0 � =�� �1��* γ0 ∈ rlv(Θ) '� ��1� � ���# B�������

Xγ0 → Xγo//T := Spec(R0).

�	��������� ��
� ��� ���� "�����	�� Xγ0 → Xγo//T ���� �������� �� � ����
"�����	� X̂ → X̂//T ��� ��� T ������	 �	 X̂:

.����� =���� 	����#�� ��* �'� 	���� γi, γj ∈ rlv(Φ)� �* ��� #�6������ �$ rlv(Φ)
��� �������	���� Q(γi)◦∩Q(γj)◦ �� �����"�*� ���� '� 6�# ui ∈ γ◦

i ��# uj ∈ γ◦
j

'��� Q(ui) = Q(uj)� 8�� fi, fj ∈ R #����� ��� $��	����� 	�����"��#��� ��
ui, uj  ��# ���

X i := Xγi = Xfi , X ij := Xi ∩Xj = Xfifj , Xi := Xi//T, Xij := X ij .

���� '� �/���� � 	��������1� #������ '���� ��� �""�� ����3����� ��"� ���
�"�� ��/�##���� ��� #�'�'��#� ��"� ��� ���# B�������� $�� ��� ���"�	��1�
T ��	����� ��# ��� ��'�� ����3����� ����'� ��#�	��� ��� ��#�	�# ���"����� �$
��� �?�� B������� �"�	��>

Xi

//T

��

Xij
��

//T

��

�� Xj

//T

��
Xi Xij�� �� Xj

�* ��� 	���	� �$ fi ��# fj ��� B������� fj/fi �� �� ��1������ $��	���� ��
Xi ��# ��� ��	������ Xij ⊂ X i �� J��� ��� ��	���3����� /* fj/fi� -��	� fj/fi

�� ��1������ ��� ������ ���#� �� '��� $�� ��� B������� �"�	��P ���� ����� ����
��� ��" Xij → Xi �� ��	���3����� /* fj/fi� 
� "����	���� Xij → Xi ��� �"��
��/�##�����

H� ��* ���� ��� ��"� Xi → Xi ����� Xij → Xij P ��� ��	�����* 	�	*	��
	��#������ $�� ������� ��� �����6�#� ��� ������ �� ��� #�����# ���# B�������
X̂ → X̂//T $�� ��� T ��	����� R��� ���� ��� B������� �"�	� �� ��"�����# /�	����
��� �����"��	����� ��"� O(Xi)⊗ O(Xj)→ O(Xij) ��� ���J�	��1��

8�� �� �����. ���� $�� ���� 	������	���� �� '���# ��1� /��� ��?	��� �� '��.
'��� ��� 	���� �$ ��� 	�1����� 	����	���� cov(Φ) ⊂ rlv(Φ)�

��������� ���� 
� ��� �������� �$ ��� "��	�#��� "��"������� ��� $������ ���
�������� �� ���  �	���� ��	� (R, F, Φ) �� ��� B������� �"�	� X(R, F, Φ) := X̂//T �

H� ���� 6��� "��"������� H� ��* ���� � 1�����* X ��� ��� A2��������� �$ ��*
"��� x, x′ ∈ X �#���� � 	����� �?�� �����/������# �� X � �����1�� ��
A2�1�����* X �� 	����# A2���9���� �$ $�� ��* �"�� ��/�##��� X ⊂ X ′ ���� ��
A2�1�����* X ′ ��	� ���� X ′ \X 	������� �� #�1����� '� ��1� X ′ = X �



��� .� ������

R��� ���� ��* 	��"���� A2�1�����* �� A2��������� 
� "����	���� �1��* "���
J�	��1� 1�����* �� ��� =�� � ������ 1�����* ��� A2�"��"���* �� �B��1����� �� ���
�������	� �$ � 	����# ��/�##��� ���� � ����	 1�����* ��� T/P
�#U�

�	��������� ���� 2�� (R, F, Φ)  � �  �	���� ��	�; �	� ��� X := X(R, F, Φ)  �
��� ���������� $������: ���	 X �� � 	����� A2���9���� $������; �	� �� ��$�

O∗(X) = K∗, Cl(X) = K, R(X) = R.

!��1�����* '� 	�� ���' ���� ��� �/����� /���	���* ��� ������ A2��������
1�������� '��� 6�����* ��������# ����� 	���#����� ���� /* ��� 	������	���� J���
"�������#>

���	�� ���� $��� 	����� A2���9���� $������ ���� O∗(X) = K∗ ��$�	� �
&	����� ��	������ ����� ������	��� ��	� ������ ���� �  �	���� ��	�:

(� '<�,!��@ �
�� ;������

�� ��������# ��� �����* �$ ����	 1�������� 6�� ���� ��� $����'��. �$ /��	��#
����� "�������# �� $��> ��� ����	 1�������� ��� "��	����* ����� 1�������� ���� �����
$��� /��	��# "��*������ ������ C��� '� ��.� ���� ��������� � ������ ����
"��	��� ��# '� ��#�	��� ��' �� �/���� ��� $�� �$ � ����	 1�����* ��1�� /* �
/��	��# �����

!����#�� � "��*������ ���� R = K[T1, . . . , Tr] ��# ��""��� ���� R �� ���#�#
/* ���� �����	� K ��	� ���� ��� ���������� Ti ��� ����������� ��# �����
#������ �������� K� �����1�� ��� F = (T1, . . . , Tr)� 8�� (E Q−→ K, γ) /� ���
"��J�	��# 	��� ����	����# �� F ��# ��� F /� �� F�/��	�� -��	� �� ��� "������
��������� �1��* $�	� γ0 # γ �� �� F�$�	� '� ���� ��$�� �� Φ J��� �� �  �	���

����	� ��
� ��� 	������	���� �$ X = X(R, F, Φ) �� 	��"���/�� '��� ���
�	���� �$ ��� /�� ����� Tr := (K∗)r �� X = Spec(R) = Kr� 
� "����	���� ���
��/��� X̂ ⊂ X �� Tr���1������ ��# ���	� ��� B������� �"�	� X = X̂//T ��������
��� ����	���� �$ � ����	 1�����*�

��� B������� �� ��' �� �/���� ��� $�� �$ ��� ����	 1�����* X = X(R, F, Φ)�
=�� ���� '� ��� � "��	��#��� ������� �� � ������ ���� �����$�������� � 	�����	��
��	���B�� �� ��� ���#* �$ 	��1�� "��*��"��� =���� ���� ���� ��� "��J�	����
Q : E → K #��������� �� ���	� ��B���	�>

0 −→M −→ E
Q−→ K −→ 0.

5����3��� ���� ��B���	� ��1�� �� � ��' ���	� ��B���	�P ���� P �� 	�� ���
#��� ��" �$ Q>

0←− N
P←− F ←− L←− 0.



����� ���	������ 	���� ��	

����� ��B���	�� ����' �� �� �����$��� ��� 	����	���� Φ �$ 	���� ���� � 	���
��	���� Σ �$ 	���� ��1��� �� N > ��� δ := γ∨ ⊂ FQ #����� ��� #��� 	��� ����
��� 	��� 	��������� �$ ��� ������ $���� /���� ���������1� �� γ ��# 	����#�� ���
$�	� #�����*

faces(γ)→ faces(δ), γ0 �→ γ∗
0 := γ⊥

0 ∩ δ.

F�#�� ���� ��" ��� 	����	���� rlv(Φ) �$ ����1��� $�	�� �$ Φ �� ���� �� �
	����	���� Σ̂0 �$ $�	�� �$ δ� 8�� Σ̂ /� ��� $�� ��������# /* Σ̂0 ��# 	����#��

Σ := {P (σ̂); σ̂ ∈ Σ̂0}.
����	� ���� ��� ��� Σ �� � $�� �� N ��1��� X �� ��� ����	����# ����	 1�����*�
�����1�� Σ̂ #��	��/�� X̂ ��# ��� ����	 ���"���� X̂ → X ������� $��� ���
"��J�	���� P : F → N �� !��N� B������� "����������� T 
<�+U�


� �����# /� �����.�# ���� ��� $��� Σ ������� $��� /��	��� Φ ��� ��� ��/��
����*� 
� $�	� ���* ��� ����#��������� �� ��� ����� ���� ����� "������1� 1�	����
�������� ��� �����	� ��# ���* ���  �	��"���� �� ��� ����� ���� ���* 	�� ���*
/� �������# /* �##��� ��' ��*� ��� T&��(U $�� #�������

+� )������

8�� (R, F, Φ) /� � /��	��# ���� ��# ��� X := X(R, F, Φ) /� ��� ����	����#
1�����*� ��� ���. �� �� ���# �< ��������	�� "��"������ �$ X $��� ��� 	��/����
������ #���� Φ� H� "������ ���� ��� ������� �$ T&�U�

��� 6��� �/���1����� �� ���� ��� 1�����* X 	���� ����� '��� � 	������ ������
�6	������ &�	��� ���� $��� ��� 	������	���� ���� $�� ��	� γ0 ∈ rlv(Φ) '� ��1�
��� �"�� �?�� ��/���� Xγ0 = Xγ0//T �$ X = X̂//T � ���� ��1�� ���� �� ��	���*
	����# ��/���� �$ X  �����*

X(γ0) := Xγ0 \
⋃

γ0≺γ1∈rlv(Φ)

Xγ1 .

�* 	������	���� X �� ��� #��J���� ����� �$ ��� X(γ0) '���� γ0 ∈ rlv(Φ)� 
$
X �� ����	 ���� ��� X(γ0) ��� "��	����* ��� ��/��� �$ ��� /�� ������ �����1��
��� ������� X ��'�*� �#���� �� ��/�##��� ���� � ����	 1�����* ��	� ���� ���
������6	����� /* ����1��� $�	�� �� "��	����* ��� 	�� #�'� ��/�� ������6	������

�� ��"������ "��"���* �$ ��� ��� ������6	����� /* ����1��� $�	�� �� ���� �� ��
V�B����������W �� ��� $����'��� �����>

���	�� ��
� !�	����� � ������� X(γ0) ⊂ X �	� � ���	� x ∈ X(γ0):
+�, ��� ���	� x �� ��������� �� �	� �	�� �� Q ���� lin(γ0) ∩ E �	�� K:
+��, ��� ���	� x �� Q���������� �� �	� �	�� �� Q(γ0) �� �� ���� ����	���	:



��
 .� ������


� ��#�� �� /� 	����	����3� ���������� '� ���# �� �##������� �����"����
+'��	� �� �����6�# �� ���* ��"������ ����"���,�

���	�� ���� #������ ���� ��� �� ��� X̂ ⊂ X = Spec(R) �� ������; �	� ���
x ∈ X(γ0): ���	 x �� ������ �� �	� �	�� �� Q ���� lin(γ0) ∩ E �	�� K:

��� ���� ������ 	��	���� #�1���� 	������� H� 	�� #�������� ��� I�	��# ����"
Pic(X) ��� ������"�� 	��� Csa(X) ��# ��� ��"�� 	��� Ca(X)�

���	�� ���� �	 ��� ��$���� ����� ����� K = Cl(X); �� ��$� ��� �������	�
����������	��

Pic(X) =
⋂

γ0∈cov(Φ)

Q(lin(γ0 ∩ E)), Csa(X) =
⋂
τ∈Φ

τ, Ca(X) =
⋂
τΦ

τ◦.

=�����* ��#�� $������ �����"����� �� X = Spec(R) '� ��� �1�� �/�� ��
#�������� ��� 	�����	�� #�1���� ��# ���	� 	�� ��1� =��� 	�������>

���	�� ���� #������ ���� X ⊂ Kr �� � �������� �	���������	; ��&	��  �
K�������	���� �����	�� g1, . . . , gs: ���	∑

deg(gj)−
∑

deg(fi)

�� ��� ��	�	���� ��$���� ����� �� X �	 K = Cl(X): �	 ����������; X �� � 8�	�
$������ �� �	� �	�� ��∑

deg(fi)−
∑

deg(gj) ∈
⋂
τ∈Φ

τ◦ ∩
⋂

γ0∈cov(Φ)

Q(lin(γ0 ∩E)).

�� '<�,!��� �	� ��,��4�

�������  �
� !����#�� ��	� ���� ��� ����������� 	���#����� ���� R �$ ���
������������ G(2, 5) ��# ��� ���#��� /* K = Z3 #��	����# �� ��� ��# �$
-�	����  � ��� K�#������ w1, . . . , w6 �$ ��� ���������� T1, . . . , T6 ��# /���
#�����/���# �		��#��� �� ��� $����'��� 6����>

w3w6

w4
w1

w5 w2



����� ���	������ 	���� ��

�����1�� ��� F�/��	� Φ 	������� �$ 61� "��J�	��# $�	��P ��� �'� ���"��	���
���� ��� ��#�	���# /* ��� #����# ������ �* ��� ������� �$ ��� "��	�#��� ��	����
��� 1�����* X = X(R, F, Φ) ��� ��� $����'��� "��"������>
� X �� � Q�$�	������ ���$�	� '��� � +�������#, �������������
� ��� I�	��# ����" �$ X �� �$ ��#�� � �� ��� #�1���� 	���� ����" �$ X 
� ��� ������"�� 	��� �$ X �� ������"��	��� '��� ��� �������� ��*� �� ��#��

	���# /���' /* ����� �$ ��� ���	. �����>

� ��� 	�����	�� #�1���� 	���� �$ X �� (0, 0,−4) ∈ K ��# X �� Q�=��� /��
��� =����

=�� ���$�	�� ��� ��	�����* �$ F �� �����* � ���� $�� 	��"�������� �� ���
�"���� �$ ��� �/�1� ����"��� ��� ���$�	�� �������1�� ��� �� "���	�"�� #��������#
/* ����� 	���#����� �����>

����	�  ��� 8�� X  X ′ /� ���$�	�� '��� 6�����* ��������# ����� 	���#�����
������ ���� '� ��1� X ∼= X ′ �$ ��# ���* �$ R(X) ∼= R(X ′)�

��� �/�1� ����"�� ����� $��� � ���� ������� 	����> 	����#�� ��� ���������
���� G(k, V ) �$ k�"����� �� � 1�	��� �"�	� V  ��# ��� �#��� I(k, V ) ��������#
/* ��� I�:	.�� &�������� �� W :=

∧k V �

����	�  ��� ��� B������� ����/�� R := K[W ]/I(k, V ) �� $�	������ ��# �� ��
��������* ���#�# /* K = Zn� �����1�� ��* ���J�	���� K → K ′ �$ �����	��
#�6��� ��' ���#���� �$ R ��# '� 	�� ���. $�� F�/��	��� '��� ���"�	� �� �����
���#����� ��� ��������� 1�������� ��� B�������� �$ ����� �	����� �� G(k, V )�

�� ��� ��"�����	� ���'� 	��	���� 	��"�������� �� /��	��# ����� (R, F, Φ)
��1��1� �'� �*"�� �$ "��/����> =�����* ��� F�$�	�� ��1� �� /� #��������#� ����
�� � "����* ����/���	 ���. ��# ������� �� 	��"����� ��� ��#�	�� �$ � 	������
�#��� ��# ���� ������� �#��� ���/�����"� ���� 	�� /� #��� /* !��"����
����/�� -*������ -�	��#�* ��� ��� �� #��� '��� ��� 	��/�������	� �$ ���
	����	���� �$ "��J�	��# F�$�	��� C��� ��� �������� ���������	�� ��$�'��� ��
	��1�� 	���� +��# "��*��"��, �� ���"$���
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�������� � �� ������ ��"� ������ ��� ������ �& � �$���� ���� ���� ����� &��"� � ��
 &�� �& ����"���!� ���������������

�� 1
�
,
�
$� �
4���.,,�������� )I�,�

-�� G/Q ���� 3��������@����#� ��#�.��1� ���""� #�� '�� 3�� 9������
$�	���� ��� �"�����# �������� ��� ����� B ��# �"�����#�� ����� T � =:�
������	���# .����� .��"�.�� �<��� F�������""�� Kf ⊂ G(Af ) /����	���� '��
#�� ��.�� �*�������	��� &@���

XKf
= XG

Kf
= G(Q)\G(A)/K∞Z∞Kf

'�/�� K∞ ⊂ G(R) ���� �������� ����� #�� 3��������@����#�� .��"�.�
��� F�������""�� ��� ��# Z∞ = ZG(R)◦ #�� E������������.��"������ #��
�����'������� I��.�� #�� E������� ZG ⊂ G ����

E�����# �*�!� �����



��� �� ���������

7���� "�����1�� ��'�	�� λ ∈ X∗(T ) ��#��� '�� #�� ��#��	� #�����������
5���������� Eλ 1�� G/Q ��� ��	����� ��'�	�� λ 3�� 5�3� ��� ��� ��.����
-*���� Ẽλ ��$ XKf

����3����� ��# ��$ #�� 8���� �������� '�� ���� ;"�������
#�� ���""� G(Af )>

Hi(G, Eλ) = lim→
Kf

Hi(XG
Kf

, Ẽλ)

5�� I��/��� ��� J��3� #�� �����������#� -���� #�� 2������������#���

H∗(G, Eλ) =
∑
i∈N0

(−1)iHi(G, Eλ)

��� 7������ �� #�� �������#��	.���""� K0(G(Af )) #�� 2�������� #�� 3��@������
G(Af )���#��� 3� 1���������

��� #�� $��#��������� ��/��� 1�� =���.� T5����U $���� #��� ��� H∗(G, Eλ)
#��	� �������"�� =����� /��	����/�� .���� E��@	��� �@��� ��	� #�� 1��������
2������������#�� #��	� #�� L2�2���������� #�� 8�1�����""�� M 3� #��
-���#��#�I���/����	��� P = MU $:� ��'���� 1�������� 2��?3�������*�����
EM

λ ∈ K0(M)⊗Q ���#�:	.��>

H∗(G, Eλ) =
∑
M

Ind
G(Af )

P (Af )H
∗
(2)(M, EM

λ ).

5�/�� ����
H∗

(2)(G, Eλ) =
∑
πf

h∗(πf )πf ,

'�/�� :/�� #��J������ 5������������ πf 1�� G(Af ) �������� '��# #�� ��	� 3�
����� B��#������������/���� �������"��� 5���������� π∞⊗πf ���@�3�� �������

h∗(πf ) =
∑

i≥0, π∞

(−1)i dim Hi(g, K∞, π∞ ⊗ Eλ) ·mult(πf ⊗ π∞),

'�/�� mult(π) #�� �����"��3��@� 1�� π �� #��.����� ���� #�� L2�-"�.�����
/�3��	�����

�� �*���

H�������� /����	���� '�� ����� �������"������ η ∈ Aut(G) ��#��	��� ;�#�
���� n ��# ������ �� #��� η #�� ���""�� B, T, K∞ ��# Kf ���/���������
F���� #�� '������� 9��������3��� #��� η #�� !����.��� λ 6����� .�����



��������� ��� ������	���� ��	���������� ���

'�� Eλ 3� ����� G � 〈η〉���#�� ��	��� /�� #�� η ���1��� ��$ #�� ��	�����
��'�	������� �"������� 5��� �"������ η ��	� ��$ #�� 2�������������""��
Hi(G, Eλ) ��# '�� .����� �����"��������>

H∗(G, Eλ) ∈ K0(G(Af ) � 〈η〉).
F� #����� 1��������� ��#�� 3� 1�������� ���� ��� #�� -"���� /���	����>

tr(hf×ηj , H∗(G, Eλ)), ��� $��<���J���	����� hf ∈ C∞
c (G(Af )), 0 ≤ j ≤ n−1.

&���	���' ��
� C�� #�� ���""� G .���� #��.���� -���� +3��� G = �8n

$:� n ≥ 3, �� ���� �� #�� �����'������� -�������� h∗(πf ) = 0 #�� /�#�����
-"��3��$����� ���# �� #�� 1��������� ��#�� H∗(G, Eλ) ∈ K0(G(Af )) ��	��
��	��/��� 5������ ����/�� ��	� #��	� ������	���#��	�� 9��3��	��� /�� #�� ;"�
������� #�� @�Q���� �������"������ η ��$ #�� Hi(g, K∞, π∞ ⊗ Eλ) �� 1���
�	���#���� ���#�� i ��	�� ���1���� �����@�� '��� ��� #�� 1��������� ��#�� ��
#�� �������#��	.���""� K0(G(Af ) � 〈η〉) /����	�����

#� 3� 7�%�����=���� �!��%
�,�� %?� 4
,!�4�� 
��	�����
�A���	=������ ��		$%���$4���	 X

7� /�3��	��� p1, p2 : X × X → X #�� I��J�.������ ��# D ⊂ X × X #��
5��������� 7� ��� i : C ↪→ X × X ���� 2�����"��#��3 '������� '�� ����
F����������$�����.��� 1�������� �� #��� π1 = p1 ◦ i : C → X ���� ��#��	��
D/���������� ���� -�� E → X ��� ��.���� -*���� ��# ϕ : π∗

2E → π∗
1E ���

���"������ 1�� ��.���� -*������� H�������� ���

C ∩D =
⋃
j∈J

Φj

#�� E�������� #�� =��"��.������ �� E������������.��"�������� H�� ������
�� #��� #�� Φj F����������$�����.����� ���# ��# #��� $:� #�� 7���	��@�.�����
#�� ����������/:�#�� ��$ #�� Φj #�� $�����#� �����1�������@��/�#������ ��$:���
���>

TC|Φj ∩ TD|Φj = TΦj.

5�� �����1�������@��/�#������ ��"��3���� 3������� ��� #�� 2��"�.�����
1�� X  #��� J ���� ��#��	�� ����� ����



��� �� ���������

5��� ��� #�� ��� ��� #��� tr(π1∗ ◦ϕ ◦ π∗
2) #�� 2�����"��#��3 (C, ϕ) #�6�����

��� #�� �����������#� -���� #�� -"���� ��$ #�� 2�������������""�� #�� $���
���#�� 2��"������� 1�� �//��#�����>

H∗(X, E )
π∗
2−→ H∗(C, π∗

2E )
ϕ−→ H∗(C, π∗

1E ) π1∗−−→ H∗(X, π1∗π∗
1E ) tr−→ H∗(X, E ).

=:� x ∈ Φj ��#�3���� ϕ 7�#����"������ #�� C����

Ex � (π∗
2E )x

ϕ−→ (π∗
1E )x � Ex,

#���� -"�� ��� 1�� #�� E������������.��"������Φj �/�@��� ��# ��� tr(ϕ|Φj)
/�3��	���� '��#� H�������� ��� χ(Φj) #�� 7���� I���	��M !����.�������. 1�� Φj

��# #�� 9��3��	���$�.���

εj = sign (det(id− π1∗π∗
2 |N(Φj))) $:� j ∈ J

/��	����/� #�� H��.��� 2�����"��#��3 ��$ #�� R�������/:�#�� N(Φj)� 5���
���� #�� 7�%�����=���� �!��%
�,��@

tr(π1∗ ◦ ϕ ◦ π∗
2) =

∑
j∈J

tr(ϕ|Φj) · χ(Φj) · εj ,

F� #�� =����� ��$ #�� ��	�� .��"�.��� ��.�� �*�������	��� &@��� XKf

��3�'��#�� /����3�� '�� #�� $�����#�� ���	.> ��3��	���� ∆ #�� ����� #��
���$�	��� H��3��� �� .��� ��� #�� ������-���� 2��"�.��63������ 1�� XKf

��� ������$�����.��� ��� 7	.�� �� .����������� #��� #�� &��#.��"�������
#�� ���������� 1�� I ⊂ ∆ ����"��	���� 9��.��/� ��� 2#∆ 2�"��� 1�� XKf

������� #�� &��#.��"������� #�� ������-�����2��"�.��63������ 3�������
�� ���@�� ��� ���� .��"�.�� #�<����3���/��� ������$�����.��� SKf

3�������
��� ����� ;"������� #�� ���""� Σ = {±1}∆ �� #��� 3��� ����>

Hi(XKf
, Eλ) = Hi(SKf

, Eλ)Σ.

��� #�� �������� ������� $:� #�� 2���������� ��� .��"�.��� ��@��� $����
#���>

tr
(
hf ◦ η, H∗

c

(
XKf

, Ẽλ

))
= 2−#∆ ·

∑
σ∈{±1}∆

sign(σ) · tr
(
hf ◦ η ◦ σ, H∗(SKf

, Ẽλ)
)

��� .��� #�� 8�$�	���3�	�� -"��$����� $:� .��"�.�� #�<����3���/��� �������
$�����.����� �� #����� -�������� ��'��#��� ��3��	���� ��� $:� I ⊂ ∆ ��� PI ⊃
B #�� 3������#��� -���#��#�I���/����	�� ��# ��� AI = (∩α∈I kerα)◦ ⊂ T (R)
#�� E������������.��"������ #�� .�����"��#�����#�� ������� ����� #���



��������� ��� ������	���� ��	���������� ���

����� SKf
�� ����� F���/��� #�� ��� I ��#�3������ -������� SI

Kf
��� '�� #��

&���>

PI(Q)\ (PI(R)/KI
∞Z∞ ×AI YI

)×G(Af )/Kf ,

'�/�� KI∞ = K∞ ∩ PI(R) �����3� '��#� ��# AI #��	� #�� H��3��� ��� ∆− I

��$ YI = {±1}I×R∆−I �"������� 7����3� ��� #���� YI #��	� {±1}I×{0}∆−I 
�� ���@�� ��� ����#� #�� -������ SI

Kf
� 5�� -"������������""� Σ = {±1}∆

�"������ �� �<����	����	��� H���� ��$ YI �

A��3� ��� �� ���� �:������� &��������/��� #�� =��"��.�.��"������� #��
C�	.�.�����"��#��3�� 3� /���	����� 5���� '��#�� #��	� ��.����*�������	��
&@��� 3� E�������������� 1�� ���/���$�	��� 7�������� ������63���� #���� 7��
��� !����.�������. ������� #�� �������������=����� 1�� C��#�� T���0�U /���
����� '��#�� .���� ��$ #���� H���� ���@�� ��� ���� +�����/���������, -"���
$������

5�� -"��$����� .��� �� ������� ������������� =@���� �� ���/�������� '��#��
#��� ��� ���/��� ��/����� 
�������� $:� ���� ���3��� ��#��.�"��	�� ���""� ��$�
���	����

H�� ������ �� #��� #�� ������ 2���������� #�� ���""� G ��	�� 3� #��
I��/��� /����@�� #�� 2��J��������.������ ��������/ ����� ���/���� 2��J����
�����.����� 3� /��	����/�� ��# �������� #���� #��� η #�� F�������""�� B = P∅
��# A∅ = T (R)◦ ���/���������

tr(η ◦ hf , H∗(G, Eλ)) =

∑
I⊂∆
Iη=I

(−1)#(∆−I)/η
∑

γ∈PI(Q)
mod stabile Konj

α(γ) · tr(ηγ|Eλ) ·Ost(ηγ, hf ).

5�/�� ��� α(γ) = α(γ∞) ∈ Q ��# �� ���� α(γ) = 0 ��$��� ��	�� #�� $�����#��
/��#�� ��#�������� ��$:��� ���#>

� N(γ) = ηn−1(γ)·. . .·η(γ)·γ ��� 3� ����� 7������ �� (K∞∩PI(R))·AI(R)
.��J������P

� χI,α(N(γ)) > 1 $:� ���� α ∈ ∆− I '�/�� χI,α : PI → �81 ��� ����������
!����.��� ��� #����� 7���	��@�.��� ��$ AI ��� "�����1�� 9���$�	��� #��
H��3�� α ����/��



��� �� ���������


� =��� hf = ⊗php ��� #�/�� #�� ���/��� ��/����� 
������� #�6����� #��	�>

Ost(ηγ, hf ) =
∏
p

Ost(ηγp, hp) ���

Ost(ηγp, hp) =
∑

γ′
p∼γp

∫
G(Qp)/G

γ′
pη

(Qp)

hp(xpγ
′
pη(xp)−1)dxp,

'�/�� $:� J�#�� p :/�� ��� &�"�@����������*���� #�� ���������� η�2��J������
���.������ ��������/ ����� Q�η�2��J��������.����� �������� '��# ��# '�/��
��� Gγ′

pη = {g ∈ G|g · γ′
p = γ′

p · η(g)} #�� η�E������������ 1�� γ′
p /�3��	����

'��#�

(� 6��$���� ;
	 �!��%
�,��	

H�� ������ ���� :/�� Q �"�����#� ���""� G1 ���/��� ��#��.�"��	�� ���""�
3� (G, η) '��� $:� #�� .��"����� #����� ���""�� #�� $�����#� &������� ��$:���
���>

Ĝ1 = (Ĝη̂)◦

��# �������� #�� $�����#�� -����� 1�� ����"�����>

(a) G = �H2n ×�H1 η(A, α) = (J · tA−1 · J−1, det(A) · α) G1 = GSpin2n+1

(b) G = ��H2n+1 η(A) = J · tA−1 · J−1 G1 = $(2n

(c) G = $@2n+2 η ∈ @2n+2 − $@2n+2 G1 = $(2n,

'�/�� J #�� ����#������������� ��� �/'�	�����#�� 7����@��� 1 ��# −1 /�3��
�	�����

��3��	���� T1 ����� �"�����#�� ����� 1�� G1 �� ���� $:� #�� !����.������"�
"��

X∗(T1) = X∗(T̂1) = X∗(T̂ )η̂ = X∗(T )η,

�� #��� ����� λ ∈ X∗(T )η ��/�� #�� G � 〈η〉� ��#�� Eλ ��	� ��� G1���#��
Eλ,1 3�����#��� ����

5� #�� 2�	����.�����#�� X∗(T1) 3�� 2���1����������#�� X∗(T )η ����
���"� ��� ���@�� ��� $:� J�#� ����/�� k ���� R����//��#���

N : T (k) = X∗(T )⊗ k∗ → X∗(T )η ⊗ k∗ = X∗(T1)⊗ k∗ = T1(k).



��������� ��� ������	���� ��	���������� ��	

��� ���� #��� 3'�� ���/���$�	�� 7������� γ ∈ G(k) ��# γ1 ∈ G1(k) ������	
'��� #�� ���/���� +η�, 2��J��������.������ 1�� γ /3'� γ1 7������� γ∗ ∈ T (k)
/3'� γ∗

1 ∈ T1(k) ��������� ��� γ∗
1 = N (γ∗)�

%���� ��
� (�� η���� ��	����� ����	� γ ∈ G(k) ������ ��� γ1 ∈ G1(k):
(�		 �����

tr(η ◦ γ|Eλ) = tr(γ1|Eλ,1).

5�� R����//��#��� N ��#�3���� �� #�� ����"��������� +�, ��# +/, J�'����

�����"������ 3'��	��� #�� ���/���� ���/���$�	��� η�2��J��������.������ ��
G(Q) ��# #�� ���/���� 2��J��������.������ �� G1(Q)�

��� ����� 3'�� -	�'���3��������=��.������ hf ∈ Cc(G(Af )) ��# hf,1

���	���# '��� $:� ���� ���/���$�	��� ���	���#�� γ ∈ G(Af ) ��# γ1 ∈
G1(Af ) #�� ���/���� ;�/������������� :/������������>

Ost(ηγ, hf ) = Ost(γ1, hf,1).

7��� 3��@����� 5���������� π 1�� G(Af )� 〈η〉 ���Q� 2��� #�� 5���������� π1 1��
G1(Af ) '��� #�� -"���� /��#�� 5������������ ���/��� 5�����/������� ���# ��#
��Q��#�� $:� ���	���#� hf , hf,1 ����>

tr(η ◦ hf |π) = tr(hf,1|π1).

5��	� ����� 9������	� #�� -"��$������ ���@�� ���

tr(η ◦ hf , H∗(G, Eλ)) = tr(h1,f , H∗(G1, E1,λ))

$:� ���	���#� -	�'���3��������=��.������ hf  h1,f � F� #����� ��	������1����
-	�����$���������� 3����� 3� .����� �:���� #�� $�����#�� 9���������� ���
$:��� ���� #�� ��� ��� %�	��,�	����� 7�,,� /�3��	����>
� 5�� 	����.��������	��� =��.������ 1�� G(Zp) ��# G1(Zp) ���	��� $:�

$��� ���� p +=��#��������� 8���� $:� #�� 7���������� #�� C�	.�����/��,�
� 5�� ���������� $��#�������� 8���� $:� #�� ��1��3'����� C�	.�����/��

��� :/�� #�� -���.��
�����"������ @B��1����� 3� #�� $�����#�� �������>
H��# #�� ��1��3'����� C��"�������#���������� πp,1 #��	� #�� -���.�"��
������� tp ∈ Ĝ1 /��	����/�� ��# ������ 3� #�� C��"�������#����������
πp 1�� G(Qp) ��� -���.�"�������� #�� ���# 1�� tp ����� #�� 7��/������
Ĝ1 ↪→ Ĝ �� ��� πp 8�$� 1�� πp,1�

��� #�� $��#��������� 8���� ��# #�� ��.���� 7������3 1�� ���	����
#�� =��.������ T����(U $���� #��� ��� 8�$� 1�� 5������������ '��� �� ���
������� ���#����� /������� ��� ��#��� ���	��� 5������������ #�� 1�� #�� =���
Ind

G(Af )�〈η〉
G(Af ) πf ���#�



��
 �� ���������

;/��� !����.����#�����@� �@��� ��	� �� ��$���������� #��� H∗(G, Eλ) #��
8�$� 1�� H∗(G1, E1,λ) ��� ��#��� 5������������ #�� =��� Ind

G(Af )�〈η〉
G(Af ) πf ��

#�� �������#��	. ���""� #�� 3��@������ G(Af ) � 〈η〉���#����

+� �	*�	��	$�	

H�� .����� 3����� T8&��U #��� $:� J�#�� m #�� $��#��������� 8����
�� #�� ����"��������� +�,+/,+	, 3������#�� @B��1����� ���# ��$��� ��� #��
$��#��������� 8������ $:� ���� ����"���� ����� -���� ��� n ≤ m 3� �����
������� 3�������$�����

5� =��	.�� #�� $��#�������� 8���� $:� n = 2 �� =��� +�, ��3���� ��� ��# #�
#�� =��� n = 1 /�.���� ��� �������� '�� #�����/ 8�$������ 1�� �-"4 � �-"��5

��	� �84 ×�81 ��# 1�� -"4 ��	� I�85�

F���� �����3��� 1�� !����.����
#�����@��� 3'��	��� ��.���� 5������������
1�� 7�����	��$��� #�� θ�8�$�� ��# 1�� /�.������ 7�����	��$��� #�� 2��������
��� 1�� ��#������������ -������	��� ��#���@���� ���@�� ��� $:� J�#� ����#�3��
/�� 5���������� πf  #�� '�#�� !�I ��	� ��#��.�"��	� ��� ��# 3� H3(�-"4, Eλ,1)
/����@�� #��� ��� ��� �����"��3��@� % �� H3 1��.���� ��# �	�'�	� @B��1�����
��� 3� ����� �������"��� 5���������� π̃f ×πW∞  '��	�� ��� ���/���� H�����.���
��#��� /����3��

5����� .��� ��������"��3��@����������� $:� 	��"�#��� �������"�� 5�������
������ ��'����� #�� 3�� 2���������� /��������> ��� #�� �����"��3��@� 4�
������� $���� 3��@	��� #���

mult(πf × πW
∞ ) + mult(πf × πH

∞) = 2

���� '�/�� πH
∞ #�� �������"�� #��.���� -�����#���������� ���

H3(g1, K∞, Eλ,1 ⊗ πH
∞) �= 0

/�3��	����� 5� #���� ������� �/�� ��	� $:� π̃f �������� πf ���� $���� ��� C��$�
#�� 7��#�����.��� #�� H�����.����#����>

mult(π̃f × πW
∞ ) = mult(π̃f × πH

∞) = 1.

��#��������� '��# #�� 3� πf �������� 4�#������������ ������#������������

ρ(πf ) = HomG1(Af )(πf , H3(X, Eλ ⊗Q�))



��������� ��� ������	���� ��	���������� ��

��	� &��������� 1�� H�������� ��# 8����� #��	� #�� -���.�"�������� 1�� πf

/��	����/�� ��# ��� #�����/ ��	� !��/�����1 3� #�� ����"��	���#�� 5�������
���� $:� π̃f ������"�� ��� #�� C�#��������������� $���� #��� #��� �/���
�����"��3��@� ��=����� ��	� $:� πf �������� π̃f �����

)�%���	���

!L��/.% �� -���� ' 2������ ���� �� � <�����) L2��(����� ���	 
��	 %���
-��	 
��	 '.) �� +�//.-� ��1 *� �.�'*�/1

!2��/:% �� �� ����� ' ;�� �<���) ��)����( �� GL(4) ��) GL(5)5 �������� ��
$���	� ������ ���� ����	 �	 	� +�//:-� ��1 *� �/�'0�*1

!2����% /� ������ ' 6 ������������ ������� ��� )������ ����������� )�8��)
����(�� ���	 
��	 %��� -��	 
��	 '.) � +�/��-� :,/':��1

!N�,*% 4�  � �� ������	 
�  �������� ' =����	� �� ��� ���)�������
����� ��� ���9�� �<���) ��)����( �� �������� ����(�� *,,*� �����	�(��
)�� L����������((� 6������	� �������'2�)��9���� 	1
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